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Vorwort. 

Länger  als  ursprünglich  beabsichtigt  war,  hat  sich  die  Fort- 
setzung des  Werkes  verzögert,  von  dessen  zweitem  Bande  nunmehr 
ein  erster  Theil  der  Oeffentlichkeit  übergeben  wird.  Mannigfache 
eigene  Untersuchungen  und  eine  umfangreiche  amtliche  Thätigkeit 
nahmen  mich  lange  Zeit  zu  sehr  in  Anspruch.  Ueberdies  war  mir 
die  Freude  an  der  Arbeit  wesentlich  beeinträchtigt,  theils  durch 
mehrfach  ungünstige  Urtheile  über  die  Art  und  Weise,  wie  ich  im 
ersten  Bande  über  den  ursprünglichen  Inhalt  von  Clebsch's  Vor- 
lesungen durch  Bearbeitung  neuerer  Untersuchungen  hinausgegangen 
war,  theils  durch  das  Bewusstsein,  in  der  That  nicht  immer  das  vor- 
gesteckte Ziel  erreicht  zu  haben.  Gleichwohl  konnte  kein  Zweifel 
darüber  entstehen,  dass  eine  Fortsetzung  des  Werkes  nur  unter  den- 
selben Gesichtspunkten  geschehen  könne,  welche  für  die  Geometrie 
der  Ebene  (in  Uebereinstimmung  mit  mehreren  Freunden  Clebsch's) 
massgebend  gewesen  waren ;  doch  glaubte  ich  dem  thatsächlichen  Ver- 
hältnisse mehr  als  beim  ersten  Bande  im  Titel  des  Werkes  Rechnung 
tragen  zu  sollen.  Bei  der  Fülle  des  Stoffes  waren  allerdings  für  den 
Raum  die  zu  überwindenden  Schwierigkeiten  ausserordentlich  viel 
grössere;  hoffentlich  ist  es  mir  gelungen,  ein  ziemlich  vollständiges 
Bild  von  den  Eigenschaften  (besonders  den  projectivischen)  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  des  linearen  Complexes  zu  geben. 
Manche  Einzelheiten  in  den  algebraischen  Aufgaben  werden  sich  erst 
in  einer  späteren  Abtheilung  (über  quaternäre  Formen)  vollständig 
behandeln  lassen;  wenn  schon  im  vorliegenden  Werke  gelegentlich 
von  den  symbolischen  Methoden  Gebrauch  gemacht  wird,  so  ge- 
schieht dies  (p.  142)  in  voller  Uebereinstimmung  mit  dem  Inhalte 
von  Clebsch's  Vorlesung  vom  Winter  1871/72.  Für  letztere  standen 
mir  meine  eigenen  Aufzeichnungen  zu  Gebote,  ausserdem  ein  nur 
fünf  Folioseiten  umfassendes  Manuscript  von  C leb  seh,  welches  sich 
augenscheinlich  auf  die  genannte  oder  eine  ähnliche  frühere  Vor- 
lesung bezieht,   und   zwar  auf  die  vorbereitenden  Aufgaben  und  auf 


IV  Vorwort. 

die  projectivische  Erzeugungsweise  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und 
Klasse.  Ein  zweites  umfangreicheres  Manuscript  von  C leb  seh  ent- 
hält Notizen  zur  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Raumcurven 
und  zur  Abbildung  der  Flächen,  welche  wahrscheinlich  für  eine  im 
Winter  1868/69  gehaltene  Vorlesung  niedergeschrieben  sind;  dasselbe 
kommt  erst  für  die  weitere  Fortsetzung  des  vorliegenden  Werkes  in 
Betracht  und  konnte  für  den  gegenwärtigen  Band  nur  bei  Behand- 
lung der  Abbildung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  (insbesondere  der- 
jenigen eines  Kegels,  vgl.  p.  431)  benutzt  werden. 

Was  den  Inhalt  im  Einzelnen  angeht,  so  sind  die  ersten  103 
Seiten  genau  im  Anschlüsse  an  die  Vorlesung  vom  Winter  1871/72 
ausgearbeitet.  Von  mir  hinzugefügt  sind:  Aufgabe  4,  p.  7,  Aufgabe  8, 
p.  12  und  Aufgabe  12,  p.  16.  Die  besondere  Stellung  der  Kegel 
und  abwickelbaren  Flächen  wurde  in  jener  Vorlesung  viel  kürzer 
behandelt,  als  es  hier  geschieht  (p.  21—26).  Hinzugefügt  ist  ferner 
die  Erörterung  auf  p.  40  f.  In  der  Theorie  der  linearen  Complexe 
habe  ich  die  Besprechung  der  von  den  Axen  einer  linearen  Schaar 
gebildeten  Fläche  eingeschaltet,  sowie  die  Behandlung  der  involu- 
torischen  Lage  (p.  66  f.),  ferner  die  Parameterdarstellung  der  Ebene 
(p.  99)  und  die  Beziehungen  der  unendlich  fernen  Ebene  zum  linearen 
Complexe  (p.  103).  Die  Theorie  der  imaginären  Elemente  (p.  104 — 130) 
hat  Clebsch  in  seinen  Vorlesungen  nicht  erwähnt;  nur  gelegentlich 
hob  er  hervor,  dass  man  die  Congruenz  mit  zwei  conjugirt  imagi- 
nären Leitlinien  zur  Definition  imaginärer  Geraden  im  Räume  be- 
nutzen könne.  Zur  Bearbeitung  der  Theorie  an  dieser  Stelle  war 
für  mich  (abgesehen  von  ihrer  grossen  principiellen  Wichtigkeit) 
hauptsächlich  folgender  Umstand  massgebend.  Unter  den  von  Clebsch 
hinterlassenen  Manuscripten  befindet  sich  ein  Folioblatt  mit  den 
Anfängen  einer  Disposition  für  ein  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie, dessen  Plan  ihn  in  der  letzten  Zeit  seines  Lebens  vielfach 
beschäftigte*).  An  den  Rand  des  Blattes  sind  die  Worte  „Imaginäre 
Elemente!",  in  grossen  Buchstaben  geschrieben,  nachträglich  hinzu- 
gefügt. Die  Darstellung  der  v.  Staudt' sehen  Theorie  liegt  demnach 
offenbar  in  Clebsch's  Sinne. 

In  der  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  hinzugefügt: 
die  Erörterungen  auf  p.  131  f.,  die  auf  p.  145  f.  gegebene  Bestimmung 
der  durch  einen  Punkt  der  Fläche  gehenden  Erzeugenden,  p,  158 — 163 

*)  Bemerkenswerth  ist,  dass  in  dem  Lehrbuche  die  Geometrie  der  Ebene 
von  derjenigen  des  Raumes  nicht  gesondert  behandelt  werden  sollte;  auch  waren 
„Andeutungen  für  n  Dimensionen"  beabsichtigt.  Die  Eintheilung  des  Stoffes  ist 
dieselbe  wie  in  den  ersten  Abschnitten  der  Vorlesungen. 


Vorwort.  V 

die  analytischen,  vom  Coordinatensysteme  unabhängigen  Merkmale 
für  die  verschiedenen  Klassen  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  p.  176  ff. 
die  genauere  Durchführung  der  Transformation  der  Paraboloide  und 
Cylinder  auf  die  Normalform,  p.  184 — 187  die  zweite  Behandlung 
des  Hauptaxenproblems,  p.  188  f.  die  analytischen  Formeln  für  die 
Bestimmung  der  Kreisschnitte  (deren  Existenz  Clebsch  nur  kurz 
mit  Hülfe  des  Kugelkreises  nachwies),  p.  191 — 196  die  allgemeine 
Definition  des  Winkels  durch  ein  Doppelverhältniss  (Clebsch  zeigte 
nur  die  Identität  zwischen  harmonischer  Lage  und  Rechtwinkligkeit) 
und  die  metrischen  Sätze  über  gewisse  Hyperboloide;  p.  199  —  206 
die  genauere  (von  Clebsch  sehr  kurz  gehaltene)  Besprechung  der 
Flächen  zweiter  Klasse.  Ausserdem  ging  bei  Clebsch  die  Classifi- 
cirung  der  Flächen  nach  ihren  Beziehungen  zur  unendlich  fernen 
Ebene  (p.  154—157)  der  (hier  ausführlicher  behandelten)  Theorie 
der  Flächen  mit  verschwindender  Determinante  (p.  147  ff.)  voran; 
dann  folgte  die  Bestimmung  des  Mittelpunktes  (p.  160),  die  Theorie 
der  conjugirten  Durchmesser  (p.  164  f.)  und  die  Transformation  auf 
die  Axen.  Die  besonderen  Lagen  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung 
charakterisirte  Clebsch  (nach  eingehender  Erledigung  des  allgemeinen 
Transformationsproblems)  kurz  geometrisch,  aber  ohne  auf  die  hier 
beigefügte  analytische  Behandlung  (abgesehen  von  Nr.  2)  näher  ein- 
zugehen. Bei  den  Curven  dritter  Ordnung  habe  ich  die  Beziehungen 
zur  unendlich  fernen  Ebene  angefügt  (p.  250—252).  Der  Abschnitt 
über  die  Beziehungen  zwischen  zwei  Flächen  zweiter  Klasse  (p.  252 
— 260)  ist  ganz  hinzugefügt;  Clebsch  gab  daraus  nur  soviel,  wie 
zur  Behandlung  der  confocalen  Flächen  (p.  267  —  289)  unbedingt 
nöthig  ist.  Die  auf  letztere  folgenden,  im  Inhaltsverzeichnisse  näher 
bezeichneten  Theorien  (p.  289 — 414)  sind  von  mir  selbstständig  aus- 
gearbeitet worden*).  Die  Behandlung  der  ebenen  Abbildung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  schliesst  sich  dagegen  wieder  genau  an 
Clebsch's  Vorlesung  an;  nur  die  analytischen  Formeln  für  die  ste- 
reographische Projection  der  Kugel  habe  ich  beigefügt. 

*)  Für  die  Theorie  der  Transformation  eines  linearen  Comxjlexes  in  sich 
konnte  ich  dabei  ein  Manuscript  von  Frahm  benutzen  (vgl.  p.  391).  [Derselbe 
(damals  Frivatdocent  in  Tübingen)  kam  im  Frühjahre  1875  nach  längerem  Auf- 
enthalte in  Italien  nach  München;  schon  vorher  vielfach  leidend,  ward  er  im 
August  vom  Typhus  befallen;  durch  einen  im  Fieberdelirium  ausgeführten  Sprung 
aus  dem  Fenster  des  Krankenhauses  ward  sein  Ende  beschleunigt.]  Das  er- 
wähnte Manuscript  sollte  den  ersten  (rein  geometrischen)  Theil  einer  Arbeit 
bilden,  dessen  zweiter  Theil  die  zugehörigen  algebraischen  Entwickelungen  ent- 
halten sollten.  Ueber  diesen  beabsichtigten  zweiten  Theil  habe  ich  keine  wei- 
teren Notizen  in  Frahm 's  Nachlasse  gefunden. 
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Die  in  der  dritten  Abtlieilung  (p.  433  ff.)  gegebene  Darstellung 
der  nicbt-Euclidischen  Geometrie  sollte  ursprünglich  nur  einen 
kurzen  Anhang  zur  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  bilden; 
die  Ausdehnung  der  Abbildung  auf  mehrdimensionale  quadratische 
Mannigfaltigkeiten  und  die  damit  zusammenhängende  Transformation 
von  Plücker's  Linien-  in  Lie's  Kugel-Geometrie  sollte  den  Schluss 
bilden.  Bei  der  Ausarbeitung  ergab  sich  indessen  die  Nothwendig- 
keit,  für  die  nicht-Euclidische  Geometrie,  welcher  eine  so  grosse 
principielle  Bedeutung  zukommt,  einen  grösseren  Raum  in  Anspruch 
zu  nehmen;  die  Behandlung  der  Kugelgeometrie  musste  für  einen 
späteren  Theil  des  Werkes  vorbehalten  bleiben.  Ich  habe  mich  die- 
ser Noth wendigkeit  um  so  lieber  gefügt,  als  ich  aus  Unterhaltungen 
mit  C  leb  seh  in  der  letzten  Zeit  seines  Lebens  weiss,  dass  er  den 
neueren,  in  dieser  Richtung  liegenden  Untersuchungen  (besonders 
denen  von  Klein)  lebhaftes  Interesse  schenkte,  und  als  sich  in  der 
Theorie  der  Transformationsgruppen  Gelegenheit  bot,  auf  Clebsch's 
schöne  Untersuchungen  über  Gleichungen  fünften  Grades  näher  ein- 
zugehen, was  in  der  Geometrie  der  Ebene  nicht  möglich  gewesen 
war;  in  der  That  wird  diese  Theorie  wegen  ihrer  engen  Beziehungen 
zu  gewissen  Punktsystemen  auf  der  Kugel  besser  in  der  Raum- 
geometrie behandelt  werden  müssen.  Durch  die  genauere  Besprechung 
der  Grundlagen  von  Euclid's  Elementen  hoffe  ich,  zum  Studium 
dieses  in  seiner  Art  einzig  dastehenden  Werkes  erneute  Anregung 
zu  bieten. 

Die  umfangreichere  Gestaltung  der  dritten  Abtheilung  hat  das 
Erscheinen  des  Werkes  um  ein  Jahr  verzögert.  Für  das  mir  trotz- 
dem durch  die  Verlagshandluug  von  B.  G.  Teubner  stets  bewiesene 
Entgegenkommen  fühle  ich  mich  derselben  zu  lebhaftem  Danke  ver- 
pflichtet. 

In  den  Anmerkungen  habe  ich  mich  bemüht,  genauere  Litteratur- 
nachweise  und  historische  Notizen  beizufügen.  Dabei  sind  mir  die 
Werke  von  Baltzer  (Theorie  der  Determinanten  und  Analytische 
Geometrie),  Fiedler  (Bearbeitung  von  Salmon's  Raumgeometrie 
und  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie)  und  d'Ovidio  (Le  pro- 
prieta  fondamentali  delle  superficie  di  second'  ordine)  vielfach  von 
Nutzen  gewesen. 

Berchtesgaden,  den  8.  October  1890. 

F.  Lindemann. 
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Erste  Abtheilung. 
Punkt,  El)ene  und  Gerade. 


I.  Vorbereitende  Aufgaben. 

Das  Studium  der  Geometrie  des  Raumes  erscheint  gegenüber 
derojenigen  der  ebenen  Geometrie  dadurch  erschwert,  dass  es  nicht 
möglich  ist,  die  betrachteten  Figuren  durch  Zeichnung  unmittelbar  zu 
veranschaulichen.  Will  man  räumliche  Gegenstände  in  einer  ebenen 
Fläche  bildlich  darstellen,  so  muss  man  sich  einer  bestimmten  Pro- 
jectionsmethode  bedienen.  Die  in  der  Geometrie  angewandte  Methode 
ist  wesentlich  verschieden  von  der  Darstellungsart,  welche  der  Malerei 
zu  Grunde  liegt.  Bei  letzterer  nämlich  wird  der  Gegenstand  auf 
eine  Ebene  projicirt,  welche  zwischen  ihm  selbst  und  dem  Auge  des 
Beobachters  liegt;  in  der  Geometrie  dagegen  denkt  man  sich  das 
Auge  des  Beobachters  unendlich  entfernt.  Die  Folge  hiervon  ist, 
dass  parallele  Linien  im  Räume  auch  in  der  Zeichnung  durch  parallele 
Linien  dargestellt  werden,  während  der  Maler  ein  System  von  Linien, 
welche  im  Räume  parallel  verlaufen,  im  Bilde  durch  einen  Bündel 
von  Linien  ersetzt,  d.  h.  durch  ein  System  von  Linien,  die  sich 
sämmtlich  in  einem  gewissen  Punkte  schneiden.  Diese  Bemerkungen 
werden  genügen,  um  die  im  Folgenden  vorkommenden  Zeichnungen 
verständlich  zu  machen.  Die  in  der  Kunst  und  Technik  angewandten 
Projectionsmethoden  werden  in  der  sogenannten  „darstellenden  Geo- 
metrie"*) eingehend  behandelt;  die  wissenschaftliche  Grundlage  für 
letztere  wird  von  der  sogenannten  „neueren  synthetischen  Geo- 
metrie" geliefert,  auf  welche  einzugehen  auch  wir  Gelegenheit  finden 
werden. 


*)  Diese  Disciplin  der  Geometrie  ist  von  Monge  begründet  in  seinem 
Traite  de  geometrie  descriptive;  vergl.  Chasles,  Aper9u  historique  sur  Torigine 
et  le  developpement  des  methodes  en  geometrie,  Paris  1837,  Chap.  V  und 
Note  XXIII.  Von  neueren  Werken  mögen  erwähnt  werden:  de  La  Gournefie, 
Traite  de  geometrie  descriptive,  Paris  1880  —  85;  Mannheim,  Coars  de  geo- 
metrie descriptive,  Paris  1886;  Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie,  2.  Aufl. 
Leipzig  1883—88;  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  ib.  1884—87. 

Clebsch,  Vorlesungen.   II,  1.  1 


Erste  Abtheilung, 


Fig.  1. 
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In  der  analytischen  Geometrie  wird  ein  Punkt  des  Raumes  be- 
stimmt durch  drei  Grössen,  seine  Coordinaten;  es  sind  dies  die  Abstände 
des  Punktes  von  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebenen,  den  Coordi- 
naten-Ebenen.  Letztere  theilen  den  ganzen  Raum  in  8  Octanten  (vergl. 
Fig.  1);  sind  also  die  3  Abstände  nur  ihrer  absoluten  Länge  nach 
gegeben,   so   gibt   es  8  Punkte,  welche  ihnen   zugehören;    der  Punkt 

ist  indessen  eindeutig  durch  seine  Coordi- 
naten bestimmt,  wenn  man  bei  Messung 
jedes  Abstandes  eine  positive  und  eine 
negative  Richtung  unterscheidet.  Com- 
binirt  man  die  drei  möglichen  Vor- 
zeichen der  Abstände  auf  alle  Weisen, 
so  erhält  man  die  erwähnien  8  Punkte, 
von  denen  in  jedem  Octanten  einer 
liegt. 

Die  Coordinaten  eines  beweglichen 

Punktes  werden  gewöhnlich  mit  x,  y,  0 

bezeichnet.  Die  drei  Coordinaten-Ebenen 

sind  bez.  dargestellt  durch  die  Bedingungen  x  =  0,  y  =  0  und  8  =  0. 

Man  bezeichnet  die  Ebene 

X  =  0  als  die    F-Z-Ebene, 
y  =  0 

Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  geraden  Linien,  in  welchen  sich 
die  Coordinaten-Ebenen  zu  je  zweien  schneiden,  heissen  die  Coordinaten- 
Axen.  Für  jede  derselben  müssen  gleichzeitig  die  Gleichungen  der 
beiden  Coordinaten-Ebenen  erfüllt  sein,  welche  sich  in  ihr  schneiden. 
Die  Gleichungen 

y  =  0  und  s  ==  0  geben  die  X-Axe  (O-X), 

^  =  0     „     a;  =  0       „        „     r-Axe(O-r), 

^  =  y     ,.     y  =  0       „        „     Z-Axe  (0-Z). 

Die  drei  Axen  schneiden  sich  in  dem  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen, 

dem  ÄnfangspunMe  der  Coordinaten;  für  ihn  bestehen  gleichzeitig  die 

drei  Gleichungen 

X  =  0,  y  =  0,  0  =  0. 

Die  im  Folgenden  behandelten  Aufgaben  werden  geeignet  sein, 
den  Gebrauch  der  so  definirten  räumlichen  Coordinaten  näher  zu 
beleuchten*). 

*)  Die  Ausdehnung  und  vollständige  Durcharbeitung  der  analytischen 
Methode  von  Descartes  für  den  Raum  verdankt  man  im  Wesentlichen  Euler: 


„     Z-X-Ebene, 
„    X-r-Ebene. 


Punkt,  Ebene  und  Gerade. 


1.  Es  soll  die  Entfernung  eines  Pimlctes  mit  den  Coordinaten  x,  y,  s 
vom  Anfangspunlite  bestimmt  werden. 

Durch  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  (Lotlic  auf  die  Coordi- 
uateu-Ebeuen)  gehen  drei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen,  welche  zusammen  mit  den 
Coordinaten-Ebenen  ein  rechtwinkliges  Pa- 
rallelopipedon  begrenzen  (vergl.  Fig.  2).  Die 
Kanten  desselben  sind  gleich  den  Grössen 
X,  y,  0]  die  dem  gegebenen  Punkte  gegen- 
überliegende Ecke  ist  der  Anfangspunkt.  Die 
Entfernung  r  beider  Ecken  findet  man  folg- 
lich, als  Diagonale  des  Parallelopipedons, 
gegeben  durch 

(1)  r'  =  x'-\-  y'  +  z\ 

Es  ist  von  Interesse  die  Winkel  zu  bestimmen,  welche  diese 
Diagonale  mit  den  Coordinaten-Axen  bildet.  Es  sei  a  ihre  Neigung 
gegen  die  X-Axe,  ß  und  y  mögen  die  entsprechende  Bedeutung  für 
die   Y-  und  Z-kxe  haben.     Man  erhält  unmittelbar  aus  der  Figur 

ix  =  r  cos  a, 

(2)  '      \y  =  1^  cos  /3, 

z  =  r  cos  y  •, 
und  hieraus  durch  Quadriren  und  Addiren  wegen  (1): 

(3)  cos^  a  -f-  cos^  /3  -f-  cos^  y  =  \. 

Von  den  drei  Winkeln  ist  hiernach  einer  durch  die  beiden  anderen 
bestimmt.  Dieselbe  Relation  (3)  bestellt  zwischen  den  „Richtungswinkeln" 
einer  beliebigen  Geraden. 

Als  Richtungswinkel  einer  geraden  Linie  bezeichnet  man  nämlich 
die  drei  Winkel  a,  ß,  y,  welche  sie  bez.  mit  den  drei  Coordinaten- 
Axen  bildet.  Diese  Winkel  sind  eben  diejenigen,  welche  die  Coordi- 
naten-Axen mit  einer  Geraden  bilden,  die  der  gegebenen  parallel  ist 
und  durch  den  Anfangspunkt  geht;  für  eine  solche  Linie  aber  ist  die 
Gleichung  (3)  bereits    als    gültig    erkannt.     Diese  Relation   zwischen 


Introductio  in  analysin  infinitorum,  V,  1748.  Nach  Chasles'  Angabe  (Apercu 
historique,  p.  138)  findet  sich  allerdings  die  Behandlung  der  Curven  doppelter 
Krümmung  schon  von  Descartes  angedeutet,  wurde  eine  Oberfläche  zuerst  von 
Parent  (Essais  et  recherches  de  mathematiques  et  de  physique,  2ieme  edition, 
1713)  durch  eine  Gleichung  zwischen  drei  Variabein  dargestellt,  und  wurde  die 
Lehre  der  Coordinaten  auf  Flächen  und  Curven  doppelter  Krümmung  (diese  Be- 
zeichnung ist  von  Pitot  1724  eingeführt)  zuerst  methodisch  angewandt  von 
Clairaut  in  seinem  Traite  des  courbes  a  double  courbure,  1731. 
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den  Richtungswinkeln  ist  von  grosser  Wichtigkeit  und  wird  im  Folgen- 
den sehr  häufig  henutzt  werden. 

2.  Es  soll  die  Entfernung  r  eines  beliebigen  PtinJctes  rr„,  y^,  Zq  von 
einem  andern  beliebigen  PunJde  x^,  y^^  0^  berechnet  werden. 

Die  gesuchte  Strecke  ist  wieder  als  Diagonale  eines  Parallelo- 
pipedons  gegeben;  dasselbe  entsteht  aus  dem  vorhin  benutzten,  wenn 
man  den  Punkt  x,  y,  z  durch  x^,  y^,  ß^  und  den  Anfangspunkt  durch 
Xq,  y^,  Sq  ersetzt,  seine  Kanten  sind  den  Coordinaten-Axen  parallel  und 
bez.  von  der  Länge  x^  —  ic^j  Vt  —  Vai  ^1  —  ^05  ^^  ^^^  also: 
(4)  r^  =  (x,  -  xj  +  (^/,  -  y,y  +  {0,  -  ,J. 

Es  mögen  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  Verbindungslinie  von  Xq, 
yQ,  Zq  mit  x^,  y^,  2^  sein,  dann  hat  man  unmittelbar,  analog  zu  (2): 


(5) 


^1  —  Xq  =  r  cos  cc, 
Vi  —yo  =  '^  cos  ß, 
0^  —  0Q  =^  r  cos  y. 


Sind  umgekehrt  die  Richtungswinkel  a,  ß,  y  einer  beliebigen 
Geraden  und  die  Coordinaten  Xq,  yQ,  Zq  eines  ihrer  Punkte  gegeben, 
so  genügt  jeder  andere  Punkt  x,  y,  z  der  Geraden  den  Bedingungen 

v^  cos  0:  cos  ß  cos  y 

Dies  sind  die  „Gleichungen  einer  geraden  Linie",  tvelche  durch  einen 
ihrer  PimJcte  und  ihre  Eichfung  bestimmt  ist. 
Die  aus  (5)  abzuleitenden  Gleichungen 

X  =  Xq  -{-  r  cos  a, 
(7)  .  y  =y^-\-  r  cos  ß, 

0  =  0Q  -{-  r  cos  y 

geben  dagegen  eine  Parameter-Darstellung  derselben  Linie,  wenn  a,  ß,  y 
als  constant,  r  als  veränderlich  aufgefasst  wird,  indem  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  gegeben  sind  als  Functionen 
eines  Parameters  r  (und  zwar  seiner  Entfernung  von  einem  festen 
Punkte  derselben  Geraden), 

Eliminirt  man  aus  (7)  die  Grössen  cos  a,  cos  ß,  cos  y  durch 
Anwendung  von  (3),  so  wird  man  wieder  auf  die  Gleichung  (4)  ge- 
führt, welcher  alle  Punkte  x,  y,  s  genügen,  deren  Entfernung  von 
Xq,  yQ,  Sq  gleich  r  ist.  Es  ist  (4)  die  Gleichung  einer  Kugelfläche 
mit  dem  Radius  r  und  dem  Mittelpunlcte  Xq,  yQ,  Bq. 

Fasst  man  also  r  als  constant,  dagegen  a,  ß,  y  als  veränderlich 
auf,   so  liefern   die   Gleichungen  (7)   die  Parameter-Darstellung  einer 
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Kiigelfläclie,  falls  die  Bedingung  (3)  erfüllt  ist.  Die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Kugel  sind  als  Functionen  von  zwei  Parametern  ge- 
geben*) (denn  y  ist  durch  a  und  ß  bestimmt),  die  Punkte  einer 
Geraden  hängen  dagegen  nur  von  einem  Parameter  ab;  dies  ist  dem 
entsprechend,  dass  wir  es  mit  einer  Fläche  (einer  zweifach  unend- 
lichen Mannigfaltigkeit  von  Punkten),  nicht  mit  einer  Curve  (einer 
einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Punkten)  zu  thun  haben. 

So  sind  im  Räume  allgemein  zwei  Arten  von  geometrischen 
Gebilden  zu  unterscheiden:  Flächen  und  Ciirven.  Eine  Fläche  ist 
durch  eine  Bedingung  sivischen  x,  y,  z  gegeben,  eine  Curve  durch  sivei 
solche  Bedingungen.  In  der  That,  vermöge  einer  Gleichung  f{x,  y,  0)  =  0 
kann  man  für  jeden  Punkt  der  X-Z-Ebene,  d.  h.  für  jedes  Werthe- 
paar  x,  y  eine  (im  Allgemeinen)  endliche  Zahl  von  Werthen  z  be- 
stimmen und  so  die  dargestellte  Fläche  über  der  X-Y-Ebene  construi- 
ren.  Sind  dagegen  zwei  Gleichungen  f(x,  y,  z)  =  0  und  F(x,  y,  z)  =  0 
gegeben,  so  kann  man  im  Allgemeinen  nur  eine  der  drei  Coordinaten, 
etwa  X,  willkürlich  wählen;  dadurch  sind  die  beiden  anderen  be- 
stimmt. Berechnet  man  zu  jedem  x  zunächst  y,  so  erhält  man  in 
der  X-Y-Woene  eine  Curve.  Errichtet  man  in  jedem  Punkte  der- 
selben ein  Loth  von  der  Länge  der  zugehörigen  ^-Coordinate,  so  findet 
man  als  Ort  der  Endpunkte  aller  dieser  Lothe  diejenige  Curve,  welche 
durch  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  dargestellt  wird;  die  zuerst  in 
der  X-  F- Ebene  construirte  Curve  ist  ihre  Projection  auf  diese 
Ebene;  alle  Projectionsstrahlen  laufen  parallel  der  Z-Axe. 

In  anderer  Weise  kann  man  Flächen  und  Curven  analytisch  be- 
handeln, indem  man  von  der  Parameter-Darstellung  ausgeht.  Die 
Gleichungen 

x  =  cp{x,X),     y  =  ilj(K,X),     Z  =  i{7i,X) 

stellen  im  Allgemeinen  eine  Fläche  dar,  indem  die  Coordinaten  eines 
Punktes  derselben  durch  zwei  Parameter  x,  l  ausgedrückt  sind.     Eli- 
minirt    man    letztere    aus    den   drei  Gleichungen,   so  ergibt  sich  eine 
Relation  zwischen  x,  y,  z  :  die  Gleichung  der  Fläche. 
Dagegen  geben  drei  Gleichungen  von  der  Form 

die  Parameter-Darstellung  einer  Curve.    Eliminirt  man  A  aus  je  zweien 


*)  In  den  Anwendungen  benutzt  man  meist  eine  andere  Parameter- 
Darstellung  der  Kugel,  indem  ein  Punkt  derselben  durcb  zwei  Winkel  bestimmt 
wird,  wie  ein  Punkt  der  Erdkugel  durch  geographische  Länge  und  Breite.  Die 
Einführung  dieser  Winkel  wird  uns  bei  Betrachtung  der  Ausartungen  der  so- 
genannten elliptischen  Coordinaten  beschäftigen. 
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der  drei  Gleichungen,  so  erhält  mau  die  Gleichungen  von  drei  Flächen 
der  Form 

Jede  von  ihnen  enthält  die  dargestellte  Curve;  je  zwei  dieser  Flächen 
können  sich  aber  ausserdem  noch  in  einer  andern  Curve  schneiden. 
Nur  wenn  letzteres  nicht  eintritt,  ist  die  dargestellte  Curve  um- 
gekehrt als  Schnittcurve  irgend  zweier  der  drei  Flächen  definirt.  In 
der  Gleichung  0(«/,  2)  =  0  kommen  nur  die  Veränderlichen  y  und  0 
vor;  hat  man  also  einen  Punkt  der  Fläche  in  der  Y-Z^- Ebene 
gefunden,  so  liegt  auch  jeder  Punkt  des  in  ihm  auf  dieser  Ebene 
errichteten  Lothes  auf  der  Fläche  0  =  0;  d.  h.  letztere  ist  eine 
Cy linderfläche,  deren  Seitenlinien  der  X-Axe  parallel  sind,  und  deren 
Basis  in  der  r"-Z-Ebene  durch  die  Curve  0(?/,  ^)  =  0  bestimmt 
wird.  Analoges  gilt  für  die  Flächen  M^  =  0  und  X  =  0  bez.  in  Be- 
zug auf  die  Z-X-  und  X-F-Ebene. 

3.  Es  soll  der  Winkel  zweier  deliebig  im  Baume  gegebenen  geraden 
Linien  berechnet  iverden. 

Als  Winkel  zweier  sich  nicht  schneidenden  Geraden  definirt  man 
den  Winkel  zweier  Linien,  welche,  ihnen  parallel,  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  gezogen  werden. 

Die  eine  der  gegebenen  Geraden  möge  durch  den  Punkt  Xq,  y^,  Zq 
gehen  und  durch  die  Richtungswinkel  a^,  /S^,  y^  bestimmt  sein;  für 
die  andere  mögen  die  Grössen  x^^  y^,  Zy,  a^,  ß^,  y^  entsprechende  Be- 
deutungen haben.  Alsdann  ist  nach  (5)  ein  Punkt  x,  y,  z  der  einen 
Geraden  gegeben  durch: 

(8)     x^x^-\-r^  cos  «„,     ^  =  2/0  +  ^ü  cos  ß^,     ^  =  ^^  +  r^  cos  y^ 

und  ein  Punkt  der  andern  Geraden  durch: 


(9)     X  =  Xi  -\-  r^  cos  «1, 


Fig.  3. 


Cfo,/^0/<^ 


y  =  yi  +  *'i  cos  ßi,     2  =  Zy-\-r^  cos  y^, 

wo  Tq  und  r^  zwei  Parameter  sind. 
Zu  beiden  Geraden  ziehen  wir  Parallele 
durch  den  Anfangspunkt;  dieselben 
haben  ebenfalls  die  Richtungswinkel 
^j^^"'^  a^,  ß^,  y^  bez.  a^,  ß^,  y^.  Bestimmt 
man  auf  jeder  einen  Punkt  in  der 
Entfernung  -f-  1  vom  Anfangspunkte 
(vgl.  Fig.  0),  so  sind  die  CooTdinaten 
dieser  beiden  Punkte: 


und 


cos  «Q,  cos  /3q,  cos  y^ 
cos  «1,  cos  j8i,  cos  y^, 
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Ihre  gegenseitige  Entfernung  q  ist  also  gegeben  clurcli: 

Q^  ==  (cos  «0  —  cos  a^y  -\-  (cos  /3„  —  cos  /Sj)"  -\-  (cos  y^  —  cos  y^y. 
Wegen  der  Identitäten 

(10)  cos^  ccq  +  cos^  ßo  4"  cos^  j'o  =  cos^  «1  +  cos^  /3j  +  cos^  ri  =  1 
ist  auch 

^^  =  2  —  2  (cos  «0  cos  «1  -|-  cos  /3q  cos  ß^  +  cos  y^  cos  yj. 

Bezeichnet  man   mit  v  den  gesuchten  Winkel  der  beiden  durch 
den   Anfangspunkt    gelegten    Geraden,    so    ist  q  auch    bestimmt    als 
Seite  eines  Dreiecks,  in  dem  der  gegenüberliegende  Winkel  gleich  v 
und  jede  der  beiden  anliegenden  Seiten  gleich  1  ist;  so  dass; 
Q^  =  1  +  1  —  2  cos  t;  =  2(1  —  cos  v). 

Die  beiden  für  q^^  gefundenen  Werthe   müssen  übereinstimmen;  also: 
Der    Winkel  v  zweier  Geraden,   deren  EicJdungen  hes.  durch  die 
Winkel  a^,  ß^,  y^  und  a^,  ß^,  y^  gegeben  sind,  ist  bestimmt  durch: 

(11)  cos  V  ==  cos  Uq  cos  «1  +  cos  /3(j  cos  /?!  +  cos  y^  cos  y^^. 
Sind  die  Linien  parallel,  so  ist  cos  «;  =  1,  also  wegen  (10): 

(cos  Uq  —  cos  «i)^  +  (cos  /3o  —  cos  ßiY  +  (cos  yQ  —  cos  y^^  =  0, 

und  folglich  cCq  =  a^,   ß^  =  ßi,   y^  =  y^   in  der  That  müssen  ja  die 
Richtungswinkel  paralleler  Linien  übereinstimmen. 

Sollen  die  Linien  einen  rechten  Winkel  einschliessen,  so  muss  cos  v  =  0 
sein,  oder: 

(12)  0  =  cos  «0  cos  «1  +  cos  /3q  cos  ß^  +  cos  yQ  cos  y^. 

4.  Es  soll  der  Abstand  d  eines  Punktes  |,  »?,  ^  von  einer  gegebenen 
Geraden  bestimmt  werden. 

Letztere  sei  wieder  durch  einen  Punkt  Xq,  yQ,  Sq  und  durch  ihre 
Richtungswinkel  a,  ß,  y  definirt;  so  dass  einer  ihrer  Punkte  x,  y,  z 
mittelst  eines  Parameters  r  gegeben  ist  durch: 

X  =  Xq-\-  r  cos  a,     ^  =  «/o  +  *"  cos  ß,     0  =  0q  -\-  r  cos  y. 

Analog   hat    man  für  einen  Punkt  des  von  ^,  rj,  ^  auf  die   Gerade 

gefällten  Lothes,   wenn  A,  ft,  v  die  Richtungswinkel  desselben  sind: 

X  =  i,  -\-  r'  cos  A,     y  =  ri  -\-  r'  cos  ^,     s  =  t,  -\-  r'  cos  v. 

Hier   bedeutet  r'  die    Entfernung    des    Punktes  x,  y,  z  von   ^,  y],  t,] 
und  es  ist  nach  (12): 

(13)  cos  a  cos  A  -j-  cos  ß  cos  ft  +  cos  y  cos  v  =  0. 

Ist  nun  X,  y,  z  der  Fusspunkt  dieses  Lothes,  so  wird  r'  =  d, 
und  es  sind  r,  d,  A,  ft,  v  so  zu  bestimmen,  dass: 
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X(^  -\-  r  cos  a  ===  ^  -\-  d  cos  A, 

(14)  •  «/n  +  i''  cos  ß  =^  rj  -\-  d  cos  {i, 

0Q  +  r  cos  y  =  t,  -\-  d  cos  v, 

COS^  X  -j-  COS^  ft  +  COS^  V  =  1, 

cos^  a  +  cos'^  ß  -{-  cos^  y  =  1. 
Multiplicirt    mau    die    drei    Gleicliungen   (14)    bez.    mit  cos  a,  cos  ß, 
cos  y,  so  folgt  wegen  (13): 

r  =^{i  —  ^o)  cos  a-\-{;^  —  y^)  cos  ^  -|-  (^  —  g^)  cos  y. 
Bildet    man    andererseits   die   Quadrate   von  h,  —  x^,  ^  —  y^}  ?  —  ^o' 
so  ergibt  sich: 

d^  =  (I  -  x,y  +  (>?  -  ^o)^  +  (g  -  ^o)^  -  ^^ 

=  (I  —  x^y  sin^  a  4-  (i^  _  yJ2  giQ2  ^  _[_  ,^^  _  ^^y2  gi^^2  j, 

—  2(1  —  a^o)  (?y  —  ^o)  cos  a  cos  ^  —  2(7?  —  y^)  {t  —  ^o)  cos  ß  cos  y 

—  2(^  —  0q)  (i  —  iC(,)  cos  y  cos  «. 

Hierdurch   sind  r  und  r/  bestimmt.     Durch  Einsetzen   dieser  Werthe 
in  (14)  ergeben  sich  X,  ^,  v. 

5.  Es  soll  die  Bedingung  dafür  aufgestellt  werden,  dass  sich  sivei 
Gerade  im  Baume  schneiden. 

Die   beiden  geraden   Linien  seien   wieder  durch  (8)  und  (9)  ge- 
geben.    Soll  beiden  ein  Punkt  x,  y,  z  gemeinsam  sein,  so  folgt: 
^0  "f"  ^0  cos  «Q  =  iCj  -{-  r^  cos  «j, 
2/o  +  ^0  cos  /3o  =  ^1  +  ^1  cos  /3i, 
^0  +  ^0  cos  j/q  .=  0^  +  r^  cos  71, 
und  hieraus  durch  Elimination  von  r^,  und  r^'. 
Xq  —  Xi       cos  cCq       cos  «1 

(15)  2/o  —  Vi       cos  /3o       cos  ^1     =  0. 
^0  ~  ^1        cos  y^       cos  j^i 

Dies  ist  die  gesuchte  Bedingung. 

6.  Es  soll  der  kürzeste  Abstand  K  zweier  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  berechnet  loerden. 

Die  beiden  Geraden  seien  durch  (8)  und  (9)  gegeben.  Es  gibt 
bekanntlicb  eine  Gerade,  welche  gleichzeitig  auf  beiden  senkrecht 
steht;  ihre  beiden  Fusspunkte  mögen  bez.  die  Coordinaten  |q,  ri^^,  t,^ 
und  li,  r]^,  t,^  haben.  Dann  lassen  sich  zwei  Werthe  r^  und  r^  so 
bestimmen  (vgl.  Fig.  4),  dass: 

l.)  =  ^0  +  ^V  cos  «0?    %  =  yQ-\r  <  cos  ß^,    ^0  =  ^0  4-  r^'  cos  y^, 


(16) 


li  =  ^1  +  >'/  cos  «1,    1^1  =  v/i  -f  r/  cos  /?!,    ?i  =  ^1  +  >•/  cos  y^. 
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Pig.  4. 


X.a.r 


(18) 


Sind    ferner  l,  ^,  v  die    Richtungswinkel    des    gemeinsamen  Lothes, 
dessen  Länge  mit  K  bezeichnet  war,  so  hat  man: 

j/iTcos  l  =^  io  — in 
(17)       7i:cosft  =  i^o  — i?i, 
l/iTcos  V  =  l^  ~  ^1, 
ferner  nach  (12): 

cos  a^  cos  A  -f-  cos  /3„  cos  ^ 

-f-  cos  y^  cos  V  =  0. 
cos  «1  cos  /l  +  cos  /3j  cos  ft 

-{-  cos  J'j  cost'=  0. 

Durch    Auflösung    der    beiden 
letzten  Gleichungen  ergibt  sich: 

m  cos  l  =  cos  /3q  cos  y^  —  cos  y^  cos  /S^, 

(19)  '/w  cos  ft  =  cos  y^  cos  «j  —  cos  «^  cos  yj, 
m  cos  i»  =  cos  «Q  cos  /3j  —  cos  ß^  cos  a^. 

Der    Proportionalitäts-Factor  m  ist    bestimmt    durch    die    Bedingung 
cos^  A  +  cos^  fi  -f  COS"  V  =  1.     Man  findet: 

w^  =  (cos^  «0  +  cos^  |3(j  +  cos^  y^)  (cos^  «j  +  cos^  ß^  -\-  cos^  y,) 
—  (cos  «Q  cos  «1  +  cos  /3q  cos  /3i  -|-  cos  y^  cos  y^)'-^, 
oder,  nach  (11),  wenn  v  der  Winkel  der  beiden  Geraden  ist: 

(20)  m^  =  1  —  cos^  V  =  sin^  v. 

Es  sind  somit  A,  ft,  v  bekannt.     Um  K  zu  finden,  benutzen   wir  die 
Gleichungen  (16)  und  (17);  so  haben  wir: 

K  cos  A  —  Tq  cos  «0  -j-  r^  cos  «^  =  l^  —  |^ , 
Ä"  cos  ft  —  Tq  cos  /3o  -{-  r^'  cos  ßi  =  'rjo  —  ^i , 
Z  cos  V  —  Tq  cos  ;/o  +  Ti   cos  n  =  ^0  —  ^1- 

Diese  Gleichungen  multipliciren  wir  bez.  mit  cos  A,  cos  fi,  cos  v  und 
addiren;  dadurch  erhält  man  wegen  (18): 

K=i^Q—  li)  cos  A  +  (^0  —  i^i)  cos  ii*  +  (to  —  ^i)  cos  v. 

In    Rücksicht    auf  (19)  und  (20)  wird   also   der   kürzeste   Abstand  K 
gegeben  durch: 

lo  —  li     cos  «0     cos  «1 

^0  —  Vi     cos  Po     cos  ßi 

^0  —  ^1     cos  70     cos  Vi 


(21) 


+  Z  = 
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Nach  (15)  wird  K  =  0,  wenn  sich  die  beiden  gegebenen  Geraden 
schneiden,  es  sei  denn,  dass  gleichzeitig  sin  i;  =  0  ist;  in  letzterem 
Falle  sind  die  Geraden  parallel,  ihr  Schnittpunkt  liegt  unendlich  ent- 
fernt, und  K  wird  unbestimmt  (nämlich  von  der  Form  ^). 

6.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Ehene  aufgestellt  tverden,  ivenn  die 
Länge  p  des  vom  AnfangspunJde  auf  sie  gefällten  Lothes  und  die 
Ilichtungs'umikel  a,  ß,  y  dieses  Lothes  gegeben  sind. 

Das  Loth  möge  die  Ebene  im  Punkte  |,  ri,  t,  treffen;  dann  ist 
(vgl.  Fig.  5): 

(22)  |=|}coso:,     ri=pco^ß,     ^=j;cosj'. 

Die  Ebene  entsteht  dadurch,  dass  man  auf  der  gegebenen  Linie  in 
I,  ly,  §  ein  Loth  errichtet  und  den  so  gebildeten  rechten  Winkel  um 
den  einen  Schenkel  p  rotiren  lässt.  Hat  das  in  |,  i/,  t,  errichtete 
Loth  die  Richtungswinkel  a^,  /3j,  y^,  so  ist 

(23)  cos  «1  cos  a  -\-  cos  ß^  cos  ß  -f-  cos  y^  cos  y  =  0, 

Fig.  5.  und  ein  Punkt  x,  y,  z  dieses 

Z  Lothes  (d.  i.  ein  Punkt  der 

darzustellenden  Ebene)  ist 
gegeben  durch: 

X  =  i,  -\-  r  cos  cq , 

^  =  ?^  -j-  *"  cos  ß^, 

z  =  t,  -\-  r  cos  y^ . 

Hiermit  ist  ein  Punkt  der 

Ebene     dargestellt     durch 

zwei  Parameter,  nämlich  r 

und   einen   der  Winkel  «j, 

ßi)  ^ij  ^i®  beiden  anderen 

Winkel  bestimmen  sich  dann  durch  (23)  und  durch  die  Gleichung 

cos^  «1  +  cos^  ßi  -}-  cos^  ^j  =  1 . 
Multiplicirt    man    die    letzten    drei   Gleichungen    bez.    mit   cos  a, 
cos  ß,  cos  y,  so  folgt  wegen  (23): 

(24)  (x  —  I)  cos  a  -\-  (g  —  rf)  cos  ß  -\-  (s  —  t)  cos  y  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Ehene'^  sie  erscheint  gegeben  durch  die 
Richtungswinkel  des  vom  Anfangspunkte  auf  sie  gefällten  Lothes 
und  durch  den  Fusspunkt  |,  t^,  ^  dieses  Lothes.    Nun  ist  wegen  {22) 

p  =  i,  cos  a  -\-  7]  cos  ß  -^  i,  cos  y . 
In  Folge  dessen  kann   man  (24)  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

(25)  x  cos  cc  -{■  y  cos  ß  -\-  s  cos  y  —  p  =  0. 
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Diese  Gleichuugsform  bezeichnen  wir  im  Folgenden  (nach  Hesse) 
als  die  Normalform  der  Gleichimg  einer  Ehe)ie'^).  Letztere  ist  liier  be- 
stimmt durch  ilire  Nei<jimgstvinJcel,  d.  li.  durch  die  Neigungswinkel 
des  vom  Anfangspunkte  auf  sie  gefällten  Lothes  und  durch  die 
Länge  des  Lothes.  Mittelst  der  Gleichung  (25)  ist  also  die  gestellte 
Aufgabe  gelöst. 

Die  Länge  p  wird  immer  als  positiv  betrachtet]  die  Winkel  a,  ß,  y 
variiren  von  0  bis  360*'.  Die  Neigungswinkel  zweier  Ebenen,  welche 
einander  parallel  und  vom  Anfangspunkte  gleich  weit  entfernt  sind, 
unterscheiden  sich  von  einander  um  je  180''. 

Der  Umstand,  dass  die  Veränderlichen  x,  y,  z  in  den  Gleichungen 
(24)  und  (25)  nur  linear  vorkommen,  ist  für  die  Ebenen-Gleichung 
charakteristisch.     Es  gilt  nämlich  auch  umgekehrt  der  Satz: 

Jede  Gleichung^  welche  die  Veränderlichen  nur  linear  enthält,  stellt 
eine  Ebene  dar. 

In  der  That  gehen  wir  von  der  allgemeinsten  linearen  Gleichung 
(26)  Äx  -\-  By  -\-Cs-j-  D  =  0 

aus.     Wir    wissen,   jede    Ebene    kann  in   der  Form  (25)  dargestellt 
werden;  soll  also  (26)  die  Gleichung  einer  Ebene  sein,  so  muss  sich 

(26)  durch   Multiplicatiou    mit    einem    constauten  Factor  m  auf   die 
Normalform  bringen  lassen,  indem: 

mA  =  cos  ci,     mB  ==  cos  ß,     mC  =  cos  y,     mD  =  — p, 
cos^  a  -\-  cos^  ß  -\-  cos^  y  =  \. 
Aus  der  letzten  Gleichung  ergibt  sich 

m  =  +  : 

folglich  sind  a,  ß,  y,  p  bestimmt  durch: 

cos  a  =  -\ —  -         , 

cos  /3  =  +  , 

(27)  -'VA-^  +  B^'-^-C-^' 

cos  y  =■  -\-  , 

—  Ya^  4-  B'  4-  r- 

—  D 


Va^  -f.  £2  -f  c- 

Das  Vorzeichen   der  rechten  Seiten  muss  so  gewählt  werden,  dass  p 

*)  Vgl.  hier  und  für  die  nächst  folgenden  Aufgaben:  Hesse,  Vorlesungen 
über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig  1861  (inzwischen  sind  mehrere 
neue  Auflagen  erschienen). 
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positiv  wird.  Die  rechten  Seiten  der  ersten  drei  Gleichungen  sind 
kleiner  wie  1;  die  Bestimmung  der  Grössen  a,  ß,  y,  p  ist  also  immer 
möglich.     Damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Die  Gleichungen  (27)  lehren,  wie  die  Coefficienten  der  Normal- 
form gefunden  werden,  wenn  die  Gleichung  einer  Ebene  in  der  all- 
gemeinen Form  (26)  gegeben  ist. 

7.  Es  soll  die  Entfernung  P  eines  Pmiktes  x^^,  y^,  Sq  von  einer 
gegebenen  Ebene  herecJmet  iverden.  Dabei  soll  P  in  Richtung  des  vom 
Anfangspunkte  auf  die  Ebene  gefällten  Lothes  positiv  und  vom  Fuss- 
punkte  dieses  Lothes  ab  gerechnet  werden;  es  ist  also  P  negativ, 
wenn  der  Anfangspunkt  und  der  Punkt  Xq,  y^,  2q  auf  derselben  Seite 
der  Ebene  liegen,  positiv  im  entgegengesetzten  Falle. 

Es  sei  zunächst  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Normalform  (25) 
gegeben.     Dann  ist 

X  cos  a  -{-  y  cos  ß  -{-  s  cos  y  —  p  —  P  =  Q 
die   Gleichung    einer  Ebene,    deren  Entfernung    vom   Anfangspunkte 
gleich  p  -\-  P  ist.    Dieselbe  geht  durch  den  Punkt  Xq,  y^,  Sq,  wenn  P 
im  angegebenen  Sinne  die  Entfernung  des  letztern  von  (25)  bedeutet; 
mau  muss  also  haben: 

Xq  cos  a  -\-  y^  cos  ß  -{-  Sq  cos  y  —  p  —  P  =  0 . 
Hieraus  berechnet  sich  die  gesuchte  Grösse  P: 
(28)  P  =  Xf^  cos  a  +  2/o  ^o^  ß  •{■  8q  co^  y  —  p . 

Die  linlie  Seite  der  Normalform  einer  Ebenen-Gleichung  ist  also  gleich 
der  Entfernung  des  Punktes  x,  y,  b  von  der  Ebene. 

Ist  die  Gleichung  der  Ebene  in  der  allgemeinen  Form  (26)  ge- 
geben, so  wird  wegen  (27) 
('29')  P  =  +  ^^0  + -^^0  +  <^^o  +  g 

8.  Man  soll  die  Neigung  u  einer  Geraden  gegen  eine  Eboie  be- 
rechnen. 

Es  seien  «,  /3,  y  die  Richtungswinkel  der  Ebene  (d.  h.  ihres 
Lothes)  und  «',  j8',  y'  diejenigen  der  Geraden.  Letztere  möge  mit 
dem  vom  Anfangspunkte  auf  die  Ebene  gefällten  Lothe  den  Winkel  v 
bilden,  dann  ist  nach  (11) 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  -\-  cos  ß  cos  ß'  -j-  cos  y  cos  y'; 
und  der  gesuchte  Winkel  ti  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung  ii  -j-  v=  90", 
so   dass    sin  u  =  cos  v.     Ist    also    die   Ebene    durch    die   allgemeine 
Gleichung  (26)  gegeben,  so  wird  nach  (27) 
/o/^N  •  ,    A  cos  a'  4-  B  cos  ß'  4-  G  cos  y' 

(30)  Sm  U  =  -] ' L-rrJr —  . 
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Ist  die  Gerade  nicht  durch   ihre  Richtungswinkel,  sondern  durch  die 
zwei  Punkte  x^,  y^,  Sq  und  x^,  y^,  0^  bestimmt,  so  hat  man  nach  (4) 

und  (5) 

.  .         ^. Ä{x^-^x,)  +  ^ (j/i  -  2/o)  +  C{z,^ -  z,) 

(dl)    sin  u  —  ±  y^,  +  £.  4.  c-^  Yl^^  _  oo,r  +  (2/,  -  2/0)^'  +  (^t  -  ^0)' 

Die  Gerade  steht  also  senlcreeht  mi  der  Ebene,  wenn: 

[A{x,  -  X,)  +  B{y,  -  Vo)  +  C(^i  —  ^0)]' 

_  (^2  +  752  +  C^)  [{x,  -  XoT  +  (y,  -  yj  +  {h  -  ^f\ 
oder : 

[B{z,  -  ^0)  -  <^(2/i  ~  tk)f  +  [C(^i  -  ^0)  -  ^C^i  -  ^0)]' 

+  VA{y,-y,)  -  B{x,-  x,)f  =  Q, 

d.  h.  wenn  gleichzeitig: 


^         2/1 

-  2/0 

C  _  ^1 
J.         x^ 

—  ^0 

—  r  ' 

^ 

C         ^, 

-  ^0' 

i/ 

(^^)  C         z,  —  z,'        A         x,-x„'        ±!         2/1  —  ^0 

Die  Gerade  ist  der  Ebene  parallel,  wenn: 

(33)  A{x,  -  X,)  +  BiVi  -  Vo)  +  <^'(^i  -  ^0)  =  0- 

9.  Es  soll  die  Gleichung  einer  Ebene  aufgestellt  werden,  deren 
SchnittpimTcte  mit  der  X-,  Y-  und  Z-Axe  vom  AnfangspunUe  um  die 
Grössen  a,  b,  c  entfernt  sind. 

Haben  p,  a,  ß,  y  wieder  die  früheren  Bedeutungen,  so  ist 

(34)  p  =  a  cos  a  =  b  cos  ß  =  c  cos  y . 

Formt  man  mit  Hülfe   dieser  Relationen   die  Gleichung  (25)  um,   so 
ergibt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten  Ebene: 

(35)  ^  +  |  +  i  =  l. 

Wird   eine   der  Grössen  a^  b,  c  unendlich   gross,  so   wird  die  Ebene 
der  betreffenden  Coordinaten-Axe  parallel.     Es  ist  also 

die  Ebene  —  -\-  j  =  1  parallel  zur  Z-Axe, 

„         „       f  +  7=l        .         .     ^-Axe. 

In    der   That   ist   in    diesen   Fällen   auch    die  Gleichung  (33)  erfüllt; 
z.  B.  für  eine  Ebene,  parallel  zur  Z-Axe,  muss  man  setzen: 

^1  =  0,     iJi=0,     X(,  =  0,     «/o  =  0,     0=0. 

Werden  gleichzeitig  zwei  der  Abschnitte  a,  b,  c  unendlich  gross, 
so  wird  die  Ebene  einer  Coordinaten-Ebene  parallel.     Es  ist  so 
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die  Ebene  z  =  c  parallel  zur  X-F-Ebene, 
„        „       «/  =  &       „  „      ^Z'-X-Ebene , 

„        „       X  =  a       „  „      F-Z-Ebene . 

Ist  einer  der  drei  Abschnitte  gleich  Null,  so  geht  die  Ebene 
durch  den  Anfangspunkt;  es  müssen  also  auch  die  beiden  andern 
Abschnitte  Null  sein.  Es  stimmt  dies  mit  den  Gleichungen  (34)  über- 
ein, wo  j9  =  0  zu  setzen  ist.     Die  aus  (34)  folgende  Proportion 

7.                1.11 
a  :  0  :  c  = :  ■ ^  : 

cos  a     cos  p     cos  y 

bleibt  aber  bestehen.  Setzt  man  nun  in  (25)  p  =  0,  so  wird  die 
Gleichung  einer  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  welcher  die  Rich- 
tungswinkel a,  ß,  y  zukommen: 

X  cos  cc  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  =  0. 
Es  ist  also 

(36)  ^  +  1  +  ^  =  0 

die  Gleichung  derjenigen  Ebene,  welche  m  (35)  parallel  ist  und  durch 
den  ÄnfangspunJct  geht 

Bezeichnet  man  mit  m  einen  veränderlichen  Parameter,  so  erhält 
man  alle  Ebenen,  welche  zu  (35)  parallel  sind,  aus  der  Gleichung 

(37)  IH-I  +  I"«'' 

indem  man  für  m  alle  möglichen  Werthe  einsetzt.  Denn  die  Ebenen  (37) 
geben  auf  den  Coordinaten-Axen  die  Abschnitte  ma,  mh,  mc,  und 
diese  sind  proportional  zu  den  Abschnitten  der  Ebene  (35).  Für  m  ==  0 
erhält  man  insbesondere  wieder  die  Ebene  (36),  welche  den  Anfangs- 
punkt enthält. 

10,  Es  soll  die  Gleichung  einer  Ebene  aufgestellt  werden^  welche 
durch  drei  gegebene,  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  geht. 

Die  Coordinaten  der  drei  Punkte  seien  bez.  Xq,  y^,  0^]  x^,  y^,  s^'^ 
^2>  y^j  ^2-   Diö  Gleichung  der  gesuchten  Ebene  muss  von  der  Form  sein: 

Ax-{-By  -\-Gz-\-  B  =  0. 

Die  Coefficienten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen : 

Ax,^By,-^rCz,  +  B  =  0, 
Ax,  +  By^  +  C^i  +  D  =  0, 
Ax,  +  By,+  Cz,-{-B=^0. 

Dies  sind  drei  homogene  lineare  Gleichungen  für  die  Verhältnisse 
A  :  B  :  G :  B-^  statt  letztere  zu  berechnen  und  in  die  erste  Gleichung 
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einzusetzen,   kann   man    aus   allen  vier  Gleichungen  die  Unbekannten 
A,  B,  C,  D  eliminiren.    Dies  gibt  als  GleicJmmj  der  gesnchten  Ebene: 


(38) 


.r. 


y 

Po 

Vi 

y-2 


-^0 
^2 


oder  nach  x,  y,  z  geordnet: 


2/o 

^0 

1 

Xq 

^0 

1 

Vi 

h 

1 

-  y 

X, 

^1 

1 

y^i 

^t 

1 

X, 

^2 

1 

H-^ 


x.^ 


1 
1 
1 
1 

yo 
yi 

?/2 


=  0 


Xq 

?/() 

^0 

X, 

?/l 

^1 

x.^ 

^2 

h 

=  0. 


Hieraus    kann    man    nachträglich    die  Werthe   von  Ä,  B,  C,  D  ent- 
nehmen; es  ist 


A'.B'.G  : 

D 

2/o      ^0      1 

^0 

■^0 

1 

Xq 

yo 

1 

Xq 

yo 

2/l    ^1    1 

^1 

a^i 

1 

: 

x. 

2/i 

1 

:  — 

X, 

yi 

?/2       ^2        1 

■^2 

3^2 

1 

Jui} 

2/2 

1 

X2 

y~2 

Wegen  der  Gleichung  (5)  sind  diese  vier  Determinanten  einzeln  Null, 
vrenu  die  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen;  dann  ist  die  Lösung 
unbestimmt. 

Die   Determinante  (38)  selbst   bedeutet  den  sechsfachen  Inhalt  des 
durch  die  vier  Punkte 


^1,  y 


1;  yu  *i3 


^2;  2/27  ^2 


X,  y,  z\     .Tq,  ^q,  Zq\ 

als  Ecken  bestimmten  Tetraeders. 

Bezeichnet  nämlich  F  den  Inhalt  des  durch  die  Punkte  (Xq,  y^^  s^, 
(^17  2/1 ;  ^1)'  (^2  7  ^2  7  -^2)  gebildeten  Dreiecks,  und  bedeutet  h  die  Ent- 
fernung des   Punktes  x,  y,  z  von   der  Ebene  dieses  Dreiecks,  so  ist 
der  Inhalt  J  des  Tetraeders  gegeben  durch  die  Formel: 
(39)  J=\F-h. 

Se|;zt  man  die  Determinante  der  linken  Seite  von  (38)  gleich  TT, 
so  ist  n  =  0  die  Gleichung  der  Ebene  des  Dreiecks  F,  und  folg- 
lich nach  (29): 

h  =  -\- 


(40) 

wo  zur  Abkürzung; 


A  = 


n 


-|/A2  _j-  B^  -f  r^ ' 


yo   ^0 

i 

2/1   ^1 

1 

2/2   ^2 

1 

0O  ^9 


Jü<^ 


yo 

1 

yi 

1 

2/2 

1 
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Sind  ferner  F^,  F^,  F^   bez.  die  Flächen  der  Dreiecke^  welche  durch 

Projectiou   von  F  auf  die   Y-Z-,  Z-X-  und  X-F-Ebene  entstehen,   so 

ist  nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Geometrie  (Bd.  I,  p.  25): 

A  =  ±2F„     B  =  ±2F„     r  =  ±2F^. 

Andererseits  hat  man,  wenn  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  des  Lothes  h 
bedeuten: 

F^  =  F  cos  a,     F^==  F  cos  ß,     F^=-  F  cos  y, 
folglich: 

F'  =  f;'  +  F,'  +  i^3^ 

oder: 

A^  +  B2  +  r^  =  4.F\ 

Die  Gleichungen  (39)  und  (40)  ergeben  also  in  der  That*): 
77=  + 6/,     q.  e.  d. 

11.  Man  soll  den  von  zwei  Ebenen  gebildeten   Winhel  u  berechnen. 
Der  Winkel   zweier   Ebenen   ist   gleich   dem  Winkel   zweier   auf 

ihnen  errichteten  Lothe.     Seien  also  «,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der 
einen,  und  a',  ß\  y'  die  der  andern  Ebene,  so  ist 

(41  a)        cos  u  =  cos  a  cos  a   -\-  cos  ß  cos  ß'  -\-  cos  y  cos  y' , 

oder,  wenn  die  Ebenen  durch  die  Gleichungen 

Ax-^  By  ^  Cz  -\-  D  =^, 

A'x  +  B\j  +  a^  +  D'  =  0 

gegeben  sind,  nach  (27): 

fAA\\  I  AA' -^  BB'  -^  CG' 

(41b)  cos  ?^  =  H — ^ —     ^ 

^        ^  —  ^A'  +  B^  +  C  Ya'^  +  J5'2  +  C'^ 

Die  Ebenen  sind  also  auf  einander  senJcrecht,  ivenn: 

(42)  ÄA'  -i-  BB'  +  CC'  =  0. 
Sie  sind  einander  parallel,  wenn: 

oder: 

(AB'  —  BAJ  +  {BC  -  C5')2  +  {CA'  —  ^07  =  0, 

d.  h.  wenn  gleichseitig: 

(43)  AB'  -BA'  =  0,    BC  —  CB'  ^0,     CA'  -  AC  =  0. 

12.  ^s  sollen  die  RichtungswinJcel  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen 
berechnet  werden. 


*)  In   Betreff  der    Litteratur   über    diese    wichtige    Formel    vgl.  Baltzer, 
Theorie  der  Determinanten  §  15  und  Crelle's  Journal  Bd.  73. 
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Es  seien  A,  ^it,  v  die  gesachten  Winkel  und  a,  ß,  y  bez.  a',  ß',  y' 
die  Richtungswinkel  der  beiden  Ebenen.  Die  Schnittlinie  der  letzteren 
steht  senkrecht  auf  jeder  Linie,  die  zu  einer  der  beiden  Ebenen  senk- 
recht ist-,  folglich  hat  man: 

cos  A  cos  a   -f-  cos  (i  cos  ß   -\-  cos  v  cos  y   =  0, 

cos  l  cos  k'  -f-  cos  fi  cos  ß'  -\-  cos  V  cos  y'  =  0. 

Hieraus  ergibt  sich,   wie  bei  Auflösung  der  Gleichungen  (18): 

m  cos  A  =  cos  ß  cos  y'  —  cos  y  cos  ß' , 

m  cos  fi  =  cos  7  cos  a   —  cos  a  cos  y' , 

m  cos  v  =  cos  a  cos  /3'  —  cos  ß  cos  «', 
wo: 

m^  =  1  —  (cos  a  cos  a   -j-  cos  /3  cos  ß'  -|-  cos  7  cos  y'y. 

Es  ist  also  m^  =  1,  wenn  die  beiden  gegebenen  Ebenen  auf  ein- 
ander rechtwinklig  stehen.  Sind  ihre  Gleichungen  in  der  allgemeinen 
Form 

Ax  +  Btj  +  Cs-\-D  =  (),     A'x  +  B'y  +  C  s  +  D'  =  0 

gegeben,  so  findet  man  wegen  (41a)  und  (41b): 

^  _  {AB'  —  BA')''  -f  {BC'-GB'y  +  {CA'  —  ACy 
^^^  ~  (^2  +  -B'  +  C')  {A'-  -f  £'-  -f  C") 

Es  wird  also  nach  (27) 

±{BC'  -  CB') 


cos  A  = 


)/  (^B'  —  BA'Y  4-  (J5C'  —  C£')'  +  (GA'  —  ACf 


(AA^  =  +  {CA'  -  xg'; 

±  {AB'  -  BA') 
cos  V  —  —  . 

V{AB'  —  BA'Y  -f  ißC  —  CB'Y  +  {CA'  —  AG'Y 

Nach  (43)  werden  a,  /3,  7  unbestimmt,  wenn  die  beiden  Ebenen 
einander  parallel  verlaufen. 

Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  insbesondere  in  der  Form 

(45)  {x  —  r^o)  cos  ß  =  (z  —  ^0)  cos  «,      (x  —  Xq)  cos  y  =  (ß  —  ^0)  cos  a 
vorgelegt,  wo  cos^  a  -f-  cos^  ß  -\-  cos^  y  =  \,  so  hat  man: 

A  =  cos  ß,     B  =  —  cos  a,     C  =  0,     B  =  y^  cos  a  —  x^^  cos  ß, 
A'  =  cos  y,     B'  ==^  0,     C  =^  —  cos  a,     B'  -■=  Zq  cos  a  —  a^o  cos  y. 
Folglich  wird 

+  cos^  a 
cos  A  =    ,      „  ^  ^  „  =:  =  -|-  cos  a\ 

y  COS''  a  cos*  y  -j-  cos**  a  -j-  cos-  0:  cos-  ß  — 

ebenso:  cos  A  =  +  cos  /3,  cos  ft  =  +  cos  j^.     In   der  Tliat  stimmen 

C  leb  seh,  Vorlesungen.  II,  1.  2 
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die  Gleichungen  (45)  mit  den  Gleichungen  (6)  im  Wesentlichen  über- 
ein, denn  sie  ergeben  durch  Elimination  von  x  —  x^  die  dritte  Gleichung: 

(46)  {y  —  tjo)  cos  y  =  {0  —  z^)  cos  ß. 

Auch  in  (6)  ist  aber  die  Gerade  gegeben  als  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  (45);  durch  letztere  geht  die  Ebene  (46)  ebenfalls  hindurch. 

IL  Das  Princip  der  Dualität. 

In  der  Geometrie  der  Ebene  wurde  eine  gerade  Linie  dargestellt 
durch  eine  lineare  Gleichung  in  den  Coordinaten  x,  y.  Indem  wir 
den  letzteren  feste  Werthe  beilegten,  die  Coefficienten  der  linearen 
Gleichung  aber  als  veränderlich  betrachteten,  gelangten  wir  zu  der  Auf- 
fassung des  Punktes  als  Mittelpunkt  eines  Strahlbüschels  und  gleich- 
zeitig zu  dem  Begriffe  der  Liniencoordinaten.  Punkt  und  gerade  Linie 
wurden  durch  Einführung  der  letzteren  sich  dualistisch  gegenüber 
gestellt:  das  Princip  der  Dualität  war  damit  begründet. 

Im  Räume  stellt  eine  in  x,  y,  z  lineare  Gleichung  eine  Ebene 
vor.  Eine  der  früheren  analoge  Ueberlegung  wird  deshalb  dazu  führen, 
dem  jPunläe  die  Ebene  als  dualistisch  entsprechend  gegenüber  m  stellen, 
indem  die  Coefficienten  der  linearen  Gleichung  als  Veränderliche  (als 
Ebenen- Coordinaten)  gedacht  werden. 

In  der  That,  es  sei  die  Ebene  durch  ihre  Abschnitte  a,  b,  c  auf 
den  Coordinaten- Axen  gegeben;  ihre  Gleichung  sei  also  nach  (35): 

a     '     0     '     c 
Die  negativen  reciprohen   Werthe  der  Abschnitte  a,  b,  c,  d.  h.  die 
drei  Grössen 

_i  _i^  _i 

a'  &'  c 

nennen  wir  die  Coordinaten  der  Ebene;  sie  sind  die  Coefficienten  von 
X,  y,  z  in  ihrer  Gleichung,  wenn  das  constante  Glied  gleich  -|~  1 
gemacht  ist.  Die  Gleichung  einer  Ebene  mit  den  Coordinaten  u,  v,  w 
ist  also 

(1)  ux  -{-  vy  -\-  ivs  -\-  1  =  0. 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  Punkt  x,  y,  z  in  der  Ebene  ?f, 
V,  IV  liegt,  oder  dass  die  Ebene  m,  v,  iv  den  Punkt  x,  y,  z  enthält. 
Sind  also  ii,  v,  tv  gegebene  Grössen,  so  wird  die  Gleichung  befriedigt 
von  allen  Punkten  x,  y,  z  der  Ebene  mit  den  Coordinaten  «,  v,  w\ 
sind  umgekehrt  die  Coordinaten  x,  y,  z  gegeben  und  fasst  man  ?f, 
V,  w  als  veränderliche  Grössen  auf,  so  wird  die  Gleichung  befriedigt 
von  den  Coordinaten  aller  Ebenen,  welche  durch  den  Punkt  x,  y,  z 
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gelegt  werden  können:  es  ist  dann  (1)  die  Gleicliimg  des  PimJäes  x, 
y,  z  in  Ehenen-Coürdinaten*). 

Die  Gleichung  (1),  die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Punkt 
imd  Ebene,  ist  völlig  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Arten  von 
Coordinaten;  darauf  beruht  das  Princip  der  Dualität  im  Baume,  ver- 
möge dessen  aus  jedem  Satze  über  Lagenverhältnisse  von  Punkten  ein 
anderer  über  Lagenverhältuisse  von  Ebenen  unmittelbar  abgeleitet 
werden  kaun**).  Die  Erörterung  dieses  Principes  in  seinen  wichtigsten 
Zügen  soll  uns  zunächst  beschäftigen;  das  Verständuiss  wird  dadurch 
erleichtert  werden,  dass  ein  ganz  analoges  Dualitäts  -  Verhältniss 
zwischen  den  Punkten  und  geraden  Linien  einer  Ebene  besteht  und 
als  bekannt  angenommen  werden  kann  (vgl.  Bd.  I,  p,  28);  Beispiele 
für  die  Anwendung  des  Principes  finden  sich  zahlreich  in  allen  folgen- 
den Untersuchungen. 

Wir  beginnen  mit  den  einfachsten  Aufgaben  über  Punkte  und 
Ebenen  und  stellen  die  einander  entsprechenden  sogleich  neben  ein- 
ander. 


Die   Gleichung   der  Ebene   u. 


Vq,  iVq  ist: 


(2)  u^x  +  v^y  +  tv^z  +  1  =  0. 
Die  Gleichung 

(3)  Äx  +  By  -i-  Cs  -{-  D  =  0 
stellt  eine  Ebene  dar  mit  den  Coor- 
dinaten: 


Vo, 


Die  Gleichung  des  Punktes  Xq  , 
Zn  ist: 


W 


A 


V  = 


B 
ID 


W    =^    ~:p: 


uXq  4-  vy^^  -f-  tvz^  -f  1  =  0. 

Die  Gleichung 

Au  -\-  Bv -]- Gw  -\-  D  ^  0 
stellt    einen    Punkt    dar    mit    den 
Coordinaten : 


(4)* 


X 

= 

A 
D 

y 

= 

B 
D 

z 

= 

C 
D 

*)  Für  eine  Gleichung  der  Form  ua  -\-  vh  -\-  ^oc  =  0  ist  die  Betrachtung 
des  Textes  nicht  unmittelbar  anwendbar,  da  sie  keinen  eigentlichen  Punkt  dar- 
stellt; sie  entsteht  aus  (1),  indem  man  x  =  r  cos  k,  y  ==  r  cos  ß,  z  =  r  cos  y 
setzt  (wobei  «  :  ö  :  c  =  cos  a  :  cos  ß :  cos  y)  und  r  unendlich  gross  werden  lässt. 
Sie  wird  also  befriedigt  von  den  Coordinaten  aller  Ebenen,  die  einer  geraden  Linie 
mit  den  Richtungswinkeln  a,  (3,  y  parallel  sind,  und  stellt  (wie  wir  später  kurz 
sagen  werden)  einen  unendlich  fernen  Punkt  dar. 

**)  Durch  Einführung  der  Ebenen-Coordinaten  wurde  das  Princip  begründet 
von  Plücker,  Crelle's  Journal  Bd.  5  (1830);  näher  ausgeführt  in  dessen  System 
der  Geometrie  des  Raumes,  Düsseldorf  1846  (besonders  Nr,258);  vgl.  auch  Magnus, 

2* 
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Die  anderen  Gleichungsformen  der  Ebene  haben  für  die  dua- 
listische Betrachtung  keine  einfache  Bedeutung;  überhaupt  können 
Relationen,  in  denen  Winkel  und  Strecken  vorkommen,  nicht  ohne 
Weiteres  auf  Ebenen- Coordinaten  übertragen  werden;  es  gelingt  dies 
unmittelbar  nur  bei  denjenigen  Sätzen  und  Aufgaben,  welche  auf 
Anwendungen  der  fundamentalen  Gleichung  (1)  beruhen.  Hierfür 
noch  einige  Beispiele: 


Die    Gleichung    der   Ebene    u, 
V,  w,  welche  durch  die  drei  Punkte 

geht,  ergiebt  sich  durch  Elimina- 
tion von  ti,  V,  w  aus  den  vier 
Gleichungen 

nx  -\-  vy   -\-  ivg  +1=0, 
ux^  +  vy^  +  ivB^  -1-1=0, 
ux-^  -f-  vy^  -\-  wz^  -f-  1  =  0, 
ux^  +  t;«/2  +  w;^2  +  1  =  0 
und  ist  daher  (vgl.  p.  15) 


=  0, 


Die  Coordinaten  der  Ebene  sind 
die  Coefficienten  von  x,  y,  s  in 
dieser  Determinante,  jeder  dividirt 
durch  die  Determinante  (vgl.  p.  15) 

'0  ?/o  ^ 
1  Vx  ^ 
'2       2/2       ^ 


x 

y 

s 

1 

Xq 

y. 

^0 

1 

X, 

2/i 

^1 

1 

00^ 

2/2 

^2 

1 

Die  Gleichung  des  Punktes,  in 
welchem  sich  die  drei  Ebenen 

Mo,  Vo ;  «^0 ;      «1 7  ^1  >  ^1 ;      «2 ;  «^2  y  ^2 
schneiden,  ergiebt  sich  durch  Eli- 
mination von  X,  y,  0  aus  den  vier 
Gleichungen 

ux  -}-  vy   -{-  ivz  -}-  1  =  0, 
%sc  +  v^y  -\- WqZ  -]-  \  =  0 , 
Uj^x  -f  v^y  -\-  u\s!  -\-  1  =^  0, 
u^x  +  v.2y  -\-  iv^s  -\r  1  =  0 
und  ist  daher: 


=  0. 


Die  Coordinaten  des  Punktes 
sind  die  Coefficienten  von  «t,  v,  iv 
in  dieser  Determinante,  jeder  divi- 
dirt durch  die  Determinante 


u 

V 

w 

1 

Wo 

^0 

w^ 

1 

u. 

^1 

w^ 

1 

u^ 

Vo 

tVc, 

1 

«n        V^ 


tv^ 


IV, 


Wo 


Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  Geometrie  des  Raumes,  erste 
Abtheilung,  Berlin  1837,  §  25,  sowie  Chasles,  Memoire  de  geometrie  sur  deux 
principes  generaux  de  la  science:  la  dualite  et  l'homographie,  als  Anhang  zu 
dem  Aper9u  historique,  Bruxelles  1837.  Das  Princip  der  Dualität  selbst  war 
freilich  schon  1827  von  Möbius  auch  für  den  Raum  ausgesprochen,  wenngleich 
anders  begründet;  vgl.  den  Schluss  von  dessen  ,,barycentrischem  Calcul"  (Ge- 
sammelte Werke,  Bd.  1,  p.  387).  Vgl.  ferner  die  Note  in  Bd.  I,  p.  28.  Ger- 
gonne's  Darstellung  (1818)  Hess  das  Princip  mehr  als  geheimnissvolles  Axiom, 
denn  als  fest  begründetes  Gesetz  erscheinen. 
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Mau  erkennt  so,  dass  dem  Schnittpunkte  dreier  Ebenen  die  durch  drei 
PimJcte  hestimmte  Ebene  dualistisch  entspricht,  also  wieder  dem  Punkte 
die  Ebene. 


Die     beiden     Gleichungen     in 
Ebenencoordinaten 

llX^  +  VIJq  +  tvz^,  +  1=0, 

UX^  -{-  VlJi  +  (V,3i  -(-1=0 

werden  befriedigt  von  allen  Ebenen, 
welche  gleichzeitig  die  Punkte  x^, 
iJq,  0q  und  ^1,  ^1,  ^1  enthalten,  d.  h. 
von  allen  Ebenen  durch  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte. 


Die     beiden     Gleichungen     in 
Punktcoordinaten 

U^X  +  Vo!/  4-  ^(^0^  +  1  =  ^; 

Uj^x  +  ^1^  +  «'i'S'  +1=0 

werden  befriedigt  von  allen  Punkten, 
welche  gleichzeitig  in  den  Ebenen 
Uq,  Vq,  iVq  und  u^,  v^,  tv^  liegen, 
d,  h.  von  allen  Punkten  auf  der 
Schnittlinie  beider  Ebenen, 

Der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  entspricht  daher  die  Schnitt- 
linie zweier  Ebenen:  die  gerade  Linie  ist  mi  sich  selbst  dualistisch; 
sie  kann  entweder  durch  zwei  lineare  Gleichungen  in  Punktcoordi- 
naten oder  durch  zwei  lineare  Gleichungen  in  Ebenencoordinaten 
dargestellt  werden.  Die  gerade  Linie  nimmt  somit  eine  ausgezeichnete 
Stellung  in  der  Geometrie  des  Raumes  ein;  neben  Punkt  und  Ebene 
kann  sie  als  durchaus  selbständiges  Elementargebilde  aufgefasst  werden; 
in  diesem  Sinne  werden  wir  sie  später  ausführlich  behandeln. 

Eine  Gerade  liegt  in  einer  Ebene,  wenn  zwei  ihrer  Punkte  in 
der  Ebene  liegen;  sie  geht  durch  einen  Punkt,  wenn  zwei  der  durch 
sie  zu  legenden  Ebenen  den  Punkt  enthalten.  Bei  diesen  elemen- 
taren Sätzen  kommt  es  nur  auf  vereinigte  Lage  von  Punkten  und 
Ebenen  an;  man  hätte  daher  auch  den  einen  aus  dem  andern  durch 
das  Princip  der  Dualität  ableiten  können.  Weiter  folgt  aber:  Ben 
in  einer  Ebene  gelegenen  geraden  Linien  (einem  Linienfelde)  entsprechen 
die  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  (ein  Linienbündel).  Da  nun 
den  Punkten  einer  Ebene  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen 
entsprechen,  so  kann  man,  mittelst  des  Principes  der  Dualität,  aus  jedem 
Satze  über  Punkte  und  gerade  Linien  in  einer  Ebene  (also  aus  jedem 
Satze  der  ebenen  Geometrie)  einen  andern  über  Ebenen  und  gerade  Linien 
durch  einen  Punkt  ableiten.  Den  Tangenten  einer  ebenen  Curve  G 
entsprechen  dabei  die  Erzeugenden  (d.  h.  Seitenlinien)  eines  gewissen 
Kegels  Ji;  denn  eine  einfach  unendliche  (d.  h.  von  einem  Parameter 
abhängende)  Reihe  von  Geraden  durch  einen  Punkt  bildet  eben  einen 
Kegelmantel.  Den  Punkten  der  Curve  G  entsprechen  dualistisch  die 
Tangentenebenen  des  Kegels  K.  Ein  Punkt  der  Curve  G  nämlich 
ist  definirt  als  Schnittpunkt  zweier  benachbarten  Tangenten;  ihm  ent- 


22 


Erste  Abtheiluiisr. 


spricht  daher  die  Ebeue,  welche  durch  zwei  benachbarte*)  Erzeugende 
des  Kegels  K  gelegt  werden  kann,  also  in  der  That  eine  berührende 
Ebene  von  K.  Die  Theorie  der  Kegel  kann  sonach  in  gewissem 
Sinne  abgeleitet  werden  aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven. 

Durch  eine  Gleichung  zwischen  Punktcoordinaten  war  eine  Fläche 
dargestellt;  es  soll  jetzt  untersucht  werden,  welches  geometrische  Ge- 
bilde durch  eine  Gleichung  zwischen  Ebenencoordiuaten  gewonnen 
wird.  Die  zu  dem  Zwecke  nothwendigen  Ueberlegungen  führen  wir 
gleichzeitig  in  beiderlei  Coordinaten  neben  einander  durch. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
P  der  Fläche  f  {x,  y,  z)  =  0  kann 
mau  unendlich  viele  Ebenen  legen; 
jede  derselben  schneidet  die  Fläche 
iu  einer  ebenen  Curve.  Jede  dieser 
Curven  hat  im  Punkte  P  im  All- 
o-emeinen  eine  bestimmte  Tangente. 
Alle  so  in  P  constniirten  Tangenten 
liegen  in  einer  Ebene  E,  bilden 
also    einen    ebenen   Strahlbüschel. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt 
einer  Ebene  E,  welche  einer  Glei- 
chung F  (u,  V,  iv)  =  0  genügt, 
gehen  unendlich  viele  Ebenen, 
welche  derselben  Gleichung  ge- 
nügen  und  als  einfach  unendliche 
Schaar  einen  Kegel  umhüllen.  Eine 
Erzeugende  eines  jeden  solchen 
Kegels  liegt  insbesondere  in  der 
Ebene  E.     Alle  so  in  E  constru- 


Andernfalls    nämlich    würden    sie  j  irten  Erzeugenden  gelten  durch  einen 


einen  Kegel  bilden.  In  jeder  durch 
P  gehenden  Ebene  würden  also 
mehr  als  eine  der  betrachteten 
Taugenten  liegen,  was  im  Allge- 
meinen nicht  möglich  ist**).  Die 
in  P  construirten  Tangenten  sind 
die  Verbindungslinien  von  P  mit 
den  zu  P  unendlich  benachbarten 
Punkten  der  Fläche  f  =  0. 


Denken  wir  uns  in  gleicher 
Weise  die  Tangentenebene  E' 
eines  zu  P  unendlich  benachbarten 


TunTit  P,  bilden  also  einen  ebenen 
Strahlbüschel.  Andernfalls  näm- 
lich würden  sie  eine  ebene  Curve 
umhüllen.  Durch  jeden  in  E  liegen- 
den Punkt  würden  also  mehr  als 
eine  der  betrachteten  Erzeugenden 
gehen,  was  im  Allgemeinen  nicht 
möglich  ist**).  Die  in  ^  konstru- 
irten  Erzeugenden  sind  die  Schnitt- 
linien von  E  mit  den  zu  E  unend- 
lich benachbarten  Ebenen,  welche 
der  Gleichung  F  =  0  genügen. 

Denken  wir  uns  einen  Punkt 
P'  construirt,  welcher  in  gleicher 
Weise    einer    zu   E   benachbarten 


*)  Die  hier  zunäclist  folgenden  allgemeinen  Erörterungen  stützen  sich  auf 
die  Grundbegriffe  der  Diiferentialrechnung;  letztere  wird  für  die  Theorie  der 
Flächen  zweiten  Grades  sonst  nicht  vorausgesetzt  werden. 

**)  Dies  würde  nur  in  „singulären  Punkten"  der  Fläche  (bez.  in  „singu- 
läreu  Ebenen")  eintreten,  wie  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  näher 
gezeigt  Avird. 
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Punktes  P'  construirt;  die  Ebenen 
E  und  E'  schneiden  sicli  dann  in 
derjenigen  Tangente  von  P,  welche 
P  mit  P'  verbindet.  Die  Tangenten 
der  Fläche  /'  (x,  y,  ^)  =  0  sind 
also  nicht  nur  Verbindungslinien 
benachbarter  Punkte,  sondern  auch 
Schnittlinien  der  zugehörigen  be- 
nachbarten Ebenen,  welche  die  von 
dem  Punkte  gebildete  Fläche  /"=  0 
umhüllen. 


Ebene  E'  zugeordnet  ist;  die 
Schnittlinie  beider  Ebenen  ist  dann 
gleichzeitig  die  Verbindungslinie 
von  P  mit  P'.  Die  Geraden, 
welche  so  in  den  einer  Gleichung 
F(it,  V,  lü)  =  0  genügenden  Ebenen 
construirt  wurden,  sind  also  gleich- 
zeitig Schnittlinien  benachbarter 
Ebenen,  und  Verbindungslinien  der 
zugehörigen  benachbarten  Punkte, 
welche  eine  von  den  Ebenen  F=0 
umhüllte  Fläche  bilden. 
Man  erkennt  hieraus  Folgendes:  Jeder  Ebene,  welche  einer  Glei- 
chung F  (ii,  V,  tv)  =  0  genügt,  ist  ein  in  ihr  liegender  Punkt  zu- 
geordnet; die  Beziehung  zwischen  ihm  und  der  Ebene  ist  genau  die- 
selbe, wie  die  Beziehung  zwischen  einem  Punkte  der  Fläche  f  (x,  y,  d) 
=  0  und  seiner  Tangentenebene.  Eine  Fläche  Jcann  also  im  Allge- 
meinen enkveder  durch  eine  Gleichung  in  Punktcoordinaten  oder  durch 
eine  Gleichung  in  Ehenencoordinaten  dargestellt  werden;  im  ersten  Falle 
erscheint  sie  gegeben  als  Ort  ihrer  Punkte,  im  andern  Falle  als  um- 
hüllt von  ihren  Tangentenebenen*). 

Dieser  Satz  erleidet  indessen  Ausnahmen.  Es  gibt  Flächen,  die 
nicht  durch  eine  Gleichung  in  Ebenencoordinateu  darstellbar  sind. 
Ein  Beispiel  ist  uns  bereits  in  den  Kegeln  bekannt;  ein  solcher  wird 
von  zweifach  unendlich  vielen  Punkten  gebildet,  besitzt  aber  nur  ein- 
fach unendlich  viele  Tangentenebenen,  indem  allen  Punkten  einer  Er- 
zeugenden dieselbe  Tangentenebene  zukommt;  durch  eine  Gleichung 
in  Ehenencoordinaten,  welche  ja  immer  durch  zweifach  unendlich  viele 
Ebenen  befriedigt  wird,  kann  daher  ein  Kegel  nicht  dargestellt  werden. 
Das  Entsprechende  tritt  ein  bei  einer  ebenen  Curve;  dieselbe  besteht 
aus  einfach  unendlich  vielen  Punkten,  besitzt  aber  zweifach  unendlich 
viele  Tangentenebenen;  denn  den  Punkten  einer  Erzeugenden  eines 
Kegels  entsprechen  dualistisch  die  Ebenen,  welche  durch  eine  Tangente 
einer  ebenen  Curve  hindurchgehen,  da  sich  Tangente  der  Curve  (als 
Verbindungslinie  unendlich  benachbarter  Punkte)  und  Erzeugende  des 
Kegels    (als    Schnittlinie    unendlich    benachbarter    Tangentenebenen) 


*)  Andererseits  steht  einer  Fläche  f  {x,  y,  s)  =  0  eine  andere,  im  Allge- 
meinen von  ihr  verschiedene  Fläche  f  {u,  v,  w)  =^  0  dualistisch  gegenüber. 
Diese  Art  des  Entsprechens  zweier  Flächen  wurde  schon  1808  von  Monge  be- 
merkt, vgl.  Chasles,  Aper9u  historique,  Note  XXX. 
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dualistiscli  gegenüberstehen.  Eine  ebene  Curve  kann  daher  nicht 
durch  eine  Gleichung  in  Punktcoordinaten,  wohl  aber  durch  eine 
Gleichung  in  Ebenencoordinaten  dargestellt  werden. 

In  ähnlicher  Weise  kommen  überhaupt  die  Ausnahmefälle  bei 
einer  Fläche  dadurch  zu  Stande,  dass  je  unendlich  viele  Punkte  der 
Fläche  eine  gemeinsame  Tangentenebene  haben,  so  dass  es  im  Ganzen 
nur  einfach  unendlich  viele  Tangentenebenen  der  Fläche  gibt.  Alle 
Punkte  von  dieser  Beschaffenheit  müssen  dann  eine  in  der  Tangenten- 
ebene liegende  ebene  Curve  bilden,  und  zwar  eine  gerade  Linie,  denn 
diese  Curve  muss  gleichzeitig  in  der  unendlich  benachbarten  Tan- 
gentenebene liegen.  Die  Flächen,  um  welche  es  sich  handelt,  ent- 
,,.    ^  halten  also  einfach  unend- 

lieh  viele  gerade  Linien, 
sie  bilden  eine  gewisse 
Klasse  vou„Linieuflächen" ; 
die  sogenannten  ahvickel- 
haren  Flächen''^').  Dieselben 
sind  vor  anderen  soge- 
nannten windschiefen  Li- 
nieufläcben  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  je  zwei 
unendlich  benachbarte  Li- 
nien derselben  (als  in  der- 
selben Tangentenebene  lie- 
gend) sich  schneiden  (was 
z.  B.  bei  den  geradlinigen 
Flächen  zweiten  Grades 
nicht  der  Fall  ist).  Jeder 
Tangentenebene  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  ist 
hierdurch  ein  in  ihr  liegen- 
der Punkt  zugeordnet,  nämlich  der  Schnittpunkt  der  beiden  in  ihr 
liegenden  (einander  unendlich  benachbarten)  Erzeugenden  der  Fläche 
(vgl.  Fig.  6).     Alle  diese  einfach  unendlich  vielen  Punkte  bilden  eine 


*)  Der  Name  rührt  daher,  dass  diese  Flächen  ohne  Dehnung  auf  eine  Ebene 
abgewickelt  werden  können;  ihre  Existenz  wurde  von  Eni  er  entdeckt  (Nova 
Commentaria  Petropolitana,  t.  16,  1771);  sie  können  nach  Monge  durch  eine 
partielle  Differentialgleichung  charakterisirt  werden  (Memoires  presentes  1780, 
t.  9  und  10).  Durch  Ausschneiden  eines  nicht  geschlossenen  ebenen  Polygons 
und  Eiukniffen  des  Papiers  längs  der  Verlängerungen  der  Seiten  verschafft  man 
sich  leicht  eine  Anschauung  von  der  Gestalt  der  Fläche. 
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Curve,  und  die  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche  sind  (als  Ver- 
bindungslinien unendlich  benachbarter  Punkte)  die  Tangenten  der  Curve. 

Eine  nicht  ebene  Curve  ist  zugleich  dasjenige  geometrische  Gebilde, 
welches  einer  abwichelbaren  Fläche  dualistisch  gegenübersteht.  In  der  That 
entspricht  einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  Ebenen  eine  einfach  unend- 
liche Reihe  von  Punkten,  also  eine  Curve.  Den  Schnittlinien  consecu- 
tiver  Ebenen  (Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche)  entsprechen  die 
Verbindungslinien  consecutiver  Punkte,  also  die  Tangenten  der  Curve. 
Den  Punkten  der  abwickelbaren  Fläche  (d.  i.  den  Punkten  ihrer  Er- 
zeugenden) entsprechen  die  Ebenen,  welche  durch  die  Tangenten  der 
Curve  gelegt  werden  können.  Alle  diese  zweifach  unendlich  vielen 
Ebenen  genügen  einer  Gleichung  F(iij  v,  iv)  =  0.  Eine  nicht  ebene 
Curve  kann  dalier  durch  eine  Gleichung  simschen  Ebenencoordinaten 
dargestellt  tverden.  Die  so  einer  Curve  dualistisch  zugeordnete  ab- 
wickelbare Fläche  ist  indessen  im  Allgemeinen  nicht  dieselbe,  welche 
von  den  Tangeuten  der  Curve  gebildet  wird;  dies  wird  nur  bei  be- 
sonderen Curven  möglich,  wie  spätere  allgemeine  Untersuchungen 
zeigen  werden. 

Aus  der  abwickelbaren  Fläche  entsteht  insbesondere  ein  Kegel, 
wenn  alle  Erzeugende  durch  einen  Punkt  gehen;  aus  der  Curve  ent- 
steht insbesondere  eine  ebene  Curve,  wenn  alle  Tangenten  in  einer 
Ebene  liegen. 

Diese  allgemeinen  Bemerkungen  werden  genügen,  um  das  Princip 
der  Dualität  und  seine  Anwendung  im  Wesentlichen  zu  veranschau- 
lichen. Die  folgenden  Untersuchungen  werden  von  selbst  zum  voll- 
ständigeren Verständnisse  des  Vorstehenden  beitragen.  Ehe  wir  zu 
specielleren  fragen  weiter  gehen,  geben  wir  eine  üebersicht  über 
die  gegenseitige  Zuordnung,  welche  nach  dem  Principe  der  Dualität 
zwischen  den  geometrischen  Gebilden  des  Raumes  als  bestehend  er- 
kannt wurde;  dabei  führen  wir  gleichzeitig  einige  Bezeichnungen  ein. 
Es  entsprechen  sich: 


Punkt. 
Gerade  Linie. 
PunJctreihe  (d.  i.   alle  Punkte 
auf  einer  Geraden). 

Strahl  (d.  i.  die  Gerade  als 
gebildet  von  Punkten,  als  Träger 
der  PunMreihe). 

Pmiktfeld  (d.  i.  alle  Punkte 
einer  Ebene). 


Ebene. 
Gerade  Linie. 
Ebenenbüschel  (d.  i.  alle  Ebenen 
durch  eine  Gerade). 

Axe  (d.  i.  die  Gerade  als  um- 
hüllt von  Ebenen,  als  Axe  des 
Ebenenbüschels). 

Ebenenbündel  (d.  i.  alle  Ebenen 
durch  einen  Punkt). 
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Stralilenbüscliel  (d,  i.  alle  Ge- 
raden in  einer  Ebene  und  durch 
einen  Punkt). 

Strahlenbündel  (d.  i.  alle  Ge- 
raden durch  einen  Punkt), 

Kegel. 

Erzeugende  eines  Kegels. 

Tangentenebene  eines  Kegels. 

Punkt  eines  Kegels. 


Fläche  als  Ort  von  Punkten. 

Tangente  der  Fläche. 

Tangentenebene    der    Fläche. 

Bmimcurve  (d.  i.  nicht  ebene 
Curve). 

Tangentenebene  einer  Raum- 
curve  (d.  i.  Ebene  durch  eine  Tau- 
gente derselben). 

Tangente  einer  Raunicurve. 

Punkt  einer  Raumcurve. 

Treffgerade  einer  Curve,  d.  i. 
Gerade  durch  einen  Punkt  der- 
selben. 


Strahlenhüschel  (d.  i.  alle  Ge- 
raden durch  einen  Punkt  und  in 
einer  Ebene). 

Strahlenfeld  (d.  i.  alle  Geraden 
in  einer  Ebene). 

Ehene  Curve. 

Tangente  einer  ebenen  Curve. 

Punkt  einer  ebenen  Curve. 

Tangentenebene  einer  ebenen 
Curve  (d.  i.  Ebene  durch  eine 
Tangente  der  Curve). 

Fläche  als  umhüllt  von  Ebenen. 

Tangente  der  Fläche.  • 

Punkt  der  Fläche. 
ÄhtvicJielhare  Fläche. 

Punkt  einer  abwickelbaren 
Fläche  (d.  i.  Punkt  auf  einer  Er- 
zeugenden derselben). 

Erzeugende  einer  abwickel- 
baren Fläche. 

Tangentenebene  einer  ab- 
wickelbaren Fläche. 

Tangente  einer  abwickelbaren 
Fläche,  d.  i.  Gerade  in  einer  Ebene 
derselben. 


Die  einzige  krumme  Fläche,  deren  Gleichung  wir  bereits  kennen 
gelernt  haben,  ist  die  Kugel.  Sind  a,  &,  c  die  Coordinaten  ihres  Mittel- 
punktes und  ist  r  ihr  Radius,  so  war  ihre  Gleichung  (vgl.  p.  4): 

{x-ay-^(y-bf  +  (0-cy  =  r\ 

Es  ist  leicht,  die  Gleichung  der  Kugel  in  Ebenencoordinateii 
aufzustellen.  Alle  Tangentenebenen  derselben  sind  vom  Mittelpunkte 
um  die  Strecke  r  entfernt;  die  Coordinaten  u,  v,  iv  einer  solchen 
Ebene  genügen  also  nach  Gleichung  (29),  p.  12,  wenn  man  die  Rela- 
tionen (4)  benutzt,  der  Bedingung: 


ua  -\-  vb  -\-  WC  -\-  1 
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Die  Gleichung  der  Kugel  in  Ebenencoordinaten  ist  daher  (vgl. 
Bd.  T,  p.  30  f.): 

r^  {u^  -{-  v'^  -\-  iv^)  =  (ua  +  vb  -{-  wc  -\-  1)^. 

Die  Kugel  ist  also  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse.  Man  versteht  nämlich  unter  Ordnung  einer  Fläche  den  Grad 
ihrer  Gleichung  in  Puuktcoordinaten,  unter  Klasse  derselben  den  Grad 
ihrer  Gleichung  in  Ebeuencoordinaten. 

Liegt  insbesondere  der  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte,  so  hat 
man  a  =  b  =  c  =  0,  al§o: 

«^  -{-  v^  -}-  lü^  =  ~^- 

Alle  Ebenen,  welche  die  Kugel  berühren  und  der  ^-Axe  parallel  sind, 
genügen  ausserdem  der  Gleichung  tv  =  0.  Es  werden  somit  die 
Gleichungen 

u^  -\-  v'^  =  —^    und    w  =  0 

befriedigt  von  allen  Ebenen,  welche  die  Kugel  in  ihrer  Schnittcurve 
mit  der  X- Y-Ebene  berühren  und  der  Z-Axe  parallel  sind.  Lässt 
man  iv  beliebig,  so  ist  folglich 

die  Gleichung  eines  Kreises  in  Ebenencoordinaten,  welcher  in  der  X-Y- 
Ebene  liegt,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangspunkte  zusammen- 
fällt und  dessen  Radius  gleich  r  ist. 

III.   Projectivische  Gebilde  und  deren  Erzeugnisse. 

Wie  in  der  Ebene  Punktreihe  und  Strahlbüschel,  so  stehen 
sich  im  Räume  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  gegenüber.  Für  die 
Theorie  der  Punktreihen  ist  es  gleichgültig,  ob  man  dieselben  in 
einer  bestimmten  Ebene  denkt  oder  beliebig  im  Räume.  Die  analy- 
tische Behandlung  derselben  mit  Hülfe  der  Ebenencoordinaten  er- 
fordert indessen  eine  kurze  Auseinandersetzung.  Auch  die  Behandlung 
der  Ebenenbüschel  im  Räume  ist  derjenigen  der  ebenen  Strahlbüschel 
durchaus  analog;  wir  können  uns  deshalb  auf  das  Wichtigste  be- 
schränken*). 


*)  Die  zunächst  folgenden  Entwicklungen  beruhen  auf  der  Methode  der 
sogenannten  ,, abgekürzten  Bezeichnung",  wie  sie  von  Bobillier  und 
Plücker  eingeführt  (vgl.  Bd.  1,  p.  35)  und  besonders  von  P.  Serret  (Geo- 
metrie de  direction,  Paris  1869)  und  Hesse  (Vorlesungen  über  analytische  Geo- 
metrie des  Raumes,  Leipzig   1861,  3.  Auflage  1876)  mit  Erfolg  ausgebildet  wurde. 
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Es  seien  mit  E  und  E'  zwei 
lineare  Ausdrücke  in  x,   y,  2  be- 
zeichnet, etwa 
E  =  Ax  +  By   +Cz  +  D, 
E'  =  A'x  +  B'y  +  C'2  +  D', 

so  dass  E  =  0  und  E'  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Ebenen  sind. 
Durch  die  Schnittlinie  beider 
Ebenen  geht  auch  jede  Ebene, 
deren  Gleichung  von  der  Form 

(1)  E-{-  XE'  =  0 

ist,  wo  A  einen  Parameter  be- 
deutet; denn  für  einen  auf  der 
Schnittlinie  gelegenen  Punkt  ist 
gleichzeitig  E  =  0   und   E'  =  0. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  aber 
auch  alle  Ehenen  des  durch  die 
Schnittlinie  von  E=0  und E'  =  0 
bestimmten  Büschels  dar. 

In  der  That,  eine  Ebene  des 
Büschels  ist  bestimmt,  wenn  sie 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
soll,  welcher  nicht  auf  der  Axe 
des  Büschels  liegt.  Ist  x^,  y^,  0^ 
ein  solcher  Punkt,  und  ist 
E,  =  Ax,  +  By,  +  Cb,  +  D, 
E,'  =  A'x,  +  B'y,  +  G'0,  +  D\ 
so  geht  die  Ebene  (1)  durch  diesen 
Punkt,  wenn  A  aus  der  Gleichung 

(2)  E,  +  IE,'  =  0 
berechnet  wird.  Durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  geht  also  eine  Ebene 
der  Schaar  (1);  und  damit  sind 
alle  möglichen  Ebenen  des  Büschels 
erschöpft. 

Fällen  wir  von  dem  Punkte 
Xqj  y,,  Zq  Lothe  auf  die  Ebenen 
E  ==  0,  E'  =  0  und  nennen  ihre 


Es  seien  mit  P  und  P'  zwei 
lineare  Ausdrücke  in  u,   v,   tv  be- 
zeichnet, etwa 
P  =  Au  -\-Bv   -{-  Gtv  +  B, 
P'  =  A'u  +  B'v  +  G'tv  +  B', 

so  dass  P  =  0  und  P'  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Punkte  sind. 
Auf  der  Verbindungslinie  beider 
Punkte  liegt  auch  jeder  Punkt, 
dessen  Gleichung  von  der  Form 
(1)*  P+AP'  =  0 

ist,  wo  X  einen  Parameter  bedeutet-, 
denn  für  eine  durch  die  Verbin- 
dungslinie gelegte  Ebene  ist  gleich- 
zeitig P=  0  und  P'  =  0. 

Bie  Gleichung  (1)*  stellt  aber 
auch  alle  PunMe  der  durch  die 
PunMe  P  =  0  und  P'  =  0  be- 
stimmten Reihe  dar. 

In  der  That,  ein  Punkt  der 
Reihe  ist  bestimmt,  wenn  er  in 
einer  gegebenen  Ebene  liegen  soll, 
welche  nicht  durch  den  Träger  der 
Reihe  geht.  Ist  Uq,  v,,  Wq  eine 
solche  Ebene,  und  ist 
Po  =  Au  +  Bv,  -\-  Gtv,  +  B, 
P,'  =  A'u,-{-B'v,  +  G'iv,  +  B', 
so  liegt  der  Punkt  (1)*  in  dieser 
Ebene,  wenn  A  aus  der  Gleichung 
(2)*  Po-fAPo'  =  0 

berechnet  wird.  In  jeder  Ebene 
des  Raumes  giebt  es  also  einen 
Punkt,  welcher  durch  (1)*  dar- 
gestellt wird;  und  damit  sind  alle 
möglichen  Punkte  der  Reihe  er- 
schöpft. 

Fällen  wir  von  den  Punkten 
P  =  0,  P'  =  0  Lothe  auf  die  Ebene 
Uq,  Vq,  zVq  und  neuneu  ihre  Längen 
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Längen  bez.  |)  und  p' ;  dann  ist  nach 
Gleichung  (29)  p.  12  bei  passender 
Wahl  des  Vorzeichens  der  Wurzel: 


P 


P 


VA-'  +  5^  +  G' 


also  nach  (2): 

A  =  — 


E' 


_    _   P  T/.A^  -f  ^2  ^    g2 

oder^  wenn  w  eine  von  a?,,,  «/o?  ^o 
unabhängige    Constante    bedeutet: 

(3) 


A  =  m 


P 


P 

Es  ist  also  der  in  (1)  auf- 
tretende Parameter  A  gleich  dem 
Producte  eiuer  Constanten  in  den 

Fig.  7. 


bez.  ^9  und  f/;  dann  ist  nach  Glei- 
chung (29)  p.  12  bei  passender 
Wahl  des  Vorzeichens  der  Wurzel: 
Auq  +  ^^0  +  C'wo  -|-  D 


P  = 


P  = 


also  nach  (2)*: 
A  =  — 


^0 

Po' 

p 

D 

p' 

D'' 

oder,  wenn  m  eine  von  u^,  Vq,  «t'^, 
unal 

(3)* 


unabhängige   Constante    bedeutet: 


m 


p' 


Es  ist  also  der  in  (1)*  auftretende 
Parameter  l  gleich  dem  Producte 
einer  Constanten  in  den  Quotienten 

Fig.  7a. 


'o}hoj^O 


Quotienten  der  Abstände  eines 
Punktes  in  der  durch  (1)  darge- 
stellten Ebene  von  den  beiden 
Ebenen  E={),  E'  =  0  (den 
Grundebenen  des  Büschels).  Dieser 
Quotient  ist  unabhängig  davon, 
wo  der  Punkt  Xq,  y^,  Sq  in  der 
Ebene  (1)  gewählt  wird,  wie  man 
geometrisch  leicht  bestätigt  (Fig.  7)  5 


der  Abstände  einer  durch  den  Punkt 
(1)*  gehenden  Ebene  von  den  beiden 
Punkten  P=0,  P' =  0  (den 
Grimdpunlden  der  Reihe).  Dieser 
Quotient  ist  unabhängig  davon, 
wie  die  Ebene  Uq,  Vq,  Wq  durch 
den  Punkt  (1)*  gelegt  wird,  wo- 
von ein  Blick  auf  die  Figur  über- 
zeugt (Fig.  7  a);  er  soll  deshalb  als 
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er  soll  deshalb  als  ÄhstandsverliäH- 
niss  der  Ebene  (1)  von  den  beiden 
Gnmdebenen  bezeichnet  tverden. 

Jedem  Werthe  des  Abstauds- 
verhältuisses  oder  des  Parameters 
A  entspricht  eine  Ebene  des 
Büschels.  Insbesondere  gibt  ^)=^0 
oder  A  =  0  die  Ebene  E  =  0,  und 
p'  =  0  oder  A  =  oo  die  Ebene 
E'  =  0.  Wächst  A  von  0  bis  +  oü, 
so  überstreicht  die  Ebene  den  einen 
Winkelraum  zwischen  den  beiden 
Grundebenen;  variirt  A  zwischen 
—  oo  und  0,  so  überstreicht  sie 
den  andern  Winkelraum. 


Die  Coordinaten  der  durch  (1) 
dargestellten  Ebene  sind  nach  (4) 
p.  19; 

Ä  4-  XA' 


u  = 


V  = 


lü  = 


D  +  xn'' 

B  -^IB' 
D  +  XD'^ 

c  +  xc 


D  +  XB' 

Sind  also  u^,  v^,  iv^  die  Coor- 
dinaten von  E  =  0  und  u^,  v^-,  w^ 
diejenigen  von  E'  =  0,  so  sind  die 
Coordinaten  der  beweglichen  Ebene 

(1): 


(4) 


u  = 


V  = 


^^  = 


1  +  f^  ' 


Abstandsverhältniss  des  Pimldes  (1)* 
von  den  beiden  GriindpiinJäen  be- 
zeichnet iverden. 

Jedem  Werthe  des  Abstands- 
verhältnisses oder  des  Parameters 
A  entspricht  ein  Punkt  der  Reihe. 
Insbesondere  giebt^  ==  0,  oder  A  =  0 
den  Punkt  P=  0,  und  x^'  =  0  oder 
A  =  oo  den  Punkt  P'  =  0.  Setzt 
man  fest,  dass  die  Abstände  p  und 
p'  für  einen  zwischen  P  und  P' 
gelegenen  Punkt  beide  positiv  ge- 
nommen werden  sollen*),  so  liegt 
der  Punkt  (1)*  zwischen  den  beiden 
Grundpunkten,  wenn  A  positiv, 
ausserhalb  derselben,  wenn  A  ne- 
gativ ist. 

Die  Coordinaten  des  durch  (1)* 
dargestellten  PunJctes  sind  nach  (4)* 
p.   19: 

_Ä  +  XA' 
^~  D+  XB"> 

—  -B  +  ^^' 

y  ""  ir^-xB"' 

_  (7-f  XC 
^  ~"  D  +  XB' 

Sind  also  Xy,~y^,  z^  die  Coor- 
dinaten von  P  =  0  und  x^^  ij<^^  z^ 
diejenigen  von  P'  =  0 ,  so  sind 
die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  (1)*: 


(4)* 


i-f  ^ 

1  +  iit 


1-j-ft 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  33.  Im  Ebenenbüschel  ist  eine  solche  Festsetzung  nicht 
nöthig,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  |)  undjp'  durch  die  früheren  Pestsetzungen 
(p.  12)  bestimmt  sein  lässt,  wobei  dann  allerdings  die  Lage  des  Anfangspunktes 
der  Coordinaten  in  Betracht  kommt;   vgl.  Näheres  hierüber  bei  Hesse  a.  a.  0, 
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D' 


einen   neuen  Para- 


WO        ^     =     k  jy 

meter  bedeutet;  es  ist  wieder,  wie 
in  (3): 

(ft) 


^  =  VI 


p 


wenn  m'  eine  Constante  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  (4)  gehen  eine 
Parameterdarstelhing  des  Ebenen- 
büschels, d.  h.  der  Coordinaten  einer 
beliebigen  Ebene  des  Büschels  aus- 
gedrückt durch  einen  Parameter 
(und  durch  die  Coordinaten  zweier 
festen  Ebenen). 


A  •  Y    einen  neuen  Para- 


wo  ^ 

meter  bedeutet;  es  ist  wieder,  wie 

in  (3)*: 

(5)*  „f    P 


f* 


m 


wenn  7n  eine  Constante  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  (4)*  geben  eine 
Parameterdarstellung  der  FimMreihe. 
Dieselbe  ist  hier  durch  zwei  ihrer 
Punkte  bestimmt,  während  sie  in 
den  Gleichungen  (7)  p.  4  durch 
einen  Punkt  und  ihre  Richtung- 
gegeben  war. 


Der  Parameter  ^  ist  gleich  einer  rein  geometrisch  definirten 
Grösse  (einem  Abstandsverhältnisse) ,  multiplicirt  in  einen  Factor 
analytischen  Charakters.  Wir  erhalten  eine  rein  geometrische  Grösse, 
wenn  wir  zu  den  drei  Elementen 

E==0,     5=0,     B-^iiS  =  0, 

seien  es  nun  Punkte  oder  Ebenen,  ein  viertes  Element  R  -{-  vS  =  0 
hinzufügen  und  den  Quotienten  ft  :  v  bilden,  wo 

V  =  in   ^5 
2 

wenn  m'  die  in  (5)  oder  (5)*  vorkommende  Constante  bedeutet,  und 
wenn  q,  q'  entsprechende  Bedeutung  haben  wie  jp,  P-    Der  Quotient 

-^  =  £  .  1 

ist  dann    rein    geometrisch   durch  Abstandsverhältnisse  definirt;   wir 
nennen  ihn  das  Dojjpelverhältniss  der  vier  Elemente  (Ebenen  oder  Punkte) 

Bei  der  hier  gegebenen  Bildung  des  Doppelverhältnisses  sind 
die  Grundelemente  R  =  0,  5  =  0  ausgezeichnet;  als  Quotient  zweier 
Abstandsverhältnisse  kann  dasselbe  aber  auch  für  beliebige  vier  Ele- 
mente der  Reihe  R  -{-  XS  =  0  gebildet  werden.  Wir  betrachten  die 
vier  Elemente 


^1 


R^  fi^S=0, 


T,  =  R-}-ii,S  =  0, 
T^  =  R-^  ^^S  =  0. 


Aus  den   ersten  beiden   Gleichungen  lassen   sich  R  und  S  durch  T^ 


und  T, 


berechnen;  es  wird: 
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73   __    f'^2  -^1  Ml  -^2  O   -^2    -^1   , 

^2    —    fil  '  ~    ^2     —    ftj    ' 

und  danD  ergibt  sich: 

rjl    ^^  (Ms  —  f^s)  ^1    —  (f^i  —  Ms)  ^a 
^  M2    —  Fl  ' 

/TT      (M2    —    MJ^I    —    (Ml    —    ^4)^2 

M2  —  Ml 
Die  vier  Elemente,  um  welche  es  sich  handelt,  sind  jetzt  dargestellt 
durch  die  Gleichungen: 

T,  =  0,  T,  =  0, 

y  Ml  -  M3  y^  _  Q  T    _  ^.-■"-4y  Q^ 

M2  —  Ms      "  M2  —  M4      " 

Es  sind  hiermit  T^  =  0  und  I^  =  0  an  Stelle  von  J?  =  0  und  Ä  =  0 
als  neue  Grundelemente  eingeführt;  in  Bezug  auf  sie  kommen  den 
Elementen  Tg  =  0,  T^  =  0  die  Parameter 

_  f^i^U^  und  -  ^'-^^ 

M'2   —  f*3  M'2    —   M4 

ZU.     Bas  Doppelverhältniss  der  vier  Elemente  wird  also: 

(Q)  a  =  ^'  ~  ^^  .  ^2  —  f^i . 

M2  —  Ms      Ml  —  M4 

Der  Werth  desselben  ist  seiner  Definition  nach  nicht  eindeutig  be- 
stimmt, sondern  kann  ein  anderer  werden,  wenn  man  bei  seiner  Bil- 
dung die  vier  Elemente  in  anderer  Anordnung  benutzt.  Im  Ganzen 
kann  man  nur  sechs  verschiedene  Werthe  erhalten,  wie  in  der  Geo- 
metrie der  Ebene  gezeigt  ist  (Bd.  I,  p.  38);  dieselben  sind,  wenn  a 
durch  (6)  definirt  ist: 

Die  Einführung  des  Doppelverhältnisses  führt  für  den  Raum  über- 
haupt zu  Betrachtungen,  welche  denen  der  ebenen  Geometrie  über 
einander  projectivische  Gebilde  ganz  analog  sind,  und  welche  mit 
den  Grundlagen  der  neueren  synthetischen  Geometrie  in  Zusammen- 
hang stehen. 

Wir  nennen  zwei  lineare  Gebilde 

i?-f  A>S'=0     und     i?'  +  A/S'=0 
(Punktreihen    oder    Ebeneubüschel)    einander  iwojectivisch ,    wenn    sie 
Element  für  Element  einander  so  zugeordnet  sind,  dass  je  zwei  Ele- 
mente mit  gleichem  Parameter  X  als  entsprechende  betrachtet  werden. 
Hieraus  folgt  unmittelbar: 

Entsprechende  Elemente  projectivisclier  Gebilde  haben  dasselbe  Dojjpel- 
verhältniss. 
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Sind  PJtvei  Gebilde  einem  dritten  projectivisch ,  so  sind  alle  drei 
unter  einander  projeetivisch. 

Die  gegebene  Definition  ist  zunächst  analytischer  Natur.  Es 
fragt  sich,  wie  man  geometrisch  eine  Zuordnung  der  verlangten  Art 
beschaffen  kann.     Dies  geschieht  in  folgender  Weise. 

Um    zunächst  die   Zuordnung    herzustellen,    kann   man   die  drei 

Elemente 

7^;  =  0^    S  =  0,    R-{-  JcS  =  0, 

welche  der  Reihe  R  -{-  XS  =  0  angehören,  bez.   den  drei  Elementen 

B'  =  0,     Ä'  =  0,     IV  -}-lS'  =  0 

der  andern  Reihe  zuordnen;  dann  ist  die  projectivische  Beziehung 
beider  Reihen  festgelegt.  Ein  beliebiges  Element  der  letzteren  Reihe 
ist  nämlich  durch  die  Gleichung  R'  -f-  mXS'  =  0  dargestellt,  wenn 
m  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Nun  soll  das  Element 
R  -\-  liS  =  0  dem  Elemente  R'  -\-  IS'  =  Q  entsprechen;  es  muss  da- 
her m  li  =  l  sein.     Setzt  man  also 

S"  =  mS'  =  \^  S', 
so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Reihen 

R-\-lS  =  0    und    R'-\-lS"  =  0 

in  der  obigen  Weise  gewonnen. 

Zwei  Elementenreihen  sind  also  projeetivisch  auf  einander  bezogen, 
sobald  man  dreien  Elementen  der  einen  Reihe  drei  beliebige  Elemente  der 
andern  zugeordnet  hat*). 

Insbesondere  können  die  beiden  Elementenreihen  auf  demselben 
Träger  liegen  (vereinigt  liegen);  dann  folgt  der  Satz: 

Vereinigt  gelegene  projectivische  Gebilde  sind  identisch,  sobald  drei 
einander  entsprechende  Elemente  zusammenfallen. 


*)  Zeichnet  man  nicht  die  beiden  Grundelemente  der  beiden  Reihen  da- 
durch aus,  dass  man  sie  einander  zuordnet,  so  ist  die  projectivische  Beziehung 
der  Elementenreihen  R  -^  XS  =  0  und  i^'  -f-  fiÄ'  =  0  in  allgemeinster  Weise 
durch  eine  lineare  Gleichung  der  Form 

al^  -\-  hX  -\-  eyb  -^  d  =  0 
vermittelt.    Dieselbe  entsteht  z.  B.  direct  durch  die  Forderung,  dass  die  Doppel- 
verhältnisse  entsprechender  Elemente  {X,  Zj ,  1^,  X^  und  ft,  /x^,  jUg,  ftg)  einander 
gleich  seien,  d.  h.  dass 

^    —    h  ^1     —    ^3      ^      ^    —    f^i      _    f^i     —    11^3    , 

^1—^2  ^    —    h  M-l    —    f*2  (^    —    (^3 

Vgl.  Bd.  I,  p.  198.     In  Uebereinstimmung   mit  dem  Satze    des  Textes   sind   die 
Verhältnisse  der  Grössen  a,  b,  c,  d  durch  drei  Bedingungen  zu  bestimmen. 

C  leb  seh,   Vorlesungen.    II,  1.  3 
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Dies  Resultat  werden  wir  bei  den  folgenden  geometrischen  ünter- 
sucliungen  wiederholt  benutzen  müssen.  Es  soll  durch  dieselben 
gezeigt  werden,  dass  projectivische  Gebilde  immer  dadurch  erzeugt 
werden  können,  dass  man  sie  aus  der  sogenannten  perspectivischen 
Lage  durch  Verschiebung  entstehen  lässt. 

Insbesondere  heissen  eine  PnnMreiJte  und  ein  Ehenenhüschel  im~- 
spectivisch,  wenn  jeder  Punkt  der  Reihe  mit  der  ihm  entsprechenden 
Ebene  des  Büschels  vereinigt  liegt.  Die  dadurch  hergestellte  Be- 
ziehung zwischen  Punkten  und  Ebenen  ist  eine  projectivische.  In 
der  That,  es  sei  E  -\-  iE'  =  0  die  Gleichung  des  Ebenenbüschels, 
und  es  sei  eine  beliebige  Gerade  als  Schnitt  der  Ebenen  Ä  =  0  uud 
B  ==  0  gegeben.  Von  ihr  wird  die  Ebene  E  -\-  IE'  =  0  in  einem 
Punkte  getroffen,  dessen  Gleichung  sich  durch  Elimination  von  x,  y,  z 
aus  den  vier  Gleichungen 

^-j-Ai;'  =  o,   ^  =  0,   5  =  0,   Mic  + v?/  + *t'0+ 1  =  0 

ergiebt.  Man  findet  dadurch  eine  Gleichung  von  der  Form  P -j- 'l- -P'  =  0, 
wenn  P  und  P'  lineare  (von  A  unabhängige)  ganze  Functionen  von 
M,  V,  w  sind.  Die  projectivische  Beziehung  der  beiden  Element.en- 
reihen  auf  einander  ist  nunmehr  aus  der  Form  ihrer  Gleichungen 
einleuchtend.     Es  gilt  daher  auch  der  Satz: 

Vier  Punhte  einer  BeiJte  haben  dasselbe  Boppelverhältniss,  ivie  vier 
bes.  durch  sie  gehende  Ebenen  eines  Ebenenbüschels. 

Ist  eine  beliebige  Punktreihe  auf  einen  beliebigen  Ebenenbüschel 
projectivisch  bezogen,  so  kann  man  beide  Gebilde  im  Räume  so  ver- 
schieben, dass  sie  sich  in  perspectivischer  Lage  befinden.  Die  Ebenen 
des  Büschels  bestimmen  nämlich  durch  ihren  Schnitt  mit  einer  be- 
liebigen nicht  zu  ihnen  gehörigen  Ebene  einen  ebenen  Strahlbüschel, 
welcher  durch  Vermittlung  des  Ebenenbüschels  projectivisch  auf  die 
gegebene  Punktreihe  bezogen  ist;  denn  so  gut  man  Punktreihen  und 
Ebenenbüschel  projectivisch  auf  einander  bezieht,  wird  man  dies 
auch  mit  Strahlbüschel  und  Ebenenbüschel  thun  können,  indem 
der  ebene  Strahlbüschel  nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie  zu- 
nächst auf  eine  Punktreihe  bezogen  wird.  Die  gegebene  Punktreihe 
verlegen  wir  nun  zunächst  in  die  Ebene  des  Strahlbüschels  und  bringen 
sie  sodann  mit  ihm  in  perspectivische  Lage,  was  nach  den  Sätzen  der 
ebenen  Geometrie  möglich  ist  (Bd.  I,  p.  45),  Damit  liegt  die  Punkt- 
reihe von  selbst  auch  zu  dem  Ebenenbüschel  perspectivisch,  was 
erreicht  werden  sollte. 

Dass  man  zwei  projectivische  Punktreihen  immer  in  perspecti- 
vische   Lage    bringen   kann,  ist    aus    der  ebenen  Geometrie  bekannt, 
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soll  deshalb  nicht  mehr  erih-tert  werden.  Dasselbe  (jilt  auch  für 
E henenhä sehet ,  wenn  die  perspectivische  Lage  solcher  Büschel  dahin 
defiuirt  wird^  dass  ihre  Axeu  sich  schneiden,  und  dass  die  durch 
beide  Axen  gelegte  Ebene  sich  selbst  entspricht.  Es  mögen  die 
Ebenen  1,  2,  3,  4  .  .  .  des  einen  bez.  den  Ebenen  I,  II,  III,  IV  .  .  .  des 
andern  Bücheis  entsprechen.  Wir  verschieben  den  zweiten  Büschel 
so,  dass  die  Ebene  I  mit  1  zusammenfällt,  ohne  dass  die  Axen  beider 
Büschel  zusammenfallen.  Diese  Axen  schneiden  sich  dann  in  einem 
Punkte;  durch  letzteren  geht  auch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  2 
und  II,  sowie  überhaupt  die  Schnittlinie  je  zweier  entsprechender 
Ebenen.  Alle  diese  Schnittlinien  liegen  in  einer  Ebene.  In  der 
That,  durch  die  Linien  2 -II  und  3 -III  ist  eine  Ebene  E  be- 
stimmt-, in  dieser  erhalten  wir  durch  ihren  Schnitt  mit  den  Ebenen 
der  beiden  Büschel  zwei  projectivische  Strahlbüschel  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte;  bezeichnen  wir  nun  den  Schnitt  der  Ebene  E 
mit  der  Ebene  1  (die  ja  mit  I  identisch)  durch  l-I,  so  entspricht 
in  den  vereinigt  gelegeneu  Strahlbüscheln  jeder  der  Strahlen  l-I, 
2 -II,  3 -III  sich  selbst;  die  beiden  Strahlbüschel  fallen  demnach 
vollständig  zusammen;  d.  h.  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
der  beiden  Büschel  liegen  in  einer  Ebene.  Die  Büschel  sind  also  in 
j)erspectivische  Lage  gebracht.  Die  Ebene  E  heisst  ihr  perspectivischer 
Durchschnitt.  —   Allgemeiner  können  wir  nun  den  Satz  aussprechen: 

Projectivische  Gebilde  lassen  sich  immer  durch  congruente  Orts- 
verlinderung in  perspectivische  Lage  bringen. 

Umgekehrt  folgt  hieraus: 

Je  0wei  projectivische  Gebilde  erster  Stufe  (d.  h.  deren  Elemente 
von  einem  Parameter  abhängen)  kann  man  sich  aus  der  pcrsp)cctivischen 
Lage  entstanden  denhen. 

Es  liegt  nahe,  zu  untersuchen,  welche  Gebilde  durch  projectivische 
Reihen  und  Büschel,  die  nicht  perspectivisch  liegen,  erzeugt  werden. 
In  Betreff  derselben  gelten  folgende  Sätze: 


Die  Schnittlinien  entsprechender 
Ebenen  projectivischer  (nicht  per- 
spectivischer)  Büschel'^)  sind  die  „Er- 


Die  Verbindungslinien  cntspire- 
chender  PunJcte  projectivischer  (nicht 
perspectivischer)  PunJdreihen  sind  die 


*)  Steiner  nennt  projectivische  Ebenenbüscliel,  welche  nicht  perspec- 
tivisch sind,  scliief  liegend.  Die  hier  besprochene  Erzeugungs weise  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  ist  von  Steiner  entdeckt  und  zur  Grundlage 
ihrer  synthetischen  Behandlung  (vgl.  Bd.  I,  p.  46)  gemacht  (Systematische  Entwick- 
lung der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten,  Berlin  1832,  §.  51;  Gesammelte 
Abhandlungen,  Bd.  I).     Vgl.  auch  Chasles,  Apercu  historique,  Note  IX.    Für  die 

3* 
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zeugenden"  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung-, d.  li.  die  Punkte  dieser 
Schnittlinien  bilden  in  ihrer  Ge- 
saninitheit  eine  Fläche,  deren  Glei- 
chung in  Punktcoordinaten  vom 
zweiten  GraHe  ist  (vgl.  Fig.  8). 

Es  ergiebt  sich  dies  durch  Eli- 
mination von  A  aus  den  Gleichungen 
der  projectivischen  Büschel: 

Fig. 


„Erzengenden"  einer  Fläche  zweiter 
Klasse-,  d.  h.  jede  Ebene,  welche 
durch  eine  solche  „Erzeugende" 
hindurchgeht,  berührt  eine  gewisse 
Fläche,  deren  Gleichung  in  Ebenen- 
coordinaten  von  der  zweiten 
Klasse  ist. 

Es  ergiebt  sich  dies  durch  Eli- 
mination von  A  aus  den  Gleichungen 
der  projectivischen  Reihen: 


(8) 


E-\-  XE' 
F-j-  IF' 


0, 
0, 


indem  eine  Gleichung  zweiten  Gra- 
des 

(9)  EF'  —  FE'  =  0 

resultirt. 

Dieselbe  Fläche  (9)  wird  auch 
erzeugt  durch  die  Schnitte  ent- 
sprechender Ebenen  aus  den  bei- 
den Büscheln 


(8)  = 


P-f- AP'  =  0, 
Q  +  XQ'  =  0, 

indem  eine  Gleichung  zweiten  Gra- 
des 

(9)*        PQ'  -QP'  =0 
resultirt. 

Dieselbe  Fläche  (9)  *  wird  auch 
erzeugt  durch  Verbindung  ent- 
sprechender Punkte  aus  den  beiden 
Reihen 


rein  geometrische  Behandlung  dieser  Flächen  vgl.  von  Stau  dt,  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1856;  Reye,  Die  Geometrie  der  Lage,  2*^  Ab- 
theilung, Hannover  1868;  Creme  na,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der 
Oberflächen,  deutsch  von  Curtze,  Berlin  1870;  Schröter,  Theorie  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  und  der  Raumcurven  dritter  Ordnung,  Leipzig  1880. 


Punkt,  Ebene  und  Gerade. 
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(10) 


E+  iiF  =  0, 
E'  +  ^F'=0. 

Auf  jeuer  Fläche  gibt  es  daher 
zwei  von  einander  verschiedene 
Schaaren  von  Erzeugenden  (geraden 
Linien).  Man  sieht,  dass  die  Axen 
der  Büschel  (8)  unter  den  Erzeugen- 
den der  Schaar  (10)  enthalten 
sind  (nämlich  für  A  =  0  und  X  =  oo), 
und  dass  umgekehrt  die  Axen  der 
Büschel  (10)  unter  den  Erzeugen- 
den (8)  vorkommen.  Allgemein 
gilt  der  Satz: 

Jede  Erzeugende  der  einen  Schaar 
wird  von  jeder  Erzeugenden  der 
andern  Schaar  geschnitten.  Zwei 
Erzeugende  derselben  Schaar  aber 
schneiden  sich  niemals. 

Zum  Beweise  zeigen  wir  zu- 
nächst, dass  je  zwei  beliebige  Er- 
zeugende der  einen  Schaar  als 
Büschelaxen  benutzt  werden  dürfen, 
um  die  Fläche  als  Ort  der  Er- 
zeugenden der  andern  Schaar  zu 
construiren. 

Bedeuten  fi^  und  ft^  Constante, 
und  ist  Q  ein  variabler  Parameter, 
so  stellen  die  Gleichungen 

{E-^^,F)  +  q{E'  -\-ii,F')  =  0, 
(E-\-^,F)  +  q{E'  -\-^,F')  =  0 

zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
dar,  deren  Axen  der  zweiten 
Schaar  von  Erzeugenden  angehören. 
Schreibt  mau  dieselben  in  der  Form 

E-i-QE'  +  ^,{F+qF')==0, 
E+qE'-^^,{F-j-qF')==0, 


P'-|-^C/  =  0. 
Auf  jener  Fläche  gibt  es  daher 
zwei  von  einander  verschiedene 
Schaaren  von  Erzeugenden  (geraden 
Linien).  Man  sieht,  dass  die  Träger 
der  Reihen  (8)*  unter  den  Erzeugen- 
den der  Schaar  (10)*  enthalten  sind 
(nämlich  für  A  ==  0  und  A  =  oo),  und 
dass  umgekehrt  die  Träger  der 
Reihen  (10)*  unter  den  Erzeugen- 
den (8)*  vorkommen.  Allgemein 
gilt  der  Satz: 

Jede  Erzeugende  der  einen  Schaar 
wird  von  jeder  Erzeugenden  der 
andern  Schaar  geschnitten.  Zwei 
Erzeugende  derselben  Schaar  aber 
schneiden  sich  niemals. 

Zum  Beweise  zeigen  wir  zu- 
nächst, dass  je  zwei  beliebige  Er- 
zeugende der  einen  Schaar  als 
Träger  von  Punktreihen  benutzt 
werden  dürfen,  um  die  Fläche  als 
Ort  der  Erzeugenden  der  andern 
Schaar  zu  construiren. 

Bedeuten  fi^  und  (i^  Constante, 
und  ist  Q  ein  variabler  Parameter, 
so  stellen  die  Gleichungen 

zwei  projectivische  Punktreihen  dar, 
deren  Träger  der  zweiten  Schaar  von 
Erzeugenden  angehören.  Schreibt 
man  dieselben  in  der  Form 

F+qP'  +  ii,(Q-}-QQ')  =  0, 


so  erkennt  man,  dass  für  die  Schnitt-  so  erkennt  man,  dass  für  die  Ver- 
linien  beider  Ebenen  auch  die  Glei-  i  bindungslinie  beider  Punkte  auch 
chungen  1  die  Gleichungen 
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E  +  qE'  -=  0, 
F-\-  qF'  =  0 
erfüllt  sein  müssen,  da  ja  ft^  von 
^2  verschieden  ist.  Die  Elimina- 
tion von  Q  aus  den  letzteren 
Gleichungen  führt  auf  dieselbe 
Fläche  (9),  die  sich  aus  (8)  ergab, 
wie  behauptet  wurde*). 

Da  hiernach  jede  Erzeugende 
der  ersten  Schaar  als  Axe  für  er- 
zeugende Ebenenbüschel  benutzt 
werden  kann,  so  muss  auch  jede 
mit  jeder  Erzeugenden  der  zweiten 
Schaar  in  einer  Ebene  liegen,  w. 
z.  b.  w. 

Dass  zwei  Erzeugende  derselben 
Art  sich  nicht  schneiden,  folgt  dar- 
aus, dass  die  Gleichungen 
E-\-  IE'  =0,     F+  XF'  ^0, 
E-{-  XE'  =  0,     F  +  l'F'  =  0 
nur    zusammen    bestehen    können, 
wenn  gleichzeitig 
F^O,  E'  =  0,  F  =  0,  F'  =  0- 
dann  aber  müssten  sich  schon  die 
Axen  der   ursprünglichen  Ebenen- 
büschel schneiden. 

Wie  aus  Vorstehendem  erhellt, 
schneiden  irgend  zwei  zur  Erzeu- 
gung der  Fläche  benutzte  Ebenen- 
büschel, deren  Axen  Erzeugende 
der  ersten  Art  sind,  auf  irgend 
einer  Erzeugenden  der  ersten  Art 
ein    und   dieselbe  Punktreihe   aus: 


Q  +  qQ'  =0 

erfüllt  sein  müssen,  da  ja  j/^  von 
fty  verschieden  ist.  Die  Elimina- 
tion von  Q  aus  den  letzteren  Glei- 
chungen führt  auf  dieselbe  Fläche 
(9)*,  die  sich  aus  (8)*  ergab,  wie  be- 
hauptet wurde. 

Da  hiernach  jede  Erzeugende 
der  ersten  Schaar  als  Träger  für 
erzeugende  Punktreihen  benutzt 
werden  kann,  so  muss  auch  jede 
von  jeder  Erzeugenden  der  zweiten 
Art  geschnitten  werden,  w.  z.  b.  w. 

Dass  zwei  Erzeugende  derselben 
Art  sich  nicht  schneiden,  folgt  dar- 
aus, dass  die  Gleichungen 
P+  AP'  =  0,     Q+  XQ'  =  0, 
P-f  A'P'  =  0,     Q  +  X'Q'  =  0 
nur   zusammen    bestehen    können, 
wenn  gleichzeitig 
P  =  0,  P'  =  0,  ö-o,  ^'=0-, 
dann  aber  müssten  schon  die  Träger 
der  ursprünglichen  Punktreiben  in 
einer  Ebene  liegen. 

Betrachten  wir  irgend  zwei  zur 
Erzeugung  der  Fläche  benutzte 
Punktreihen,  deren  Träger  zu  den 
Erzeugenden  erster  Art  gehören. 
Legt  man  durch  einen  Punkt  der 
einen  Reihe  und  eine  beliebige  Er- 
zeugende   der    zweiten    Art     eine 


*)  Eliminirt  man  q  clirect  aus  den  Gleichungen 

E'  -\-  iM,F'  I 
(lu,  -  /.,)  {EF'  -  E'F)  =  0. 


und 

so  ergiebt  sich 

oder: 


E+^,F 
E  +  IL,  F 


l'imkt,  l*]beno  und  Gcratle. 
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denu  in  jedem  Punkte  der  Keihe 
schneiden  sich  zwei  Ebenen  der 
benutzten  Büschel,  und  durch  ihn 
geht  also  eine  Erzeugende  zweiter 
Art.  In  gleicher  Weise  schneiden 
beide  Büschel  auf  einer  zweiten 
beliebigen  Erzeugenden  erster  Art 
mittelst  derselben  Reihe  von  Er- 
zeugenden zweiter  Art  eine  Punkt- 
reihe aus.  Diese  Erzeugenden 
zweiter  Art  erscheinen  also  als 
Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  zweier  projectivischer 
Reihen.     Somit  folgt: 

Die  Erzeugenden  der  einen  Art 
iverden  von  den  Erzeugenden  der 
andern  Art  in  projectiviscJien  Punkt- 
reiJien  geschnitten;  durch  jeden 
Punkt  der  Fläche  geht  eine  Er- 
zeugende jeder  Art, 


Und  hieraus: 

Die  Fläche  (9)  Icann  auch  er- 
zeugt iverden  als  Ort  der  Verbin- 
dungslinien entsprechender  PunJde  in 
zwei  projectivischen  PunJctreihen. 

Die  von  uns  betrachteten  Fläch  en 
zweiter  Ordnung  sind  also  auch 
von  der  zweiten  Klasse. 

Daraus  geht  ferner  hervor, 
dass  jede  Ebene,  welche  durch 
irgend  eine  Erzeugende  gelegt  wird, 
eine  Tangentenebene  der  Fläche 
ist.  Ihr  Berührungspunkt  ist  leicht 
anzugeben.  Die  Ebene  muss  näm- 
lich die  Fläche  in  einer  ebenen 
Curve  zweiter  Ordnung  schneiden, 
da  sie  aus  den  beiden  Ebenen- 
büscheln zwei  einander  projecti- 
vische  Strahlbüschel  ausschneidet; 


Ebene,  so  geht  dieselbe  nach  dem 
Vorstehenden  von  selbst  durch  den 
entsprechenden  Punkt  der  andern 
Reihe.  Jede  Erzeugende  der  zweiten 
Art  kann  man  also  als  Axe  eines 
Ebenenbüschels  benutzen,  welcher 
auf  jede  der  beiden  betrachteten 
Punktreiheu  projectivisch  bezogen 
ist.     Somit  folgt: 


Die  Ehenenhiischel,  welche  ge- 
bildet tverdcn  von  allen  Ebenen,  die 
irgend  eine  Erzeugende  der  einen 
Art  und  alle  Erzeugenden  der  andern 
Art  enthalten,  sind  unter  einander 
projectivisch;  in  jeder  Tangenten- 
ebene der  Fläche  liegt  eine  Er- 
zeugende jeder  Art. 
Und  hieraus: 

Die  Flüche  (9)*  Imnn  auch  er- 
zeugt werden  als  Ort  der  Schnitt- 
linien entsprechender  Ebenen  aus 
zivei  projectivischen  Ebenenbüscheln. 

Die  von  uns  betrachteten  Flächen 
zweiter  Klasse  sind  also  auch  von 
der  zweiten  Ordnung. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  jeder 
Punkt,  welcher  auf  irgend  einer 
Erzeugenden  gewählt  wird,  ein 
Punkt  der  Fläche  ist.  Die  zu- 
gehörige Taugetenebene  findet 
man  in  folgender  Weise.  Alle 
Tangentenebenen  der  Fläche,  welche 
durch  den  Punkt  gehen,  müssen  in 
zwei  Ebenenbüschel  zerfallen,  deren 
Axen  sich  schneiden;  denn  dies  ent- 
spricht   dualistisch   dem  Zerfallen 
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diese  Curve  besteht  hier  aus  zwei 
sich     schneid eudeu     Geraden;    die 


eines  Kegelschnittes  in  zwei  Gerade. 
Die  eine  Axe  ist  die  segebene  Er- 


eine ist  die  gegebene  Erzeugende;  zeugende;  die  andere  muss  also 
die  andere  muss  also  eine  Er-  eine  Erzeugende  der  andern  Art 
zeugende  der  andern  Art  sein.  Ihr 
Schnittpunkt  ist  der  Berührungs- 
punkt; denn  seine  Tangentenebene 
ist  ja  durch  irgend  zwei  von  ihm 
ausgehende  Linienelemente,  die  auf 
der  Fläche  liegen,  bestimmt  (p.  22), 
insbesondere  also  auch  durch  die 
beiden  Erzeugenden. 


sein.  Die  durch  beide  Axen  be- 
stimmte Ebene  ist  die  Tangenten- 
ebene;  denn  ihr  Berührungspunkt 
ist  ja  definirt  als  Schnittpunkt 
irgend  zweier  Kanten  der  von 
ihren  Punkten  ausgehenden  Tan- 
gentenkegelu ;  und  als  solche  Kan- 
ten muss  man  die  beiden  Erzeugen- 
den auffassen. 

Der  dualistische  Charakter  der  durch  projectivische  Puuktreihen 
bez.   Ebenenbüschel   erzeugten   Flächen   zweiter  Ordnung  und  Klasse 
lässt  sich  analytisch  auf  folgende  Art  nachweisen. 
Aus  (8)  und  (10)  erhält  man: 

E :  F :  E'  :  F'  =  ?.^  :  —  k  :  —  fi  :  1. 
Diese  Proportion  repräsentirt  drei  lineare  Gleichungen  in  x,  y,  z-^ 
aus  ihuen  kann  man  also  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche 
als  quadratische  Functionen  zweier  Parameter  berechnen.  Die  Glei- 
chung des  beweglichen  Punktes  der  Fläche  ergibt  sich,  wenn  man 
aus  den  Gleichungen 

6E=Xii,     6F  =  —  X,     gE' =  —  ^,     6F'=\, 
ux  -\-  vy  -{-  WS  -\-  \  =0 
die   Grössen  6,  x,  y,  z  eliminirt;    die    so    entstehende   Gleichung  hat 
die  Form 

(11)  P  +  AP'-f  ft(?-f  Ai^C)'  =  0, 

wo    P,    Q,   P',  Q'   ganze    lineare    Functionen    in  m,  v,  iv    bedeuten. 

Daher  sind 

p  +  2P'  =  0,     (>  +  A  C/  =  0 
oder 

P+iiQ=o,   r  +  i^Q'-^^ 

Reihenpaare  auf  der  Fläche,  nämlich  projectivische  Punktreihen, 
deren  Träger  Erzeugende  derselben  Schaar  sind.  Die  Fläche  ent- 
steht also  auch  als  Ort  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
dieser  Reihenpaare,  wie  oben  auf  anderem  Wege  bereits  erkannt 
wurde. 

Die   Tangenten  ebene    des    beweglichen   Punktes,    der    durch    die 
Parameter  A,  ^  bestimmt   wird,  geht    sowohl   durch    die   Schnittlinie 
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der    Ebenen   (8)   als    durch    die    Sclinittlinie    der    Ebenen  (10);    ihre 
Gleichung  ist  daher: 

J5;  +  AE'  +  ^(F  +  IF')  ^F-\-  (iF  +  k{F'  +  ^F')  =  0 
oder: 

(11)*  F  +  XE'  +  ^F  +  ?.^F'  =  0. 

Die  Analogie  dieser  Gleichung  mit  (11)  zeigt  wiederum  den 
dualen  Charakter  der  Fläche;  letztere  wird  offenbar  ebenso  erhalten, 
wenn  man  davon  ausgeht,  dass  ihre  Tangentenebenen  diejenigen 
Büschel  bilden,  deren  Axen  als  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  der  Reihen  (8)*  oder  (10)'^  gegeben  sind. 

Es  liegt  nahe  zu  fragen,  ob  die  allgemeinste  Fläche  zweiter 
Ordnung  bez.  Klasse  durch  die  hier  behandelten  Erzeugungsweisen 
erhalten  werden  kann.  Diese  Frage  wird  im  Laufe  der  weiterhin 
folgenden  eingehenden  Untersuchungen  über  jene  Flächen  beant- 
wortet werden,  und  zwar  im  bejahenden  Sinne. 

Was  den  Ausnahmefall  angeht,  wo  die  Träger  resp.  Axen  der 
benutzten  Gebilde  sich  schneiden,  so  ist  aus  der  ebenen  Geometrie 
zu  entnehmen,  dass  in  derselben  Ebene  liegende  Punktreihen  eine 
ebene  Curve  zweiter  Klasse  erzeugen.  Hieraus  folgt  nach  dem  Prin- 
cipe der  Dualität,  dass  ^wei  projectivische  Fbenenhüschel ,  deren  Axen 
sich  schneiden,  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  erzeugen,  dessen  Spitze  im 
SchnittpimJite  der  Axen  liegt.  Dieser  Kegel  artet  weiter  bei  perspecti- 
vischer  Lage  in  ein  Ebenenpaar  aus,  gerade  wie  sich  die  ebene  Curve 
zweiter   Klasse   im   entsprechenden  Falle   in   ein   Punktepaar  auflöst. 

IV.  Die  gerade  Linie  und  der  lineare  Complex. 
Wie  schon  mehrfach  hervorgehoben,  nimmt  die  gerade  Linie  im 
Räume  gegenüber  Punkt  und  Ebene  eine  ausgezeichnete  Stellung  ein, 
indem  sie  zu  sich  selbst  dualistisch  ist,  und  indem  sie  sich  neben 
Punkt  und  Ebene  stellt  als  gleichberechtigtes  erzeugendes  Element 
für  geometrische  Gestalten.  In  der  That  kann  man  z.  B.  eine 
Fläche  auch  auffassen  als  Umhüllungsgebilde  ihrer  sämmtlichen  Tau- 
genten; und  dies  gilt  für  alle  Flächen,  seien  sie  allgemeiner  Natur, 
oder  abwickelbar  oder  endlich  Kegel.  Eine  allgemeine  Fläche  hat 
immer  dreifach  unendlich  viele  Tangenten,  da  in  jeder  Tangenten- 
ebene einfach  unendlich  viele  liegen  (einen  ebenen  Strahlbüschel 
bildend),  und  da  es  zweifach  unendlich  viele  Tangentenebenen  gibt. 
Eine  abwickelbare  Fläche  oder  ein  Kegel  hat  allerdings  nur  ein- 
fach unendlich  viele  Tangentenebenen;  aber  jede  berührt  längs  einer 
geraden   Linie,   also   in   einfach   unendlich   vielen  Punkten;  in  jedem 
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Punkte  gibt  es  einfach  unendlich  viele  Tangenten,  so  dass  in  jeder 
Tangentenebene  zweifach  unendlich  viele  Tangenten  liegen;  das  er- 
gibt wieder  im  Ganzen  dreifach  unendlich  viele  Flächentangenten. 

Hieraus  folgt,  nach  dem  Principe  der  Dualität,  dass  auch  eine 
Curve  (sei  sie  eben  oder  nicht)  durch  dreifach  unendlich  viele  Gerade 
gebildet  werden  kann.  Eine  Tangente  einer  abwickelbaren  Fläche 
ist  definirt  als  Verbindungslinie  zweier  unendlich  benachbarten  Punkte, 
welche  nicht  auf  derselben  Erzeugenden  liegen;  die  entsprechende 
Gerade  für  eine  Curve  ist  also  die  Schnittlinie  zweier  unendlich  be- 
nachbarter Tangentenebenen  der  Curve,  welche  nicht  durch  dieselbe 
Tangente  der  Curve  hindurchgehen,  d.  h.  als  Schnittlinie  irgend  zweier 
Tangentenebenen  zweier  benachbarten  Curvenpunkte.  Diese  Schnitt- 
linie aber  ist  irgend  eine  Gerade,  welche  durch  den  betrachteten 
Curvenpunkt  hindurchgeht.  Durch  jeden  Punkt  gehen  doppelt  unend- 
lich viele  Gerade,  die  Curve  hat  einfach  unendlich  viele  Punkte:  die 
Curve  hat  also  dreifach  unendlich  viele  „Treff geracW.  Diese  ent- 
sprechen den  Tangeuten  einer  abwickelbaren  Fläche  und  können  als 
erzeugende  Elemente  der  Curve  angesehen  werden. 

Im  Räume  gibt  es  überhaupt  vierfach  unendlich  viele  Gerade, 
denn  man  erhält  genau  sämmtliche  gerade  Linien,  wenn  man  jeden 
der  zweifach  unendlich  vielen  Punkte  einer  Ebene  mit  jedem  der 
ebenfalls  in  doppelt  unendlicher  Zahl  vorhandenen  Punkte  der  andern 
Ebene  verbindet.  Um  eine  gerade  Linie  festzulegen  hat  man  also 
vier  Bestimmungsstücke  nöthig,  die  als  Coordinaten  der  Geraden  an- 
gesehen werden  können.  Eme  Bedingung  zwischen  denselben  wird 
noch  von  dreifach  unendlich  vielen  Geraden  befriedigt;  sowohl  eine 
allo-emeine  Fläche,  als  eine  abwickelbare  Fläche  oder  eine  Raumcurve 
kann  deshalb  durch  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  dargestellt 
werden.  Aber  nicht  gibt  jede  solche  Gleichung  eines  dieser  drei  bis- 
her betrachteten  Gebilde,  sondern  wir  werden  noch  andere  Systeme 
von  dreifach  unendlich  vielen  Geraden  zu  untersuchen  haben,  die  so- 
genannten Complexe\  Flächen  und  Curven  werden  als  specielle  Fälle 
derselben  erscheinen.  Wie  man  in  der  Raumgeometrie  neben  den 
Flächen  die  Curve,  als  Gesammtheit  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Flächen,  untersucht,  so  hat  man  auch  neben  dem  Complexe  die  Gesammt- 
heit der  zweien  Complexen  gemeinsamen  geraden  Linien  gesondert  zu 
betrachten.  Man  sagt  von  solchen  doppelt  unendlich  vielen  Linien: 
sie  bilden  eine  Congruenz.  Drei  Complexe  haben  im  Allgemeinen  nur 
noch  eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Geraden  gemeinsam,  die 
sich  in  stetiger  Folge  an  einander  reihen,  und  so  eine  Oberfläche, 
eine  sogenannte  Linienßäche,   erzeugen  (die   Schaar  der  Erzeugenden 
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einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gibt  ein  Beispiel).  Vier  Complexe 
endlich  bestimmen,  als  ihnen  allen  gemeinsam,  im  Allgemeinen  eine 
endliche  AnsaJd  discreter  Linien.  Wir  gehen  jetzt  nicht  weiter  auf 
diese  allgemeinen  Vorstellungen  ein,  indem  wir  uns  vorbehalten,  sie 
au  Beispielen  zu  erörtern,  sobald  sich  Gelegenheit  bietet. 

Die  vier  zur  Bestimmung  einer  geraden  Linie  u(5thigen  Grössen 
kann  man  verschieden  wählen.  So  ist  die  Linie  z.  B.  eindeutig  ge- 
geben, wenn  die  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  mit  zweien  der 
Coordinatenebenen  bekannt  sind.  Bezeichnen  wir  mit  x^,  y^,  Si  und 
^2,  1/2)  ^2  c^iö  Coordinaten  zweier  gegebenen  Punkte  einer  Geraden, 
so  sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  derselben: 
_  X,  +  Xx.,  ^  y,  +Xy.        „  ^  ^i  +  ^^2 

Für  ic  =  0  und  y  =  0,  d.  h.  für 

/l  =  — ^     und     1  =  —  ''^ 

X.,  y., 

ergeben  sich  bez.  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  unserer  Geraden 
mit  der   Y-Z-  und  der  Z-X-Ebene,  nämlich: 


0 


2/0X1  —  y^x.^ 


■^2  2/1        "^1  Vi 


0 


x^z^ 

-  x,z^ 

X., 

—  ^1 

2/2^1 

-  2/1^2 

Vi  —  Z/i  2/2  —  2/1 

Der  Symmetrie  wegen  wollen  wir  nicht  diese  vier  Grössen  als  Linien- 
coordinaten  einführen,  sondern  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 
mit  der  X-Y-Ebene  hinzufügen;  sie  sind: 


z,x.,  z.,y,  —  z^y.. 


z,,  —  z,       '  0, 


0. 


Wir  haben  so  sechs  in  gleicher  Weise  gebildete  Grössen,  von  denen 
je  zwei  durch  die  übrigen  bestimmt  sind.  Sie  sind  nichts  anderes 
als  die  Verhältnisse  der  sechs  Differenzen,  genommen  mit  passen- 
dem Vorzeichen: 


(1) 


wo  ft  ProportiQnalitätsfactor  ist.  Diese  seehs  Grössen  p,  q,  r,  n,  x,  g, 
auf  deren  Verhältnisse  es  allein  ankommt,  führen  wir  als  Coordinaten 
der  durch  die  Punkte  x^,  y^,  0^  und  x.^,  y^,  0.2  bestimmten  Geraden  ein*). 

*)  Die   Begründung   der  Liniengeometrie  ist  im   Wesentlichen  Plücker's 
Werk,  wenn  auch  die  Liniencoordinaten  sich  vorher  gelegentlich  in  GrassmariD'a 


^P=X2     —    Xy, 

(i7t  =  ij^0^  -y^h, 

f*^  =  !/2  — !/i, 

tt  yc  =  Zy  00^}        Äo  *^\ } 

^r  =  ^2  —  z^, 

^(>  =  ^i!/2  —  Vi^i, 

44 


Erste  Abtheilung. 


Letzter©  trifft  die  Coordinateuebeueu  x 
Puukteu  mit  deu  Coordiuateu 


(2) 


0,  ^  =  0,  ^  =  0  bez.   in 


0, 

Q 

y. 

^ ; 

P' 

P 

9 

0, 

TT 

q' 

^  > 

2 

V. 

TT 

0. 

r  ' 

7; 

Ztvischen  den  sechs  Liniencoordinaten  'bestellt  die  Identität 

(3)  p7i  -\-  qK  -\-  rQ  =  0. 

In    der  That    ist    wegen  (1)  die   linke   Seite   von  (3)  gleich   der  De- 
terminante 

üC-y  Sy 

Vi      ^2 

d.  li.  identisch  Null.    Unsere  sechs  Liniencoordinaten  stellen  also  nur 
vier  von  einander  unabhängige  absolute  Grössen  dar,  wie  es  sein  muss. 


!/2  —  Vi 

^2  —  ^1 


,, Ausdehnungslehre"  (1844,  §  116  ff.)  finden,  wenn  auch  der  Gedanke,  eine  Curve 
durch  eine  einzige  Gleichung  in  Liniencoordinaten  darzustellen,  schon  von  Cayley 
verwirklicht  war  (1857,  Quarterly  Journal  of  mathematics ,  vol.  3).  Plücker's 
erste  Mittheilungen  finden  sich  (nach  einer  vorläufigen  Andeutung  in  Nr.  258 
seines  Systems  der  Geometrie  des  Raumes,  1846)  in  den  Philosophical  Trans- 
actions  von  1865  und  1866;  zusammenfassend  wurden  seine  neuen  Gedanken  dar- 
gestellt in  seiner  ,, Neuen  Geometrie  des  Raumes  gegründet  auf  die  Betrachtung 
der  geraden  Linie  als  Raumelement",  Leipzig  1868  (die  zweite  Abtheilung,  be- 
arbeitet von  Klein,  erschien  nach  Plücker's  Tode  1869).  Der  von  P  Kick  er  auf- 
gestellte Begriff  des  „Complexes"  war  ein  vollständig  neuer,  wenn  auch  manche 
specielle  Beispiele  gelegentlich  schon  früher  untersucht  waren,  so  in  Arbeiten 
von  Möbius,  Chasles,  Cayley,  Sylvester,  Binet,  Hamilton,  Abel 
Transon,  Poinsot,  auf  welche  wir  später  theilweise  aufmerksam  machen. 
Vgl.  darüber  C leb  seh,  Zum  Gedächtniss  an  Julius  Plücker,  Abhandlungen  der 
Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  1872.  Die  von  Plücker 
ursprünglich  gebrauchten  fünf  Coordinaten  einer  Geraden  (r,  s,  q,  a,  r})  sind 
weniger  symmetrisch  gewählt,  als  die  des  Textes;  sie  ergeben  sich  aus  letzteren 
mittelst  der  Formeln: 


P 


Q  = 


r 


V  = 


zwischen  ihnen  besteht  also  die  Identität  ra  —  qs  =  rj.  Die  folgenden  Be- 
trachtungen über  gerade  Linien  und  lineare  Complexe  findet  man  der  Haupt- 
sache nach  in  dem  angeführten  Werke  Plücker's;  vgl.  auch  Battaglini, 
Intorno  ai  sistemi  di  rette  di  primo  ordine,  Rendiconto  della  R.  Accademia  delle 
scienze  fisiche  e  matematiche  di  Napoli,  Giugno  1866  (auch  Giornale  di  mate- 
matiche,  1868). 
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Umgekehrt:  Wenn  irgend  sechs  Grössen  p,  q,  r,  n,  x,  q  der 
Gleiclmng  (3)  genügen,  so  können  sie  als  Liniencoordinaten  aufgefasst 
werden.  Alsdann  nlimlich  kann  mau  sieben  Grössen  ^,  x^,  x.j,,  y^,  y^, 
z^,  ^2  so  bestimmen,  dass  die  sechs  Gleichungen  (1)  bestehen,  aus 
welchen  sich  durch  Elimination  von  ft  fünf  von  einander  unabhängige 
Gleichungen  ergeben;  von  letzteren  ist  eine  die  Folge  der  übrigen 
wegen  (4);  man  hat  also  vier  Gleichungen  für  sechs  Unbekannte,  so 
dass  von  letzteren  noch  zwei  willkürlich  angenommen  werden  können. 
Dies  stimmt  damit  überein,  dass  die  Punkte  x^,  ?/i,  ^^  und  x.^,  y.2,  ^2 
durch  die  Linie  p,  q,  r,  it,  x,  q  nicht  bestimmt  sind,  vielmehr  auf 
ihr  beliebig  liegen  können. 

In  der  That  ist  es  leicht  zu  sehen,  dass  die  Verhältnisse  der 
sechs  Liniencoordinaten  nicht  geändert  werden,  wenn  man  die  Punkte 
^17  Vif  ^i  ^^^^  ^2}  y^}  ^2  durch  irgend  zwei  andere  Punkte  ihrer  Ver- 
bindungslinie ersetzt,  etwa  durch  |j,  7]^,  t,^  und  l^?  ^2?  ti,  wo: 


§1  = 


ni  = 


^.= 


^\    -j-   GX., 

1  -^o' 
Vi  +  g^a 

1   +  0 

h  4-  g^2 

l  +  ö 


h  = 


V2  = 


^2 


X^    -\-  T  X^ 
Vi    +   T^?/2 

1  +r 

^1  +  rz, 

1    +   T 


561  nun 


so  findet  sich 


vp   =  §2  —  ^j , 
vq'  =V2  —  Vi, 


VTc'  =  r}^t2  —  n->^iy 

^^'  =  ^1^2  —  ^2^1; 
7/^'   =   lit/2   —   i,71^, 


vp    = 


{x^  +  ra;,)  (1  -f  g)  —  (a,',  +  gx.;)  (1  -f-  t) 

(1  +  d)  (1  +  T) 
(c  —  t)  («,  —  x.^)  (r  —  6)(i 


2/i  +  <^y-i     Vi  +  T^Vi 

Z^    +  GZ^  Z^    -j-  XZ.2 


(1  +  a)(l  +  r) 


P; 


1          G 
1          T 

• 

Vi     y-i 

Zi          Ä2 

(1    +    CT)  (1   +   T) 

(r  —  o)^ 


(1  +  o)  (1  +  r) 


71. 


(1  +  <T)  (1  +  r) 

Aehnliche  Formeln  bestehen  für  q',  r',  k' ,  q' ,  so  dass 
(4)  p  '.  q:r  -.n-.yc'.  Q  =  p   :  q   :r'  :7i'  :  k'  :  q' , 

wie  behauptet  wurde. 

Die  von  uns  eingeführten  Coordinaten  sind  auch  deshalb  praktisch 
gewählt,  weil  sie  aus  den  Coordinaten  zweier  die  Gerade  enthalten- 
den Ebenen  in   ganz   analoger  Weise  berechnet  werden  können,  wie 
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aus   den   Coordinaten   zweier   auf  ihr  liegenden  Punkte,  was  ja  nach 
dem  Principe  der  Dualität  verlangt  werden  muss. 

Es  seien  ti^,  i\,  ii\  und  ik^,  v^,  iv^  zwei  Ebenen,  welche  durch 
die  Gerade  hindurchgehen,  so  dass: 

*'2^1  +  ^'2?/l  +  '^h^i  +  1=0, 
^'l^2  +  «^l?/2  +  ^«'l^2  +1=0, 
«■2^2  +  «^2?/2   +  ^''2^2   +1=0; 

also  auch: 

U^{X.^  —  ^l)   +  VlO/2   —  ?/l)   +  %(^2  —  ^l)   =  0, 

?/,2(ä:2  —  ^i)  +  V2(?/2  —  ?/i)  +  «'2(^2  —  ^1)  =  0. 
Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

(5)  ^'{y^  —  Vi)  =  i^Vi^i  —  iv.,Ui)  =-  V    q, 
f*  •  (^2  —  ^1)  =  (^h  '^2  —  «2  v^)  =v  -r. 

Aus  obigen  vier  Gleichungen  erhält  mau  ferner: 

{k^v.^  —  ?/2^,)?/i  +  («^^a«!  -  ^VlU2)'h  +  (^'1  -  %)  =  0; 
(n^v,  —  UiV2)Xi  +  («(^2^1  -  ^i\f^2)^i  +  (^1  —  ^'2)  =  0, 

oder  wegen  (5): 

^(02  ~  ^1)2^1  —  ^(!/2  -  ?/i)^i  +  («1  —  ^0  =  0, 

—  ^(^2  —  ^1)^1  +   /i(^2   —  ^l)^l  +  O'l    —  «^2)  =  0, 

f*  (?/2  —  Vi)  ^i  —  (^  (^2  —  ^1)  ?/l  +  K  —  ^"2)  =  0 . 

Hieraus  endlich  durch  Auflösung  der  Klammern: 

^  •  (!/l^2   ~  2/2^1)  =  %  —  ^'1  =  V  ■  TT, 

(6)  fi  •  (5!ia:2  —  ^2^1)  =  '^2  —  fj  =  V  •  Jc, 

^  •   (^l!/2  —  ^22/1)   =  *^2  —  ^f'l  =  V  •  (). 

J?em  Uebergange  von  Punktcoordinaten  m  Ebenencoordinaten  bleiben 
also  die  Grössen  p,  q,  r,  7t,  x,  q  als  Liniencoordinaten  erhalten;  es 
erscheinen  nur  p,  q,  r  bez.  mit  %,  x,  q  vertauscht. 

Für  die  Verhältnisse  der  sechs  Coordinaten  lässt  sich  eine  geo- 
metrische Bedeutung  leicht  angeben.  Ist  eine  Gerade  durch  einen 
Punkt  x^,  ^1,  ^1  und  die  Richtungswinkel  cc,  ß,  y  bestimmt,  eine 
andere  durch  einen  Punkt  x^',  ?//,  0/  und  die  Richtungswinkel  a\  ß',  y', 
so  hatten  wir  den  Ausdruck 
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31  = 


oc 


cos  cc      cos  a 


1        -^1 
Vi  —  Vi       cos  ß      cos  ß' 

Zi  —  Zy       cos  y      cos  y' 


als  das  Moment  der  beiden  Geraden   bezeichnet.     Dasselbe  soll  jetzt 

durch  die  Coordinaten  der  letzteren  ausgedrückt  werden. 

Ist  iC2,  ^2?  ^2  ®^^  Pnnkt  der  ersten  Geraden,  m  dessen  Entfernung 

von  x.^j  Pi,  01  und   haben  x^,  y^',  ^2  j  *'^'  entsprechende  Bedeutungen 

für  die  andere  Gerade,  so  ist: 

.T.,  —  X,                  ,,         y.,  —  y. 
'  ,       cos  ß    = — 

X,-  —  X,'  ^,         2/2'  —  ?/l 


(7) 


cos  a   = 


cos  ;^ 


cos  a 


cos  /3'  =  — 


cos  y 


Es  sind  ferner  die  Coordinaten  der  beiden  Geraden: 


iip  =  x.^ 


/*2  =  ?/2    —   Vi, 

fir  =  0^,  —  5fj, 
i^^  =  !/i^2  —  2/2^1; 

iiQ  =  x,y,  —  x.2yi, 
Man  findet  also 


^  J)    —  X2  Xi  , 

f^'f?'  =2/2'  —  yi> 

^'r'  =  0/  —  0/, 

ff  ff  ff 

fi>'  =  ^'i'y2  —  ^'2Vi- 


M  = 


'1 
2/1 


2/2     —   ?/l 


^,     —    ^1 


^9 


2  -^1 

2/2'  —  Vi 

3.-)  2, 


1 

mm' 


•^1  tX'O 


2/1 

^1 


2/2      2/2    —  2/1 

^./  —  ^.' 


^9 


?/l        !/2' 


^2    —    ^, 


3. 


mm 


-,{p'n  -}-  g'x  -j-  r'^  -\- pn'  +  Q'^'  +  ^?')" 


Nun  ist 


(8) 


m  =  y{x.,  —  x,y  +  (1/2  —  2/1)'  +  (^2  -  ^1)'  =  ^  Vf  +  3'  + »-', 


also  schliesslich 


(9) 


ilf  = 


2')''ii  -\-  q  V.  -\-  r' Q  -{-  pn'  -\-  qti'  -\-  rg' 


In  ähnlicher  Weise  lässt  sich   auch  die  Neigung  v  der  Geraden 
gegen  einander  durch   ihre  Coordinaten  berechnen.     Man  hat  (p.  7): 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  ~\-  cos  ß  cos  ß'  -\-  cos  y  cos  y' , 
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also  wegen  (7)  und  (8): 

(10)  cos  V  =  ' 

^  -j/pS    _|_  ^-2    _j_   ,.2     |/^'2    _^    g'2    _|_    ,.'S 

Insbesondere  sind  die  Coordinaten  der  X-Axe: 

fi'i?'  =  SC2  —  Xi  j     q   =  0,    r'  =  0,     n   =  0,    x'  =^0,     q'  =  0. 

Das  Moment  M^,  der  Linie  ^),  (7,  r,  :;r,  x,  ^  in  Bezug  auf  die  X-Axe 
wird  also  nach  (9): 

ebenso: 

yp'  -r  r  -r  r-  yq  - 
M,  =  '''     =  ^ 

yp'  +  <Z'  +  »■'  Vr"'         "* 
Berechnen   wir  ferner  das  Moment  My^  der   gegebenen  Geraden 
iu  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Gerade  (Bd.  I,  p.  67)  der  X-Y-Ebene. 
Die   Coordinaten   der   Schnittpunkte  der  letztern  mit  der  I^-Axe  und 
der  Z-Axe  sind  bez. 

0,     0,     a, 

0,     &,     0, 
wenn  lim  a  =  00  und  lim  b  =  00  genommen  wird.    Wir  machen  (was 
allerdings  eine  willkürliche  Festsetzung  involvirt)  a  =  &;  dann  wird: 

fi'p'  =       0;       (i'ti'  =  —  a^j 

li'q'  =       a,       fi'  ü'  =       0, 

ftV  =  —  a,      }i' q'  =       0, 


Vr 

+ 

2'^  +  r- 
q% 

>  Vp'-^ 

V¥ 

+ 

q'  +  r 

'■W- 

und: 

ebenso: 

also: 


—  a'p  —  ap 


Vp^  +  q^  +  r""  y2a^  mV^' 

'""^^     ml/2'    ^'^"^     myr 


M,,:M,,:M,,j  =  p:q:r. 

Hiermit  sind  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  geometrisch  definirt: 
Die  Coordinaten  p,  q,  r  einer  Geraden  verhalten  sich  (wenn  man 
den  nothivendigen  Grenzübergang  passend  ausführt)  ivie  die  ihrer  Mo- 
mente in  Bemg  auf  die  drei  unendlich  fernen  Geraden  der  Goordinaten- 
ebenen,  die  Coordinaten  n,  x,  q  wie  ihre  Momente  in  Bemg  auf  die 
drei  Coordinatenaxen. 

Die  Gerade  ist  auch  bestimmt^   wenn  die  absoluten  Werthe  der 
fünf  Grössen: 
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M         M 

Jf,,  M„,  Jf„  In,      I^ 

xy  xy 

gegeben  sind,  zwischen  denen  die  Relation 

xy  xy 

bestehen  muss. 

Nach  (9)  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Geraden  p,  g,  r, 
■n,  ^,  Q  und  p' ,  q  ,  r' ,  7t\  %' ,  q'  sich  schneiden  (oder  einander 
parallel  sind),  gegeben  durch  die  Gleichung 

(11)  p'n  -\-  q  y,  +  1"' Q  -\-  pn'  +  q'ii'  +  vq'  =  0. 

Sind  p' ,  q  ,  r' ,  n' ,  a' ,  q'  Coordinaten  einer  gegebenen  Geraden  und 
p,  q,  r,  7t,  x^  Q  veränderlich  (aber  so,  dass  sie  immer  der  Bedingung 
(3)  genügen),  so  ist  dies  die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden  in  Linien- 
coordinaten,  d.  i.  die  Bedingung,  welcher  alle  Treffgeraden  derselben 
genügen  müssen  (vgl.  p.  42).  Insbesondere  ist  ;t  =  0  die  Gleichung 
der  X-Axe,  p  =  0  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
r-Z- Ebene. 

Aus  (11)  ergeben  sich  leicht  die  Bedingungen  dafür,  dass  ein 
Punkt  auf  einer  Geraden,  oder  dass  eine  Gerade  in  einer  Ebene  liegt. 
Es  sei 

p   :  q   '.  r'  :  n'  :  %'  :  q'  =  x'  —  x  :  ij'  —  y  :  2'  —  s  : 

:  ijz'  —  y' s  :  sx'  —  2' x  :  xy'  —  xy, 
wo  a;,  y,  3  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  beider  Geraden  sind, 
indem  (11)  erfüllt  ist.     Wir  haben  also: 

(12)  {x'  —  x)  7t -\r  [tj  —  ij)  n -\-  {z'  —  b)q 

+  (^^'  —  y' ^)P  +  (^^'  —  s'x)  Q  +  i^y'  —  oc'y)  r  =  0; 
und  diese  Gleichung  muss  für  alle  Werthe  von  x',  y' ,  0'  erfüllt  sein, 
denn  die  Verbindungslinie  von  x,  y,  s  mit  jedem  Punkte  x' ,  y' ,  0' 
schneidet  die  Linie  p,  q,  r,  7t,  x,  q  (nämlich  eben  in  x,.y,  s).  Es 
müssen  daher  die  Coefficienten  von  x' ,  y' ,  z'  in  (12)  einzeln  Null 
sein,  d.  h.  man  hat 

71  -\-  zq  —  yr  =^^  0, 

/-JON  X  -{-  xr  —  zp  ==  0, 

9  +  yp  —  sü  =  o, 

7tx  -\-  xy  -\-  Q z  =  0. 

Durch  einen  Punkt  gehen  zweifach  unendlich  viele  Gerade;  die  ge- 
fundenen vier  Gleichungen  müssen  also  mit  zweien  äquivalent  sein. 
In  der  That  folgt  die  letzte  aus  den   drei  ersten,   wenn  letztere  bez. 
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mit  X,  y,  ß  multiplicirt  und  dann  addirt  werden;  die  dritte  ergibt 
sich  aus  den  beiden  ersten  vermöge  der  fundamentalen  Identität  (3). 
Also: 

Die  Gleichungen  (13),  von  denen  je  zwei  aus  den  beiden  anderen 
folgen^'),  sind  die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Linie  p,  q,  r,  tt,  k,  q 
durch  den  Punkt  x,  y,  s  hindurchgeht. 

Ganz  analog  erledigt  sich  die  dualistisch  entsprechende  Aufgabe. 
Es  seien  u,  v,  iv  die  Coordinateu  der  Ebene,  welche  den  beiden  sich 
schneidenden  Geraden  gemeinsam  ist,  und  u' ,  v' ,  w'  die  Coordinaten 
einer  anderen  Ebene,  so  dass  nach  (5) 

p'  '.  q  '.  r'  :  n'  :  %'  :  q'  =  vw'  —  v'w  :  tvu'  —  w'u  :  uv'  —  u'v  : 

:  u'  —  u  :  v'  —  V  :  tv'  —  t.v. 
Dann  folgt  aus  (11)  für  alle  Werthe  von  u',  v' ,  tv': 

(12)*       [vZü'   —  v'tv)  7C  +  (ivu'  —   w'u)  K  -\-  {uv'  —  u' v)  Q 

-\-  {u  —  u)p  -\-  W  —  v)  q  -\-  {tv'  —  tv)  r  =  0. 
Also  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

p)  -}-  WX  —  VQ    =0, 

q  4-  UQ  —  tVTi:  =  0, 
^     '^  r  -\-  V7i  —  tix    =  0, 

pu  -\-  qv  -\-  rtv  ==  0. 
Biese  Gleichungen,  von  denen  im  Allgemeinen  je  zwei  aus  den  beiden 
anderen  folgen,  sind  die  Bedingungen  dafür,   dass  die  Linie  p,  q,  r, 
7t,  z,  Q  in  der  Ebene  u,  v,  tv  liegt. 

Die  vorstehenden  Ueberlegungen  lassen  ferner  erkennen: 
Es  ist  (12)  die  Gleichung  einer  Es    ist    (12)*    die    Gleichung 

Ebene  in  Veränderlichen  x,  y,  z,  des  Punktes  in  Veränderlichen 
welche  durch  den  Punkt  x  ,  y' ,  z  u,  v,  tv,  in  welchem  die  Gerade 
und  durch  die  Gerade  p),  Q,  '>',  ^>  Pj  Q.,  ^'j  n,  a,  q  von  der  Ebene 
jc,  Q  gelegt  wird.  n' ,  v' ,  tv'  geschnitten  wird. 


*)  Wenn  trotzdem  alle  vier  Gleichungen  beibehalten  und  nicht  zwei  von 
ihnen  ausgewählt  werden,  so  geschieht  dies  theils  aus  Gründen  der  Symmetrie,  haupt- 
sächlich aber  deshalb,  weil  in  besonderen  Fällen  die  Auswahl  nicht  gleichgültig  ist. 
Für  X  =  0,  y  =  0,  2  =  0  sind  z.  B.  die  ersten  beiden  Gleichungen  und  die  letzte 
erfüllt,  sobald  nur  tt  =  0  und  m  =  0;  die  Identität  ergiebt,  dass  dann  r  ■  q  =  0 
sein  muss;  aber  erst  aus  der  dritten  Gleichung  würde  man  erkennen,  dass  die 
Lösung  9  :=  0  zu  wählen  ist.  Vgl.  über  solche  überzählige  Gleichungen  Bd.  I, 
p.  280,  389  und  691. 
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Es  war  (9)  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  in  Liniencoor- 
dinaten.     Wir  können  also  schliessen: 

Eine  lineare  honioycne  Gleichung  in  Liniencoordinaten: 

(14)  ajt)  +  hq  -j-  cq  -{-  an  -{-  ßx  -jr  yi)  =  0 

ist  die  Gleichmg  einer  geraden  Linie,  ivenn  die  Coefficienten  der  Be- 
dingung 

(15)  au  -\-l}ß-\-cy  =  0 

genügen.     In  der  Tliat  kann  man  dann  ja  die  Coefficienten  als  Coor- 
dinaten   einer  gegebenen   Geraden  p' ,  q  ,  r' ,  n' ,  k  ,  q'  betrachten, 

indem 

a  :  b  :  c  :  a  :  ß  :  y  =  7t'  :  x'  :  q'  :  p'  :  q'  :  r\ 

Welches  Gebilde  aber  wird  durch  die  allgemeine*)  lineare  Gleichung 
(14)  dargestellt,  wenn  die  Bedingung  (15)  nicht  erfüllt  ist?  Jeden- 
falls erhalten  wir  ein  System  von  dreifach  unendlich  vielen  Linien; 
einen  allgemeinen  linearen  Complex,  während,  wenn  (15)  erfüllt  ist, 
alle  Treffgeraden  der  dargestellten  Linie  einen  sogenannten  „speeiellen" 
linearen  Complex  bilden;  die  Linie  selbst  heisst  die  Axe  des  speciellcn 
Gomplexes.  Die  Gruppirung  der  Linien  eines  Complexes  im  Räume 
beurtheilen  wir  hauptsächlich  nach  den  Gebilden,  welche  erzeugt 
werden  von  allen  Geraden  des  Complexes,  «die  in  einer  Ebene  liegen 
oder  durch  einen  Punkt  gehen.  Für  den  speciellen  linearen  Complex 
selten  offenbar  die  Sätze: 


Alle  Linien,  welche  durch  einen 
Punkt  x' ,  y' ,  z  gehen,  liegen  in 
einer  Ebene;  letztere  ist  dargestellt 
durch  Gleichung  (12). 


Alle  Linien,  welche  in  einer 
Ebene  u',  v',  w'  liegen,  gehen  durch 
einen  Punkt;  letzterer  ist  dargestellt 
durch  Gleichung  (12)*. 


Diese  Sätze  bleiben  aber  auch  für  den  allgemeinen  linearen 
Complex  bestehen;  denn  alle  Punkte  x,  y,  z,  deren  Verbindungs- 
linien mit  einem  festen  Punkte  x  ,  y  ,  z  dem  Complexe  angehören, 
genügen  nach  (14)  der  Gleichung: 

(15)    a{x'  —  X)  -\-b  iy'  —  tj)  -\-  c  {z'  —  z)  -\-  a  {yz'  —  y' z) 

+  ß  {zx  —  z' X)  -\-  y  {xy  —  x  y)  =  0. 
Dieselbe  ist  linear  in  x,  y,  z,  stellt  also  in  der  That  eine  Ebene 
dar;  diese  geht  natürlich  durch  den  Punkt  x' ,  y' ,  z'  selbst  hindurch. 


*)  Es  ist  dies  die  allgemeinste  lineare  Gleichung  zwischen  Liniencoordi- 
naten; denn  letztere  sind  nur  Verhältnisszahlen,  alle  Gleichungen  zwischen  ihnen 
müssen  also  homogen  sein;  nicht  homogene  Gleichungen  haben  für  die  Geometrie 
keine  Bedeutung  (wohl  aber  für  die  Statik  nach  den  Arbeiten  von  Möbius 
und  Poinsot). 

4* 
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Der  specielle  Complex  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  alle  Ebenen, 
welche  den  Punkten  des  Raumes  so  zugehören,  einen  Büschel  bilden, 
indem  jede  Ebene  des  Büschels  allen  in  ihr  liegenden  Punkten  zu- 
geordnet ist.  Vermöge  der  allgemeinen  linearen  Gleichung  (15)  ist 
dagegen  jedem  Punkte  eine  besondere  Ebene  zugeordnet  und  umge- 
kehrt. Die  Coordinaten  u' ,  v' ,  tv'  der  Ebene  (15)  ergeben  sich,  in- 
dem man  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  die  Form  u' x  -\-  v'y 
-\-  WZ  -f-  1  bringt;  es  ist  daher: 

au'  =         *    +  YV'  —  ß^'  —  «; 

(16)  6v'  =  —  yx'  +    *    -\-  kb'  —  h, 

aw'  =  +  ßx'  —  ay'  -\-    *    ~  c, 

a  =       ax'  +  ^y'  +  c-^'  +  *• 

Die  hierdurch  festgelegte  Beziehung  zwischen  den  Punkten  und 
Ebenen  des  Raumes  ist  ein  besonderer  Fall  der  sogenannten  diiali- 
stisclien  oder  recipröken  VerivancUscliaft  Die  allgemeine  Verwandtschaft*) 
dieser  Art  ist  gegeben  durch  die  allgemeinste  lineare  Beziehung  zwischen 
Punkten  und  Ebenen,  also  durch  vier  Gleichungen  der  Form  (vgl. 
Bd.  I,  p.  264): 

6U  =  a^X  +  (2i22/  +  «^13^  +  0^14  j 
ÖV  =  «21  a;  -f  «22^  +  «23^  +  «24? 
ÖIV  =  a^^X  +  %2?/  +  «33^  +  «34  J 

ö  =  a^^x  -}-  a^.^y  +  a^^s  -f  a^^. 

Für  den  Fall,  wo  «^  =  O'ki,  ist  dies  die  Beziehung  zwischen  Pol 
und  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche 
wir  später  studiren  werden.  Stellt  man  die  Forderung,  dass  jeder 
Punkt  in  der  zugehörigen  Ebene  liegt,  dass  also 


*)  Ausgehend  von  diesem  Begriffe  der  Verwandtschaft  sind  die  geometri- 
schen Beziehungen,  welche  sich  nach  Plücker  aus  Betrachtung  des  linearen 
Complexes  ergeben,  schon  früher  im  Anschlüsse  an  die  Gleichungen  (16)  studirt 
worden,  so  von  Giorgini  (Memoire  della  Societä  italiana  della  science,  Bd.  20, 
1827),  Möbius  (Crelle's  Journal,  Bd.  10,  p.  317,  1833  und  Lehrbuch  der  Statik, 
erster  Theil,  §.  84  ff,  Leipzig  1837;  Gesammelte  Werke  Bd.  1,  p.  491  und  Bd.  3, 
p.  118),  Chasles  (vgl.  das  auf  p.  20  citirte  Memoire  de  geometrie,  §.  XXIV), 
Magnus  (Aufgabensammlung,  2.  Theil,  1837).  Rein  geometrisch  wurde  der 
lineare  Complex  definirt  von  Chasles  (Liouville's  Journal,  t.  4,  1839),  nuter 
dem  Namen  „Nullsystem"  von  von  Staudt  (Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage, 
Nürnberg  1856,  p.  TS),  von  Sylvester  (Comptes  rendus  t.  52,  1861). 
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(hx  -j-  vy  -\-  iv::!  -\-  1)  a  =  rt^x'^  -|-  (i-^^if  +  (^■ss^^  +  ^*.i4 

+  («12   +  0^21 )  ^'2/  +   («13   +  «3l)  ^'^  +   Ki   +  «.ll)  ^ 
+   («23   +   «32)  !/^  +  («21  +  «12)  y      +   («31  +  «13)    ^ 

SO      folgt:     rtji   =  «22  =^  «33   =^  «4i  ^^  ^^  >        «12   =   —    «21  }        «13  =  «31  7 

«M  =  «41)       «23  "^^  «32  7       «21  ""^^  «12  >       «31  ^^  «IS* 

Die  durch  den  linearen  Complex  hegrilndete  reciprolce  Verwandtschaft 
ist  also  die  allgemeinste^  hei  tuelcher  jede  Ebene  den  ihr  entsprechenden 
PunM  enthält. 

Für  jede  liueare  reciproke  Verwandtscliaft  gilt  der  Satz:  Einer 
PunJctreihe  entspricht  ein  ihr  projectivischer  Ehenenhüschel.  lu  der  That, 
deu  Punkten  der  Reihe 

'^—    i+;i~'     y~    1  +  A   '       "—    i  +  x 
entsprechen  die  Ebenen 

A_+iA2        ,.  __  B,  +  IB,  G.^XC, 

wo: 

A   =  «11^1  +  «12!/l   +  «13^1  +  «147       ^1  =  «21^1   +  «22«/l  +  «23^1  +  «24? 

A^  =  «ii^'a  "r  «12^/2  "T  «i3'^2  ~r  «i4>     -"2  "^^  «21^2  ~r  «22^2   1   «23^2  "T  «247 

C;  =  agia^i   +  «gg^/i    H-   «33^1   +  «34,       A  =  «41^1  +  «42^1  +  «43^1  +  «447 
Og  =  %i  ^2   +  «32^2   +  «33%   +   «347       A  =  «41^2  +  «42^/2  +  «43%  +  «44- 

In  unserem  Falle  tritt  die  Besonderheit  ein,  dass  Punhtreihe  und 
zugehöriger  Ehenenhüschel  perspectivisch  liegen.  Es  ist  so  jeder  Geraden 
eine  andere  zugeordnet,  und  diese  Zuordnung  ist  „involutorisch"  (d.  h. 
wechselseitig,  was  für  die  allgemeine  reciproke  Verwandtschaft  nicht 
gilt,  wohl  aber  für  die  Polarverwandtschaft  bei  Flächen  zweiten 
Grades).  Die  eine  der  beiden  Geraden  heisst  die  conjugirte  Polare 
der  andern  in  Bezug  auf  den  linearen  Complex.  Dieser  involutorische 
Charakter  der  Beziehung  hört  sofort  auf,  wenn  die  Determinante 
der  linearen  Gleichungen  (16)  verschwindet,  d.  h.  wenn  {aa  -\- 
&/3  +  cy)^  =  0,  also  für  den  speciellen  Complex;  in  dem  Falle 
ist  jeder  beliebigen  Geraden  die  Axe  des  Complexes  als  conjugirte 
Polare  zugeordnet.  Im  Folgenden  soll  das  Verschwinden  dieser  Deter- 
minante ausgeschlossen  sein.  —  Mittelst  der  Gleichungen  (16)  be- 
weist man  noch  leicht  folgende  Sätze: 

Bewegt  sich  eine  gerade  Linie  in  einer  Ehene,  so  dreht  sich  ihre 
conjugirte  Polare  um  den  der  Ehene  zugehörigen  Punlä. 

Jede  Linie  des  Complexes  ist  ihre  eigene  reciproke  Polare. 


54  Erste  Abtheilung. 

Jede  Linie  des  Complexes,  ivelclie  sivei  einander  conjugirte  Polaren 
schneidet,  gehört  dem  Complexe  an. 

Ebenso  wie  die  Ebenen  eines  Büscliels  verhalten  sich*)  alle  Ebenen, 
die  einer  festen  Ebene  parallel  sind:  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
bilden  eine  gerade  Linie.  Bedeutet  nämlich  A  einen  Parameter,  so 
sind  bekanntlich  alle  Ebenen  des  Systems 

(17)  ux  -\-  vy  -\-  tv B  -\-  l  =  0 

unter  einander  parallel,  und  zwar  parallel  zu  der  Ebene  ux  -f-  vy 
-f-  iV0  -f-  1  =  0.  Die  Gleichungen  (16)  ergeben  daher  für  die  Coor- 
dinaten  der  den  Ebenen  (17)  zugeordneten  Punkte: 

+       —  cü  4-    btü  —  Xcc 
a;  = 

(18)  U  - 

Diese  Gleichungen  können  in  der  Form 

X  =  Xq  -^  d  cos  «',     ^  =  ^0  +  ^^  *^o^  /^'j     z  =  Zf^-\-  d  cos  y' 

geschrieben  werden,  wenn  d  einen  neuen,  zu  A  proportionalen  Para- 
meter bedeutet,  nämlich: 


au  -\-  ßw 

+ 

yw 

+ 

* 

+  cw  +   * 

— 

aw  — 

Xß 

au  -\-  ßv 

+ 

yw 

+ 

* 

—  bu  -\-  av  -{■ 

* 

— 

ly 

au  -\-  ßv  -\-  yiü 
und  wenn: 

bw  —  cv  cu  —  ato  av  —  bu 

^         au  -\-  ßv  -\-  yw  "^^  au  -\-  ßv  -\-  yw  ^  au  -\-  ßv  -\-  yw 


cos  y   = 


Va'  +  (3'^  +  y^' 

Die  hier  eingeführten  Grössen  Xq,  y^,  0q,  cos  «',  cos  ß',  cos  y'  haben 
immer  endliche  angebbare  und  bestimmte  Werthe,  es  sei  denn,  dass 
die  Ebene  u,  v,  w  parallel  der  durch  (19)  bestimmten  Richtung  ist. 
Sollte  nämlich  der  Nenner  «^  +  |3^  -}-  y'^  verschwinden,  so  müssten 
a,  ß,  y  einzeln  Null  sein;  es  würde  also  auch  aa  -\-  hß  -\-  cy  =  0, 
d.  h.  wir  hätten  einen  speciellen  Complex,  was  wir  ausgeschlossen 
haben  (p.  53).  Der  Nenner  au  +  ßv  +  ytv  würde  Null  werden, 
wenn  die  Ebene  u,  v,  w  der  Geraden  mit  den  Richtungswinkeln  «', 


*)  Vgl.  die   erste   Note  zu  p.  19.     Man  kann  solche  Ebenen   auffassen  als 
einen  Büschel  mit  unendlich  ferner  Axe  bildend. 
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ß' ,  y"  parallel  wäre;  dies  ist  also  durch  passeude  Wahl  der  Grössen 
u,  V,  w  iiuDier  zu  vermeiden.  Jede  Linie,  welche  in  der  angegebenen 
Weise  einem  Systeme  von  Parallelebenen  entspricht,  heisst  ein  Durch- 
messer des  linearen  Complexes.     Aus  (19)  folgt: 

Alle  Durchmesser  eines  linearen  Complexes  sind  unter  einander 
parallel. 

Unter  ihnen  ist  einer  dadurch  ausgezeichnet,  dass  er  senkrecht 
steht  auf  den  Ebenen,  welchen  seine  Punkte  zugehören.  Dieser  Durch- 
messer heisst  die  Äxc  des  Complexes;  für  die  entsprechenden  Ebenen 
muss  man  haben: 

u  :  V  :  w  =  cos  a'  :  cos  ß'  :  cos  y' , 

also  wegen  (19): 

u  :  V  :  IV  =  a  :  ß  :  y. 

Nach  (18)  sind  demnach  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Axe: 

—  cß  -{-  hy  —  X' a 


(20) 


«^  +  f 

+ 

y' 

+ 

Ca  —  a 

V  - 

-  X' 

'ß 

«•^  +  ß^ 

+ 

— 

bei  -f  ü 

'ß- 

-  X 

'v 

^  «^  +  ß2  +  y^ 


WO   X'   einen  Parameter  bezeichnet;   bei   einem   allgemeinen   linearen 
Complexe  sind  dies  immer  endliche  bestimmte  Grössen. 

Die  Gleichung  des  Complexes  wird  besonders  einfach,  wenn  wir 
die  soeben  bestimmte  Axe  als  Z-Axe  des  Coordinatensystems  ein- 
führen. Es  muss  dann  für  alle  Werthe  von  X'  x  =  0  und  y  =  0 
sein,  also: 

a  =  0,     ß  =  0,     by  —  cß  =  0,     ca  —  ay  =  0, 

folglich,  da  y  nicht  Null  sein  kann: 

a  =^  0   und    &  =  0. 

Die    Gleichung   des   Complexes,   bezogen  auf  ein  Coordinatensystem, 
dessen  Z-Axe   mit  der  Axe  des  Complexes  zusammenfällt,  ist  somit 

(21)  yQ^cr  =  0. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  seiner  Axe  sind 

x=^0,    y=^0,    ^=— ^. 

Die  Gleichungsform  (21)  kann  auf  unendlich  viele  Weisen  hergestellt 
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werden*),  da  nur  die  Z-Axe  festgelegt  ist,  während  X-  und  F-Axe 
nebst  dem  Anfangspunkte  noch  unbestimmt  bleiben. 

Die  Bedingung   dafür,   dass   die  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
X,  y,  z  und  x  ^  ij' ,  z'  dem  Complexe  angehört,  wird  jetzt 
(22)  y  {xy'  —  x' ij)  -\- c  {z'  —  g)  =  0. 

Diese  Gleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  man  gleichzeitig  s  durch 
z  -\-  l  und  z'  durch  z'  -\-  l  ersetzt.  Also:  Gehört  eine  Linie  L  dem  Com- 
plexe an,  so  gilt  dies  auch  von  jeder  Linie,  welche  aus  ihr  durch  Verschiebung 
kl  Eichtung  der  Z-Axe  entsteht,  d.  h.  durch  eine  Bewegung,  bei  welcher 

jeder  Punkt  von  X  auf  einer 
Parallelen  zur  Z-Axe  fort- 
rückt, während  L  immer 
zu  sich  selbst  parallel 
bleibt  (so  sind  in  Fig.  9 
die  Linien  L' ,  L'  aus  L 
entstanden). 

Der  Ausdruck  xy' 
—  x'y  ist  gleich  dem 
doppelten  Inhalte  des  Drei- 
ecks, welches  vom  Anfangs- 
punkte und  den  Projec- 
tionen  der  Punkte  x,  y,  z 
und  x' ,  y' ,  z'  auf  die  X- 
Y-  Ebene  gebildet  wird. 
(Bd.  I,  p.  12).  Dieses  Dreieck  kann  nicht  geändert  werden,  wenn 
man  beide  Punkte  sich  auf  Kreisen  um  die  Z-Axe  bewegen  lässt, 
ohne  ihre  gegenseitige  Entfernung  und  ihre  Z-Coordinaten  zu  ändern. 
Alle  Linien,  welche  dadurch  aus  L  erhalten  werden,  genügen  also 
auch  der  Gleichung  (22):  Eine  Linie  des  Complexes  geht  wieder  in  eine 
solche  über,  ivenn  man  sie  um  die  Z-Axe  rotiren  lässt. 

Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Anordnung  der  Complex- 
linien  im  Räume  zu  machen,  genügt  es  hiernach,  alle  Linien  des 
Complexes  zu  untersuchen,  welche  eine  Gerade  treffen,  die  zur  Axe 
des  Complexes  senkrecht  steht  und  dieselbe  schneidet.  Diese  Gerade 
braucht  man  dann  nur  um  die  Z-Axe  rotiren  zu  lassen  und  längs 
derselben  zu  verschieben,  um  alle  Linien  des  Complexes  zu  erhalten  **). 


*)  Auf  die  vollständige  algebraische  Erledigung  dieser  Transformation 
kommen  wir  in  der  Folge  bei  Untersuchung  der  Beziehungen  zwischen  einem 
linearen  Complexe  und  einer  Fläche  (bez.  Curve)  zweiter  Ordnung  zurück. 

**)  Plücker  construirt  a.  a.  0.   alle  Complexlinien  als  Tangenten  gewisser 
Schraubenlinien;  auch  hierauf  gehen  wir  später  ein. 
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Als  solche  Gerade  wählen  wh-  insbesondere  die  X-Axe. 
x  j  0,  0  derselben  ist  nach  {^''>^  die  Ebene 

yx  y  -f-  c^  =  0 
zugeordnet,  also   eine   Ebene,   welche   selbst  durch   die   X-Axe  hin- 
dnrchgeht;  folglich:  Jede  Linie,  tvelche  zur  Axe  senkrecht  steht  und  die- 
selbe schneidet,  gehört  dem  Complexe  an*). 

Bewegt  sich  der  Punkt  x' ,  0,  0  auf  der  X-Axe,  so  dreht  sich 
die  zugehörige  Ebene  um  diese  Axe.  Ihre  jedesmalige  Neigung  qp 
gegen  die  X-F-Ebene  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

,                      z         yx' 
tang  (p  =  —  = 

Fig.  10. 


Dem  Anfangspunkte  (a;'  =  0)  entspricht  also  die  Ebene  ^  =  0,  wie  es 
nach  der  Definition  der  Complexaxe  sein  muss;  cp  wächst  mit  wachsen- 
dem x'\  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  X-Axe  entspricht  die 
X-.Z'- Ebene.  Ist  das  Verhältniss  y  :  c  gegeben,  etwa  gleich  8,  so 
kann  man  die  zu  x'  gehörige  Ebene  leicht  construiren  (vgl.  Fig.  10). 
Es  sei  OA  =  x'  und  OB  =  d-  man  ziehe  BC\\  OA  und  OD  =  OA 
=  x     senkrecht  zur  X-Y-Ebene;   dann  ist  der  Winkel  DBC  gleich 


*)  Es  ergibt  sich  dies  auch  daraus,  dass  alle  die  erwähnten  Linien  auch 
die  unendlich  entfernte  conjugirte  Polare  der  Axe  treffen;  denn  die  zur  Axe  senk- 
rechten, einander  parallelen  Ebenen  verhalten  sich  analytisch  wie  ein  Ebenen- 
büschel mit  unendlich  ferner  Axe;  vgl.  die  Note  zu  p.  54  und  unten  p.  88f. 
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q)j  die  gesuchte  Ebeue  also  durch  die  Linie  AD  und  die  X-Axe  be- 
stimmt. Alle  Complexlinien,  welche  durch  Ä  gehen,  liegen  in  der 
so  construirten  Ebene. 

Führt  man  diese  Construction  für  alle  Punkte  der  X-Axe  aus, 
so  erhält  man  unendlich  viele  Linien  AD,  welche  eine  Fläche  bilden. 
Diese  Fläche  ist  von  der  zweiten  Ordnung.  In  der  That,  die  Punkte 
A  der  X-Axe  sind  perspectivisch  durch  einen  Büschel  von  Parallelen 
auf  die  Punkte  der  Linie  BG  bezogen,  die  letzteren  aber  sind  wieder 
perspectivisch  zu  den  Punkten  der  Linie  5Z);  also  die  Punktreihe 
OA  ist  projectivisch  zu  der  Reihe  BD]  somit  bilden  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse*). 

Diese  Fläche  muss  man  sich  für  jede  zur  Z-  Axe  senkrechte  Treff- 
gerade derselben  construirt  denken;  dann  kennt  man  alle  Complex- 
linien. 

V.    Systeme  von  zwei  und  drei  linearen  Complexen. 

Das  einfachste  Beispiel  einer  Congnienz  (p.  42)  liefern  die  Ge- 
raden, welche  gleichzeitig  zwei  linearen  Complexen  C=0  und  0'  =  0  oder 

[  C  ^  ap   -\-l>(j[   -{-er   -\-  an   +  /3x   -\-  yQ   =0, 
^  \  C  ^  a  p  -\-  h'q  4"  c'y  -\-  a  tc  -\-  ß'x  -\-  y' Q  =  0 

angehören.  Sind  beide  Complexe  specielle  (p.  51),  so  hat  man  ein- 
fach die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  zwei  gegebene  Gerade 
schneiden;  aus  einem  solchen  Systeme  von  zweifach  unendlich  vielen 
Geraden  besteht  aber  auch  die  allgemeinste  Congruenz,  welche  durch 
zwei  lineare  Complexe  bestimmt  werden  kann. 

Betrachten   wir  die   von   einem  Parameter  A   linear   abhängende 
Seh  aar  von  Complexen 
(2)  C+XC'  =  0, 

denen  allen  die  durch  die  Complexe  (1)  bestimmte  Congruenz  ge- 
meinsam ist.  Jeder  Complex  der  Schaar  ist  durch  einen  Parameter 
A  bestimmt,  dessen  geometrische  Deutung  uns  später  beschäftigen 
wird.  In  dieser  Schaar  sind  im  Allgemeinen  zwei  specielle  Complexe 
enthalten;  die  Parameter  derselben  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung 
(a  +  Aa')(«  +  ^«')  +  (&+^&')(/5  +  ^/3')  +  (c  +  'lO(y  +  ^y')  =  0 

oder  nach  Potenzen  von  A  geordnet: 


*)  Und  zwar  hier  ein  sogenanntes  hyperbolisches  Paraboloid ,  wie  man  auf 
Grund  der  später  zu  gebenden  Definition  einer  solchen  Fläche  leicht  nachweist. 
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{aa  -\-  hß  +  cy)  +  A  (aa    +  bß'  +  cy'  +  a'a  +  b' ß  +  c» 

(3)  -f  A^  («'«'  +  6'/}'  +  c'y')  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden  im  AUgemeiDen  von  einander 
verschieden  sein;  sie  seien  A'  und  A",  so  dass 

r=^  C  +  A'C  =  0  und  r  eeeC-\-  k"G'  =  0 
die  Gleichungen  der  beiden  speciellen  Complexe  darstellen.     Nun  ge- 
hört die  den  Complexen  (2)   gemeinsame  Congruenz  auch  den  Com- 
plexeu  r=0  und  T' =  0  an,  und  umgekehrt,   denn  die  Gleichung 
(2)  kann  auch  in  der  Form 

(4)  r+iiF'  =  0,  wo  ^  =  ^_=^, 

dargestellt  werden.  Die  Congritem  besteht  also  aus  allen  gemeinsamen 
Treffgeraden  der  beiden  Geraden,  ivelche  die  in  der  Sehaar  (2)  enthal- 
tenen speciellen  Complexe  darstellen*).  Diese  Geraden  heissen  Leitlinien 
oder  Directricen  der  Congruenz;  dieselben  werden  sich  im  Allgemeinen 
nicht  schneiden  (vgl.  unten).     Offenbar  gilt  der  Satz: 

In  jeder  Ebene  liegt  eine  und  durch  jeden  PimM  geht  eine  Linie 
der  Congruenz. 

Erstere  Gerade  ist  der  Ort  derjenigen  Punkte,  welche  vermöge 
(2)  der  betrachteten  Ebene  zugeordnet  sind-,  letztere  ist  gemeinsame 
Schnittlinie  derjenigen  Ebenen,  welche  mittels  (2)  dem  Punkte  ent- 
sprechen.    Hieraus  erhält  man  ferner  den  Satz: 

Die  beiden  Directricen  sind  einander  conjugirte  Polaren  in  Bezug 
auf  jeden  Complex  der  Schaar  (2). 

Ausgenommen  sind  hier  die  Punkte  der  Leitlinien  selbst;  durch 
einen  solchen  Punkt  gehen  unendlich  viele  Gerade,  sie  bilden  die 
durch  ihn  und  die  andere  Leitlinie  gelegte  Ebene.  Ebenso  liegen  in 
jeder  durch  eine  Leitlinie  gehenden  Ebene  unendlich  viele  Gerade 
der  Congruenz;  dieselben  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  andern 
Leitlinie. 

Untersuchen  wir  noch  die  Lagenverhältnisse  der  Durchmesser 
und  Axen  unserer  Complexe  (2).  Zunächst  führen  wir  ein  ausge- 
zeichnetes Coordinatensystem  ein.  Als  ^-Axe  wählen  wir  diejenige 
Gerade,  welche  auf  beiden  Directricen  senkrecht  steht;  Anfangspunkt 
soll    der   Mittelpunkt    des   kürzesten    Abstandes    beider   Linien   sein; 


*)  Das  Studium  der  Strahlensysteme  (Systeme  von  zweifach  unendlich 
vielen  Geraden)  wurde  schon  vor  Plücker  von  Hamilton  und  Kummer  (Crelle's 
Journal  Bd.  57,  1859)  in  Angriff  genommen.  Das  im  Texte  zu  behandelnde 
Strahlensystem  erster  Ordnung  und  erster  Klasse  insbesondere  ist  schon  von 
0.  Hermes  (Crelle's  Journal  Bd.  67)  untersucht. 


60  Erste  Abtheilung. 

dieser  Abstand  mag  mit  21  bezeichnet  werden;  die  X-  und  F-Axe 
sollen  so  liegen,  dass  sie  die  Winkel  halbieren,  welche  von  den  Pro- 
jectionen  der  beiden  Directricen  auf  die  X-Y-Ebene  eingeschlossen 
werden.  Ist  P  ==  0  die  Gleichung  der  Directrix,  deren  Projection  die 
Winkel  zwischen  den  positiven  Richtungen  der  Coordinatenaxen  hal- 
birt,  so  genügen  die  Coordinaten  irgend  zweier  ihrer  Punkte  den  Be- 
dingungen: 

0^=0^  =  1,     |i  =  g  =  tang|, 

wenn  ^  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Directricen  bezeichnet. 
Ihre  Coordinaten  sind  also  nach  Gleichung  (1),  p.  43: 

^^  =  t3otg  -^-  ,   y  =  0 ,    f  =  —  cotg  - ,   Q  =  0,   7t=  —  Uj,    x  =  lp, 

und  folslich  wird  ihre  Gleichung: 


'o 


r=l(q  cotg  -  —  _p)  -f-  K  +  n;  cotg  ^  =  0. 

Aendert  man  die  Vorzeichen  von  l  und  0",   so  ergiebt  sich  die  Glei- 
chung der  zweiten  Directrix: 

r' =  l(q  cotg- -\- p) +x  —  7t  coig-  =  0. 

Die  Congruenz  erscheint  jetzt  nur  noch  von  der  einen  Constanten 
l  abhängig,  dem  Parameter  der  Congruenz;  er  ist  gleich  der  halben 
kürzesten  Entfernung  beider  Leitlinien. 

Die'  Richtungscosinus  der  Axe  des  Complexes  F-|-/u-F'  =  0 
werden  jetzt  nach  (19)  p.  54: 


cos  a   = 


in  —  1)  cos  2 

|/l  —  2  ft  cos  &  -\-  fi^ 
9 


—  (ft  +  .1)  sin  ^ 

COS  ß'  =  ~ =: ,    cos  y'  =  0. 

l/l  —  2  (»  cos  ^  +  fi^ 

Also :  Die  Äxen  aller  Complexe  der  linearen  Schaar  (2)  sind  einer  festen 
Ebene  parallel;  dieselbe  steht  senkrecht  auf  der  kürzesten  Entfernung 
beider  Leitlinien.  Da  nun  in  jedem  Complexe  alle  Durchmesser  der 
Axe  parallel  sind  (p.  55),  so  folgt  auch:  Die  Durchmesser  aller  Com- 
plexe einer  linearen  Schaar  sind  einer  festen  Ebene  parallel. 

Einen  Punkt  der  Axe  des  Complexes  F  -\-  ^F'  =^  0  erhält  man 
nach  (20)  p.  55  mittelst  der  Gleichungen: 
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^' (^  —  1)  sin  -  cos  -  -  ^' (fi  4- 1)  sin^  - 

1  —  2  fi  cos  Q-  -\-  (jb'^  -^  1  —  2  (i  cos  ■0'  -\-  (i" 

l  (ft^  -  1) 


1  —  2  ft  008  ©•  +  jtt'' 

Da  0  von  l'  unabhängig  ist,  so  folgt  wieder,  dass  alle  Axen  der 
Ebene  s  =  0  parallel  sind.  Die  Gleichung  der  von  den  einfach 
unendlich  vielen  Axen  gebildeten  Fläche  ergibt  sich  durch  Elimi- 
nation von  A'  und  fi  aus  den  drei  Gleichungen  für  x,  y,  z.  Man 
findet: 
(6)  z  {x^ -\- f)  ^\\i  ^  ~  2lxy  =- ^ . 

Die  Axen  der  Complexe  einer  linearen  Schaar  bilden  eine  Fläche 
dritter  Ordnung. 

Auf  dieser  Fläche  liegt  auch  die  ^-Axe;  sie  wird  von  allen 
Axen  der  Schaar  getroffen,  denn  nach  (5)  wird  gleichzeitig  x  =  0 
und  y  =  0  für  A'  =  0.  Unter  den  Linien  der  Fläche  sind  auch  die 
Directricen  der  Congruenz  enthalten,  deren  Punkte  sich  aus  (5)  für 
^  =  0  und  ju.  =  oo  ergeben,  nämlich: 

X  ==  —  ^  l'  sin  d- ,     y  =  —  A'  sin^  ^  & ,     z  =  —  l , 
und: 

X  =  -\- ^  k"  sin  d- ,     y  =  —  k"  sin^  ^  d' f     z  = -\- l , 

wo  k'  ==  ^," (i.  Aus  der  Gleichung  für  z  geht  ferner  hervor,  dass  z 
für  keinen  Punkt  der  Fläche  unendlich  werden  kann.  Alle  anderen 
Linien  der  Fläche  liegen  zwischen  diesen  beiden  Leitlinien,  so  dass 
sich  die  Fläche  nicht  über  letztere  hinaus  von  der  X-I^-Ebene  ent- 
fernt; es  nimmt  nämlich  z  den  grössten  Werth  -|-  l  für  jt  =  oo  und 
den  kleinsten  Werth  —  Z  für  ft  =  0  an.  In  jeder  Parallelebene  zur 
X-F-Ebene  liegen  zwei  Linien  der  Fläche,  denn  aus  der  Gleichung 
z  =  Const.  ergeben  sich  zwei  Werthe  von  ^,  welche,  in  die  Gleichung 
(1  -\-  (i)  x  =  (l  —  (i)  y  eingesetzt,  zu  den  Gleichungen  jener  beiden  Ge- 
raden führen;  Fig.  11  (p.  62)  giebt  ein  Bild  von  der  Gestalt  der  Fläche*). 

*)  Zur  Erklärung  von  Fig.  11  sei  noch  Folgendes  bemerkt.  Dieselbe  be- 
zieht sich  nicht  eigentlich  auf  Gleichung  (6),  sondern  auf  die  Gleichung,  welche 
entsteht,  wenn  sich  das  Coordinatensystem  um  die  Grösse  -f-  l  nach  unten  verschiebt 

und   um  45"  dreht,   d.  h.   wenn  man   z  durch  s  —  l  ersetzt;   x  durch  — \=^-,  v 

]/2     '  -^ 

iC  —  y  7t 

durch  — -p=—  .     Man  erhält  dann  (wenn  noch  &  ==  --  genommen  wird): 

y  2  '^ 

z  (a;2  +  2/')  —  2Za;^  ==0. 
Von  der  Ebene  ä;  =  0  wird  die  Fläche  längs  der  T-Axe  berührt  (indem  x- =  0, 
ausserdem  in  der  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten);  von  der  Ebene  ^=  2Z  wird 
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Insbesoudere  kann  es  eintreten,  dass  die  eine  Leitlinie  unendlich 
weit  liegt,  wo  dann  alle  Linien  der  Congruenz  eine  feste  Gerade 
schneiden   (die   im   Endlichen   gelegene    zweite   Directrix)    und    einer 


-X- 


festen  Ebene  parallel  sind.     Dieser  Fall  der  sogenannten  paraholiscJien 
Congruens   erledigt   sich    einfach    mittelst   der    später   einzuführenden 


homogenen  Coordinaten. 


sie  ebenso  in  eiqer  Parallelen  zur  X-Axe  berührt.  Zwischen  beiden  Ebenen  liegen 
alle  geraden  Linien  der  Fläche,  nur  die  Z-Axe  selbst  erstreckt  sich  nach  beiden 
Seiten  darüber  hinaus;  durch  jeden  Punkt  derselben  (zwischen  ;2  =  0  und  z  =  21) 
gehen  zwei  Linien  der  Fläche.  Die  Ebene  z  =  x  schneidet  die  Fläche  in  der 
Y-Axe  und  ausserdem  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  auf  dem  geraden  Cylinder 
aj2  _|_  2/2  —  2lx  =  0  liegt.  Die  kreisförmige  Basis  des  letztern  ist  in  Fig.  11 
in  die  X-Y- Ebene  eingezeichnet,  und  darüber  ist  der  Cylinder  durch  sieben  ver- 
ticale  Seitenlinien  angedeutet,  welche  so  weit  ausgezogen  sind,  als  sie  nicht 
durcb  die  Fläche  3.  Ordnung  verdeckt  erscheinen  und  als  sie  vor  der  X-Y-Ebene 
liegen.  Auf  dem  Cylinder  ist  der  erwähnte  Kegelschnitt  construirt.  Von  den 
Punkten  des  Kegelschnittes  sind  dann  Lothe  auf  die  Z-Axe  gefällt,  und  damit 
die  Erzeugenden  der  Fläche  gefunden.  Die  in  dem  Quadranten  —  X,  -}-  Y, 
-f-  Z  liegenden  Linien  treffen  den  Kegelschnitt  der  Ebene  ^  =  ic  hinterhalb  der 
X-Z-Ebene  (auf  dem  punktirten  Theile),  sind  aber  nicht  so  weit  verlängert. 
Die  Fläche  wird  auf  Cayley 's  Vorschlag  als  Cylindroid  bezeichnet  (vgl.  Ball, 
Transactions  of  the  R.  h-ish  Academy,  vol.  XXV,  p.  157).  Dabei  ist  aber  zu 
beachten,  dass  dasselbe  Wort  in  mannigfach  verschiedenem  Sinne  gebraucht 
wurde.     Wren   nannte   so   das   einschalige   Rotationshyberboloid   (Pbilosophical 
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Eine  besondere  Besprechung  verlangt  noch  der  ¥a\\,  wo  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (3)  imaginär  sind,  denn  dann 
verlieren  die  vorstehenden  Betrachtungen  ihren  geometrischen  Inhalt. 
Wir  werden  darauf  erst  eingehen,  wenn  wir  die  imaginären  Geraden 
allgemein  untersuchen. 

Es  bleiben  uns  jetzt  noch  die  AusnahmefäUe  zu  betrachten: 
1.  Die    leiden    Wurzeln   der   quadratischen   Gleichung    fallen    zu- 
sammen,  indem: 

(7)  4.iaa -{-hß -\- cy){a' a' -\-h' ß'  -\- c'y') 
=  {aa   -\-  hß'  -\-  cy'-\-  a' a  -\-  h' ß  +  c'yY, 

während  die  einzelnen  Coefficienten  in  (3)  nicht  Null  sind.  In  diesem 
Falle  sind  die  Directricen  einander  unendlich  benachbart;  die  Con- 
gruenz  hat  nur  eine  bestimmte  Directrix,  die  Axe  des  einen  speciellen 
Complexes  unserer  Schaar. 

Diese  Axe  führen  wir  wieder  als  ^-Axe  ein,  so  dass 

r ^  Q  ^  xy'  —  x' y  ^=  Q 

die  Gleichung  dieses  speciellen  Complexes  wird.  Nimmt  man  zunächst 
r'  in  der  allgemeinen  Form 

a  p  -f-  V  q  +  c'r  -\-  an  -\-  ß'  k  -\-  y'  q 
und  bildet  dann  die  quadratische  Gleichung  (3)  für  A,  so  ergibt  sich 

Ac'  +  A2  {a'a   +  h' ß'  +  c'y')  =  0. 
Da  beide  Wurzeln  dieser  Gleichung  den  speciellen  Complex  ergeben 
sollen,  hier  also   beide  gleich  Null   sein   müssen,   so  hat  man   auch 
c  =  0,  so  dass 

(8)  r+ AT'  ==  A(a>  +  h'q-\-a'n-\-  ß'x-^y'Q)  +  ^. 

Ist  X^i  =  1  -\-  y' X,  so  ist  also  die  lineare  Schaar  in  unserm  Falle 
durch  die  Gleichung 


Transactions  1669,  p.  961),  ebenso  Parent  (in  dem  p.  3  citirten  Werke,  t.  II, 
p.  645  und  t.  III,  p.  470).  Auch  eine  aus  zwei  nicbt  parallelen  Scbnitten  eines 
Cylinders,  die  gegen  einander  verdreht  sind,  durch  Verbindung  entsprechender 
Punkte  entstehende  Linienfläche  wird  Cylindroid  genannt  (vgl.  Fiedler,  Dar- 
stellende Geometrie,  Bd.  2,  p.  410,  3.  Auflage).  Eine  sehr  anschauliche  Abbil- 
dung unserer  Fläche  findet  mau  in  Ball's  Werke:  The  theory  of  screws,  Dublin 
1876.  —  In  (6)  haben  wir  nach  der  soeben  angegebenen  Constructionsmethode 
ofl"enbar  einen  speciellen  Fall  einer  allgemeineren  Linienfläche,  welche  entsteht, 
wenn  man  einen  Kegelschnitt  und  eine  ihn  trefl^ende  Gerade  eindeutig  (projec- 
tivisch)  auf  einander  bezieht  und  dann  entsprechende  Punkte  verbindet.  Ein 
Gypsmodell  einer  solchen  Fläche  findet  man  in  Serie  VII,  Nr.  21  der  von 
L.  ßrill  in  Darmstadt  herausgegebenen  „Mathematischen  Modelle". 
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(9)  a'p  -\-  h'q  -\-  an  -\-  ß'x  -\-  ^^  =  0 

darstellbar.     Nuu  sind  die  Coordinaten  der  Z-Axe: 

j)  =  0,    Q  ==  0,    7t  =  0,    K  =  0,    Q  =  Oj    während  r  <  0; 

durch  dieselben  ist  (9)  befriedigt  unabhängig  von  dem  Parameter 
ft,  also: 

Fallen  in  einer  Congniens  die  beiden  Directricen  in  eine  gerade 
Linie  zusammen,  so  ist  diese  Linie  seihst  eine  gemeinschaftliche  Linie 
aller  Complexe  der  linearen  Schaar,  d.  h.  eine  Linie  der  Congntens. 

Hiernach  erhält  man  eine  Congruenz  der  hier  betrachteten  Art, 
indem  man  alle  Geraden  nimmt,  welche  einem  gegebenen  linearen 
Complexe  angehören  und  eine  Linie  desselben  Complexes  treffen. 
Die  Geraden  der  Congruenz  ordnen  sich  folglich  in  unendlich  viele 
ebene  Strahlbüschel  an;  die  Mittelpunkte  derselben  liegen  auf  der 
Directrix,  die  zugehörigen  Ebenen  gehen  durch  dieselbe  und  bilden 
einen  Ebenenbüschel,  welcher  der  von  den  Mittelpunkten  gebildeten 
Punktreihe  projectivisch  ist.  Wir  haben  also  eine  Punktreihe  und 
einen  ihr  projectivischen  Ebeneubüschel  der  Art,  dass  der  Träger 
der  Reihe  zugleich  Axe  des  Büschels  ist:  während  der  Punkt  auf  der 
Leitlinie  fortrückt,  dreht  sich  die  zugehörige  Ebene  um  die  Leitlinie. 
Eine  solche  Congruenz  haben  wir  schon  früher  in  dem  besonderen 
Falle  construirt,  wo  die  Leitlinie  derselben  die  Axe  eines  linearen 
Complexes,  dem  sie  und  alle  anderen  Linien  der  Congruenz  ange- 
hören, trifft  und  zu  ihr  senkrecht  steht  (vgl.  p.  57,  besonders  Fig.  10). 

Dasselbe  erkennt  man  durch  Aufstellung  der  Gleichung  derjenigen 
Ebene,  welche  einem  Punkte  x',  y',  z'  der  ^-Axe  in  den  Complexen 
der  Schaar  (9)  zugehört.  Für  einen  solchen  Punkt  ist  x  =  0, 
y'  ==  0,  und  (9)  geht  über  in 

a'x  H-  ^'y  —  ^'  i^'y  —  ß'^)  =  0; 

in  der  That  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  die  Z-Axe 
geht,  und  deren  Coordinaten  linear  von  0',  dem  Parameter  der  Punkt- 
reihe, abhängen,  dagegen  von  ^  unabhängig  sind. 

2.  Die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (3)  sind  unbestimmt, 
indem  gleichzeitig: 

(  aa    -\rbß    +  cy    =0, 
^  ^  1  aa'+b'ß'  +  cV'==0, 

(11)  aa    -i-bß'  -\-cy'  -\-  a'a-{-b'ß  +  c'y  =  0. 

Die  Gleichungen  (10)  sagen  aus,  dass  die  beiden  ursprünglichen 
Complexe  0=0   und  C  =  0   specielle   sind;   wegen  (11)   schneiden 
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sich   die  Axen    derselben;   dann   ist  aber  jeder  Complex   der  Scliaar 
C  -\-  XC  =  0  ein  specieller,  denn  die  Relation 

(a  +  Xa)  (a  +  Aa')  +  (Z>  +  /lü>')  {ß  +  A/3')  +  (c  +  Ac')  (7  +  ly')  =  0 
ist  für  alle  Wertlie  von  A  identisch  erfüllt. 

Die  Axen  aller  dieser  speciellcn  Complexe  bilden  einen  ebenen  Strahl- 
büschel,  gehen  also  durch  den  Schnittpunkt  der  Geraden  0=0, 
0'  ^  0  und  liegen  in  der  Ebene  derselben.  Seien  nämlich  |,  t],  ^ 
die  Coordinaten  des  Schnittpunktes,  so  bestehen  nach  (13)  p.  49  die 
Gleichungen: 

o  +  tß  -Vy  =  0,       a'  +  Iß'  —  Tjy'  =  0, 

b-j-^y  -tcc=0,       &'  +  i/  -  e«'  =  0, 

c  -\-  7]a  —  iß  =  0,        c   -\r  rja  —  iß'  =  0, 

ai  +  &^  -I-  ce  =  0,     ia'  +  b'r]  +  c'^  =  0. 

Dann  bestehen  aber  auch  identisch  die  Gleichungen: 

(«  +  la')  +  ^  (/3  +  A/3')  ~n{y  +  W)  =  0, 
(6  +  Xb')  +  i  (y  +  W)  -  ^  («  +  ^«')  =  0, 
(c  H-  Ac')  +  7?(a  +  A«')  -  |(/5  +  A/3')  =  0, 
l  {a  +  A«')  +  tj  (6  +  A&')  +  ^  (c  +  Ac')  =  0,^ 
d.  h.  die  Axen  der  Complexe  O-f-  AC  =  0  gehen  sämmtlich  durch 
den  Punkt  |,  %  t,.     Ebenso  ergibt  sich  mittelst  der  Gleichungen  (13)* 
p.  50,  dass  diese  Axen  mit  denen  der  Complexe   C  =  0  und  C  =  0 
in  einer  Ebene  liegen;   w.  z.  b.  w.     Beiläufig  folgt  hieraus  der  Satz: 
Sind  p,  q,  r,  tc,  k,  q  und  p' ,  q  ,  r' ,  n' ^  %' ,  q'  die  Coordinaten 
nveier  sich  schneidenden  Geraden,  so  bilden  die  Geraden  mit  den  Coor- 
dinaten 

p  -\-  Ap',     q  -{-  Iq  ,     r  -\-  Ar',     71  -j-  Xii' ,     %  +  Ax',     q  -{-  Xq' 

den  durch  jene  beiden  bestimmten  ebenen  Strahlbüschel. 

Eine  Gerade  nun,  die  gleichzeitig  den  beiden  Complexen  (7=0, 
0'  =  0  angehört,  muss  gleichzeitig  die  Axen  beider  treffen.  Das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  sie  durch  ihren  Schnittpunkt  geht,  oder 
wenn  sie  mit  beiden  Axen  in  einer  Ebene  liegt. 

Die  Congruens  besteht  daher  in  unserm  Falle  aus  allen  Linien, 
die  durch  den  Schnittpunkt  der  Axen  von  (7  =  0  und  C  =  0  gehen  und 
aus  allen,  die  in  ihrer  Ebene  liegen. 

Um  die  Gleichung  der  Complex-Schaar  zu  vereinfachen,  liegt  es 
nahe,  hier  den  Mittelpunkt  des  ausgezeichneten  Strahlbüschels  zum 
Anfangspunkte  zu  wählen  und  seine  Ebene  zur  X-F-Ebene.  Irgend 
eine  Gerade,  die  durch  den  Anfangspunkt  geht  und  durch  einen  Punkt 
a,  b,  0  der  X-F-Ebene,  hat  dann  die  Coordinaten: 

Clebsch,  Vorlesungen.    II.  1.  5 
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^q  =  b,       ^x  =  0, 

^r  =  c,       ^Q  =  0. 

Sie  ist  also  dargestellt  durch  die  GleichuQg 

(12)  a7i-\-h%  =  0. 
Ebenso  ist 

(13)  a'n^h'K  =  0 

die  Gleichung  eines  zweiten  speciellen  Complexes,  dessen  Axe  durch 
den  Anfangspunkt  und  einen  Punkt  a\  h' ,  0  geht. 

Soll  eine  Gerade  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen  (12)  und 
(13)  genügen,  so  muss  7t  =  0  und  %  =  0  sein,  denn  ah'  —  ha  würde 
nur  Null  sein,  wenn  die  beiden  Geraden  zusammenfielen.  Dann  folgt 
vermöge  der  fundamentalen  Identität  xjtc  -\-  qyc  -\-  r q  =  0 ,  dass  auch 
r-Q  =  0,  d.  h. 

r  =  0     oder     p  =  0. 

Die  Congruens  verfällt  also  in  stvei  getrennte  Systeme  von  je  doppelt 
unendlich  vielen  Geraden;  nämlich  ihr  gehören  alle  Linien  mit  den 
Coordinaten  7t  ==  0,  x  =  0,  r  =  0  an,  d.  h.  alle  Linien,  welche  die 
X-  und  Y-Axe  und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  X-Y- Ebene  treffen 
(vgl.  p.  49),  welche  also  in  letzterer  Ebene  liegen;  und  andererseits 
gehören  ihr  auch  alle  Geraden  mit  den  Coordinaten  n  =  0,  x  =  0, 
9  =  0  an,  d.  h.  alle  Linien,  welche  die  X.-,  Y-  und  Z-Axe  treffen, 
welche  also  durch  den  Anfangspunkt  gehen:  dasselbe  Resultat,  welches 
bereits  die  obigen  Ueberlegungen  ergaben. 

3.  Besonders  hervorzuheben  ist  auch  der  Fall,  wo  die  beiden  Com- 
plexe  zwar  der  Gleichung  (11),  nicht  aber  den  Gleichungen  (10)  ge- 
nügen. Allerdings  wird  die  Congruenz  dadurch  nicht  beeinflusst, 
denn  in  einer  linearen  Schaar  wird  man  zu  jedem  Complexe  G  -\-  l' C' 
=  0  einen  andern  G  -\-  l" G"  =  0  so  bestimmen  können,  dass  beide 
durch  die  Bedingung  (11)  aneinander  gebunden  sind,  d.  h.  dass: 

{a  +  X'a')  {a  +  A"a')  +  (&  +  A'6')  {ß  +  l" ß') 

+  (c  +  A'c')  {y  +  X"y')  +  («  +  A"a')  (a  +  A'«') 
+  (&  +  A'7/)(/3+A'/3'j-f(c+A"c')(7  +  AV')  =  0. 

Gleichwohl  soll  auch  dieser  Fall  hier  erwähnt  werden,  da  er  in 
späteren  Anwendungen  häufig  vorkommt. 

Die  Bedeutung  desselben  ergibt  sich  leicht,  wenn  wir  zuvor  die 
geometrische  Bedeutung  des  Parameters  A  in  der  Gleichung  C-j-  A(7'  =0 
festgestellt  haben.  Durch  diese  Gleichung  ist  nach  (16)  p.  52  einem 
Punkte  X,  y,  z  eine  Ebene  «,  v,  w  so  zugeordnet,  dass: 
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_     _  (y  +  W)  ^  -~  ((5  +  ^(5')  ^  -  («  +iii') 

^  _      (y  _j_  ;iy')  a;  +  («  +  ^"')  ^  —  (&  +  ^^') 

^  ~       (a+Ta'y^+~(''      +  ^^')  y  ■¥(fi  +  ^c')^' 

_       _(^  +  Xß')  rr  -  (a  +  ^c)    ;/  —  (c  +  Xc') 

Diese  Relationen  kann  man  in  der  Form 

sehreiben,  wenn  71q,  Vq,  w^  und  u^,  v^,  iv^  bez.  die  dem  Punkte  a?, 
y,  z  vermöge  0=0  und  C  =  0  zugehörigen  Ebenen  bedeuten,  und 

wenn  .     a' x  -\-  h' y  -\-  c' z 

^  ax  -{-  by  -\-  cz 

Es  ist  daher  ^  das  Abstandsverhältniss  (p.  30)  der  Ebene,  welche  einem 
Punkte  X,  «/,  z  vermöge  C  +  AC  =  0  zugeordnet  ist,  von  den  Ebenen, 
welche  demselben  Punkte  vermöge  0=0  und  0'  =  0  zugehören-,  und  l 
ist  diesem  Abstandsverhältnisse  proportional.     Folglich  ist 

(l'  i.' 

das  Doppelverhältniss  der  vier  Ebenen,  welche  dem  Punkte  x,  y,  z 
in  den  vier  Complexen 

0=0,     O'  =  0,     0+A0'  =  0,     0+A'0'  =  0 

zugeordnet  sind.  Es  ergiebt  sich  hierbei:  Dies  Doppelverhältniss  ist 
unabhängig  von  der  Lage  des  PimJdes  x,  y,  z;  und  ebenso  dualistisch 
entsprechend:  Das  Doppelverhältniss  der  vier  Punläe,  ivclche  einer  he- 
liebigen  Ebene  in  vier  Complexen  einer  linearen  Schaar  zugehören,  ist 
unabhängig  von  der  Lage  der  Ebene. 

Sind  nun  A',  X"  insbesondere  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (3),  so  sind  0+A'0'  =  0  und  0+A"0'  =  0  die  Glei- 
chungen der  beiden  speciellen  Complexe  der  linearen  Schaar.  Wenn 
(11)  erfüllt  ist,  hat  man  einfach 

A'  =  l/     aci  -\-bß  +  cy  ^"  ^  _  -j  /     aa  -{-hß  -{-  cy 

V  a'a'  +  h'ß'  -\-  c'y'^  V  a' cl'  +  ö'ß'  +  c'y'' 

also  A'  :  A"  =  —  1.     Hieraus  folgt: 

Wenn  zwei  lineare  Complexe  der  Bedingung  (11)  genügen,  so 
ordnen  sie  einer  beliebigen  Ebene  zwei  Punkte  zu,  welche  harmonisch 
liegen  zu  den  Schnittpunkten  ihrer  Verbindungslinie  mit  den  Direc- 
tricen  der  durch  die  Complexe  bestimmten  Congruenz;  und  einem 
beliebigen  Punkte  ordnen  sie  zwei  Ebenen  zu,  welche  harmonisch 
liegen  zu  den  Ebenen,  die  durch  ihre  Schnittlinie  und  jene  beiden 
Leitlinien  gelegt  werden  können. 

5* 
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Man  sagt  in  diesem  Falle:  Die  beiden  Complexe  befinden  sich  in 
involutorischer  Lage*). 

Wir  gehen  jetzt  zur  Untersuchung  der  LinienfläcJie  über  (vgl. 
p.  42),  deren  Erzeugende  gleichzeitig  drei  gegebenen  linearen  Com- 
plexen  0=0,  C  =  0,  C"  =  0  angehören.     Unter  der  Schaar 

(14)  C-\-  ?iC'  -\-  fiC"  =  0, 

wo  /l  und  ft  Parameter  sind,  werden  im  Allgemeinen  einfach  unend- 
lich viele  specielle  Complexe  vorkommen,  denn  dazu  ist  die  Erfüllung 
einer  Bedingung  zwischen  l  und  fi  erforderlich.  Unter  denselben 
wird  man  drei  Complexe  F  =  0,  P'  =  0,  F"  =  0  auswählen  können, 
welche  von  einander  linear  unabhängig  sind  (d.  h.  zwischen  denen 
keine  Identität  der  Form  aF  -\-  ßF'  -{-  yF"  ^0  besteht),  so  dass 
die  Schaar  (14)  auch  durch  die  Gleichung 

(15)  r-f  AT' -f  A"r"  =  0 

dargestellt  wird,  und  dass  alle  gemeinsamen  Linien  der  Complexe  (14) 
auch  den  Complexen  (15),  insbesondere  den  speciellen  Complexen  F=  0, 
P'  =  0,  r"'  =  0  angehören,  und  umgekehrt.  Die  zu  untersuchende 
Linienfläche  wird  also  gebildet  von  allen  Linien,  welche  die  Axeu 
der  drei  speciellen  Complexe  F  =  0,  F'  =  0,  F"  =  0  treffen.  Da 
nun  die  letzteren  durch  irgend  drei  andere  aus  der  einfach  unend- 
lichen Schaar  von  speciellen  Complexen  des  Systems  (14)  ersetzt 
werden  können,  so  müssen  die  gemeinsamen  Treffgeraden  der  Linien 
r=  0,  JT'  =  0,  F"  =  0  auch  die  Axen  aller  jener  speciellen  Com- 
plexe treffen.  Dieselbe  Linienfläche  wird  also  gebildet  werden  einer- 
seits von  den  gemeinsamen  Geraden  der  Complexe  (14),  andererseits 
von  den  Axen  sämmtlicher  speciellen  Complexe  dieser  Schaar.  Wir 
haben  so  auf  der  Fläche  zwei  sich  kreuzende  Systeme  von  Erzeugen- 
den, wie  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse. 

Um  die  Natur  der  erzeugten  Fläche  zu  erkennen,  wählen  wir 
auf  jT  =  0  einen  Punkt  A  und  legen  durch  ihn  die  Gerade  L,  welche 
F'  =  0  und  F"  ==  0  (bez.  in  den  Punkten  A'  und  A")  schneidet; 
von  diesen  beiden  letzteren  Linien  wird  zunächst  angenommen,  dass 
sie  sich  nicht  schneiden.  Durchläuft  A  die  Gerade  F=0,  so  beschreibt 
L  die  betreffende  Fläche.  Es  sei  A^^  ein  zweiter  Punkt  von  F  =  0 
und  L^  die  zugehörige  Gerade,  welche  r"  =  0  und  F"  =  0  trifft. 
Die  beiden  Ebenenbüschel,  deren  Axen  L  und  L^  sind,  beziehen  wir 
projectivisch  auf  einander,    indem   wir   diejenigen  Ebenen  derselben 


*)  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  2,  p.  201. 
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einander  zuordnen,  welche  sich  bez.  in  den  Linien  F=0,  F' ==  0, 
r"  =  0  sehneiden  (vgl.  p.  33.)  Die  Schnittlinien  je  zweier  zusammen- 
gehörigen Ebenen  dieser  Büschel  bilden  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
und  Klasse  (p.  36 ff.);  unter  den  zur  Construction  benutzten  Erzeugen- 
den sind  insbesondere  die  Linien  F  =0,  F'  =  0,  F"  =  0  enthalten; 
letztere  werden  also  geschnitten  von  allen  Erzeugenden  der  andern 
Schaar,  die  es  auf  der  Fläche  gibt,  und  zu  der  insbesondere  die 
Linien  L  und  L^  gehören.  Die  Erzeugenden  der  letzteren  Schaar 
sind  daher  diejenigen  Linien,  welche  drei  gegebene  Complexe  gemein 
haben.     Also: 

Alle  Linien,  welche  drei  gegebene,  sich  gegenseitig  nicht  schneidende 
Linien  treffen,  d.  h.  alle  Linien,  ivelche  gleichseitig  drei  linearen  Com- 
plexen  angehören,  bilden  die  eine  Schaar  von  Erzeugenden  einer  Fläche 
szveiter  Ordnung  und  Klasse"^).  Die  andere  Erseugenden-Schaar  der  Fläche 
ivird  gebildet  von  den  Axen  aller  speciellen  Complexe,  ivelche  in  der 
durch  die  drei  Complexe  bestimmten  zweifach  unendlichen,  linearen  Schaar 
von  Complexen  vorJcommen. 

Es  bietet  sich  hier  die  Aufgabe,  aus  den  Gleichungen  der  drei 
Complexe  0=0,  C  ==  0,  G"  =  0  die  Gleichung  der  zugehörigen 
Fläche  zweiter  Ordnung  abzuleiten.  Diese  Aufgabe  soll  erst  später 
gelöst  werden.  Die  Besprechung  der  möglichen  Ausnahmefälle  er- 
ledigt sich  sehr  einfach.  Schneiden  sich  z.  B.  die  Geraden  F'  =  0 
und  F"  =  0,  ohne  von  F=0  getroffen  zu  werden,  so  zerfällt  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  zwei  ebene  Strahlbüschel.  Der  eine  hat 
seinen  Mittelpunkt  im  Schnittpunkte  von  r"  ==  0  und  F"  =  0  und 
seine  Ebene  enthält  die  dritte  Linie;  der  andere  liegt  in  der  von  den 
ersteren  beiden  bestimmten  Ebene  und  hat  zum  Scheitel  den  Punkt, 
in  welchem  diese  Ebene  von  F  =0  getroffen  wird. 

Vier  lineare  Complexe  bestimmen  im  Allgemeinen  noch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Geraden  als  ihnen  allen  gemeinsam.  Die  sechs 
homogenen  Coordinaten  derselben  berechnen  sich  aus  den  Gleichungen 
der  Complexe  0=0,  0'  =  0,  0"  =  0,  C"  =  0  und  aus  der  Identi- 
tät pit  -\-  q^K  -^  rQ  =  0^  also  aus  vier  linearen  und  einer  quadra- 
tischen Gleichung.  Es  gibt  daher  zwei  Gerade,  welche  gleichzeitig  vier 
linearen  Complexen  angehören.  Da  man  die  Complexe  auch  durch 
irgend  vier  andere  der  Schaar 
0-f  AO'  +  iiC"  -f  vC"  =  0 

*)  Diesen  Satz  und  damit  umgekehrt  die  Existenz  der  geradlinigen  Erzeugen- 
den fanden  Monge's  Schüler;  vgl.  Journal  de  l'^cole  polytechniqne,  cah.  1,  p,  5, 
1795,  und  Hachette,  Traite  des  surfaces  du  second  degre,  Paris  1810,  preface. 
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ersetzen  kann,  insbesondere  also  (und  zwar  auf  zweifach  unendlich 
viele  Weisen)  durch  vier  specielle  Complexe,  so  kann  man  dies 
Resultat  auch  in  dem  Satze  aussprechen: 

Es  gibt  im  Allgemeinen  Bivei  gerade  Linien,  welche  vier  gegebene 
schneiden. 

Dieselben  erhält  man  geometrisch  auf  folgende  Weise*).  Drei  der 
vier  gegebenen  Linien  bestimmen  nach  Vorstehendem  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  mittelst  der  einen  Schaar  ihrer  Erzeugenden;  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  geht  daher  eine  Linie,  welche  jene  drei  trifft. 
Die  Fläche  wird  von  der  vierten  gegebenen  Geraden  in  zwei  Punkten 
geschnitten;  die  hiernach  durch  letztere  gehenden  beiden  Erzeugenden 
der  Fläche  aus  der  bevorzugten  Schaar  sind  offenbar  die  beiden 
gemeinsamen  Treffgeraden  der  vier  gegebenen  Linien. 

Auch  hier  sind  Ausnahmefälle  möglich.  So  gibt  es  z.  B.  unend- 
lich viele  Linien,  die  vier  gegebene  treffen,  wenn  letztere  Erzeugende 
ein  und  derselben  Schaar  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  nämlich 
alle  Erzeugenden  der  andern  Schaar.  Alle  anderen  Ausnahmen  lassen 
sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  übersehen. 

VL  Das  Coordinatensystem. 

Im  Folgenden  wird  uns  häufig  die  Aufgabe  begegnen,  von 
einem  Coordinatensysteme  auf  ein  anderes  überzugehen,  d.  h.  ein 
System  von  Gleichungen,  die  ein  geometrisches  Gebilde  in  seiner 
Lage  zu  einem  Coordinatensysteme  darstellen,  so  umzuformen,  dass 
die  neuen  Gleichungen  dasselbe  geometrische  Gebilde  in  seiner  Lage 
zu  einem  andern  Coordinatensysteme  definiren.  Die  verschiedenen 
hierbei  zu  unterscheidenden  Fälle  sollen  im  Folgenden  zunächst  be- 
handelt werden. 

Der  einfachste  Fall  ist  derjenige,  wo  das  Coordinatensystem 
parallel  zu  sich  selbst  verschoben  wird,  d.  h,  wo  die  Axen  O'X', 
O'Y'/O'Z'  des_  neuen  Coordinatensystems  denen  des  alten  {OX, 
OY,  OZ)  parallel  und  mit  ihnen  gleich  gerichtet  sind.  Sind  a,  h,  c 
die  Coordinaten  des  Punktes  0'  in  Bezug  auf  das  alte  System,  so 
hat  man  offenbar  die  Formeln 
(1)  X  =  x'  -{-  a,     y  =  y'  -\-  h,     2  =  z'  -\-  c. 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  Formeln  für  Transformation 
der  Linien-  und  Ebenencoordinaten.  Es  seien  p,  q,  r,  n,  k,  q  die 
Coordinaten  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x,  y,  s  und  |,  ri,  g; 


*)  Vgl.    Möbius,    Baryc.   Calcul,   §.  245    land    Steiner,    Crelle's    Journal 
Bd.  2  (Ges.  Werke,  Bd.  1,  p.  117). 
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und  ])\  q\  / ,  7t',  h',  q'  seien  die  Coordiuateu  derselben  Verbindungs- 
linie in  Bezug  auf  das  neue  Axeusystem.  Dann  ist  nach  (1),  indem 
auch  §  —  I'  -f  «,  fj  =-■  rj'  -}-  h,  ^  =  ^'  -f-  c: 

^p  =  ^  —  X  =  ^'  —  x' , 

^<d  =  n  —  y  =  n'  —  >/, 

^r  =  l—  3=  t,'  —  s' . 

fiTt  =  y  ^  —  srj  =  y'  t'  —  s' rj'  -\-  c{y'  —  rj')  +  h{t'  —  s'), 
^x=  3^  —  xt  =^  ^T  —  x'^'  +  (i{s'  —  t')  +  c(|'  —  x'), 
^a^  ^  xri  —  yl  =  x' rj'  —  y' i'  -\-  h{x'  —  T)  +  «(^'  —  y')- 
Mau  erhält  also  die  Formeln: 

vp  =  p' ,      vTi  =  7c'  -\-  *      —  cg'  -(-  br' , 
(2)  vq  =  q' ,      vx  =  x'  -\-  cp'  +  *      —  «/', 

V r  =  r' ,     V Q  =  q'  —  hp'  -\-  aq   -\-  ^ 
Die  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Ebene 
ux  -\-  vy  -{-  lü s  -\-  1  =  i) 
geht  vermöge  (1)  über  in: 

ux'  -\-  vy'  -f-  'i'Vs'  -\-  {au  -\-  hv  -\-  cw  -\-  1)  =  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  muss  bis  auf  einen  Factor  mit 
u' x'  -\-  v'y'  -\-  w' s'  -\-  1  übereinstimmen^  wenn  w',  v' ,  iv'  die  Coordi- 
naten  der  Ebene  u,  v,  w  im  neuen  Systeme  sind;    man  hat  folglich; 


(3) 


au  -\-  l)v  -{-  ctv  -j-  1 

Umgekehrt  ergibt  die  Auflösung  der  Gleichungen  (1): 

(1)*  x'  ==  x  —  a,      y'  =  y  —  h,      z'  =  z  —  c. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhält  man  also  einfach 
durch  Umkehrung  der  Vorzeichen  von  a,  h,  c  unter  gleichzeitiger 
Vertauschung  der  alten  und  neuen  Coordinaten;  also: 

v'p'  =  p,      v' 7t'  =  jr  -j-  *     ~h  cg  —  hr, 

(2)*  v' q   =  q,      v'%'  =  y,  —  cp  -\-  ^     -\-  ar, 

v' r'  =  r,      v'  q'  =  q  -\-  hp  —  «Q'  +  *  ; 


au 

+ 

hv 

+ 

V 

CIO 

+ 

1 

au 

+ 

hv 

+ 

'W 

cw 

+ 

1 
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und  aus  (3): 


u 


au'  -\-  bo'  -\-  cw'  —  1 '  au'  -\-  bo'  -{■  ew'  —  1 ' 

(3)*  10  =  -^,      ~^ -. • 

^  ^  au   -\-  ov    -\-  CIO    —  1 

Ein  zweiter  einfacher  Fall  ist  derjenige,  wo  das  neue  Coordinateu- 

system  mit  dem  alten  den  Anfangspunkt  gemein  hat  und  nur  um  diesen 

gedreht   erscheint.     Mit    den    alten    Coordinatenaxen   OX,    OY,  OZ 

möge 

die  X'-Axe  bez.  die  Winkel  a,  ß,  y  bilden, 

?;  ^    ~       ■>}  !7  V  77  ^17     Pl7     Tx      77 

77         -^  77  77  J}  77  ^2  7     r  2  7     Y'i       77 

Es  bestehen  dann  folgende  Gleichungen: 

cos^  «   +  cos^  ß   -f-  cos^  y   ==  l, 

(4)  cos^  «1  +  cos^  ßi  -f-  cos^  7i  =  1 7 
cos^  «2  ~h  cos^  ß.^  +  cos^  72  =  I7 

ferner,  da  die  neuen  Axen  auf  einander  rechtwinklig  stehen,  nach 
(12)  p.  7: 

cos  a^  cos  «2  +  cos  ßi  cos  ß.,  +  cos  ^j  cos  y^  =  0, 

(5)  cos  «2  cos  a   -j-  cos  /^a  cos  ß   -f"  cos  ^3  cos  y   =  0, 
cos  «   cos  «1  +  cos  |3   cos  ßi  -\-  cos  y   cos  j/j  =  0, 

Zwischen  den  neun  Richtungswinkeln  bestehen  also  sechs  Gleichungen, 
so  dass  nur  drei  von  einander  unabhängig  sind.  In  der  That  kann 
man  eine  Axe  willkürlich  durch  den  Anfangspunkt  0  legen,  wodurch 
über  zwei  von  einander  unabhängige  Richtungswinkel  verfügt  ist; 
dadurch  ist  auch  die  Ebene  der  beiden  anderen  festgelegt;  in  ihr 
kann  noch  die  eine  willkürlich  durch  den  Anfangspunkt  gehend  an- 
genommen werden;  die  dritte  ist  dann  bestimmt.  Aus  den  Glei- 
chungen (4)  und  (5)  müssen  sich  deshalb  durch  irgend  drei  Richtungs- 
cosinus die  übrigen  berechnen  lassen*). 

Die  Gleichungen  der  Ebenen  x'  =  0,  y'  =  0,  ^'  =  0,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  gehen,  und  für  deren  Normalen  wir  die 
Richtungswinkel  kennen,  sind  bez.  in  der  Normalform: 


*)  Allgemeiner  kann  man  verlangen,  alle  neun  Cosinus  in  ihrer  Abhängig- 
keit von  drei  willkürlichen  Parametern  darzustellen.  Die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe wird  sich  uns  später  bei  Untersuchung  der  linearen  Transformationen  einer 
Fläche  oder  Curve  zweiter  Ordnung  in  sich  von  selbst  ergeben.  Auch  die  um- 
fangreiche Litteratur  über  orthogonale  Substitutionen  soll  dann  besprochen 
werden. 
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X  cos  a   -\-  ij  cos  /3   -{-  ^  cos  7=0, 

X  cos  «1  +  ^  cos  /ii  -f~  Ä'  cos  j^i  =  0 , 

ic  cos  «2  H~  y  cos  ß.^  -jr  2  cos  y^  =^  0. 
Es    bedeuten  x',  y',  0'   die   Entfernuiigeu   des   Punktes   x,  y,   0   von 
diesen  Ebenen;  mau  hat  daher  (p.  12): 

x'  =  X  cos  a   -\-  y  cos  ß  -\-  s  cos  y  , 
(6)  y'  =  x  cos  «1  +  2/  cos  /^^  +  0  cos  y^, 

*'  ==  a;  cos  «2  +  2/  cos  ßi  -{-  0  cos  ^2" 

Um  diese  Gleichungen  aufzulösen,  stellen  wir  zunächst  ein  Formel- 
system  auf,  das  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  analog  gebildet  und 
aus  ihnen  ableitbar  ist.  Die  erste  der  Gleichungen  (4)  und  die  beiden 
letzten  der  Gleichungen  (5),  nämlich: 

cos  a   cos  a  -\-  cos  ß  cos  ß  +  cos  y   cos  y  =  1, 

cos  Ky  cos  a  -\-  cos  ß^  cos  ß  +  cos  y^  cos  y  =  0, 

cos  «2  cos  a  -{-  cos  /Sg  cos  /3  -{-  cos  ^3  cos  j'  =  0 

geben    drei    lineare    Gleichungen    zur    Berechnung   von  cos  a,    cos  ß, 

cos  y.     Bezeichnet  ^  ihre  Determinante: 


so  wird: 


a) 


j  = 


/i  •  cos  0;  = 


cos  a 
cos  «1 
cos  «o 


cos  /3 
cos  ß^ 
cos  /Sg 


cos  y 
cos  y^ 
cos  ^2 


a/:/ 


z/  "  cos  /3  = 
z/  •  cos  y  = 


d  cos  « 
d  cos  ß 


==  cos  ß^  cos  j/;^  —  cos  ß^  cos  y^, 


=  cos  y^  cos  «2  ~  cos  y^  cos  «^, 


5  cos  y 


COS  «1  cos  jSg  —  cos  «2  cos  /3j. 

In  entsprechender  Weise  kann  man  zwei  andere  Systeme  von  je  drei 
Gleichungen  ableiten,  indem  man  cos  «j,  cos /3j,  cos  y^  und  cos  «2, 
cos  /3jj,  cos  ^2  bez.  durch  die  übrigen  Richtungscosinus  berechnet. 
Diese  Systeme  vereinfachen  sich  dadurch ,  dass  z/^  =  1  ist.  Bildet 
man  nämlich  die  Quadrate  der  Gleichungen  (7)  und  berücksichtigt 
die  erste  der  Gleichungen  (4),  so  ergibt  sich  mittelst  einer  früher 
mehrfach  angew|,ndten  Umformung  (vgl.  p.  7): 

A^  =  (cos^  «1  -f-  cos^  ß^  -f  cos^  y^)  (cos^  a^  +  cos^  /Sg  +  cos^  ^2) 
—  (cos  «1  cos  «2  +  cos  ß^  cos  ß^  +  cos  y^  cos  ^2)^=  ^> 
also  ^  =  +  1 . 

Je  nach  dem  Vorzeichen  der  Siibstitiitionsdeterminante  zerfallen  die 
jetzt  hetrachteten  Transformationen  in  zwei  ivesentlich  verschiedene  Klassen. 
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Die  Existenz  zweier  verschiedener  Arten  von  Transformationen  ist 
auch  geometrisch  evident.  Unter  allen  Umständen  nämlich  kann 
man  das  neue  Coordinatensystem  um  den  Anfangspunkt  so  drehen, 
dass  die  Z'-Axe  in  Lage  und  Richtung  mit  der  ^-Axe  zusammenfällt. 
Die  beiden  anderen  Axen  des  neuen  Systems  liegen  dann  in  der 
X-y-Ebene;  und  zwar  entweder  so,  dass  sie  sich  durch  Drehung  um 
den  Anfangspunkt  in  Lage  und  Richtung  mit  den  alten  Axen  zur 
Deckung  bringen  lassen,  oder  so,  dass  dies  durch  Drehung  allein 
nicht  erreicht  werden  kann,  dass  vielmehr,  Avenn  z.  B.  die  positive 
Richtung  der  X'-Axe  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  zu- 
sammenfällt, die  positive  Richtung  der  Y'-Axe  dieselbe  ist  wie  die 
negative  Richtung  der  Y-Axe.  Eme  Transformation  der  erstem  Art 
nennt  man  eine  directe  (oder  eigentliche),  eine  Transformation  der  andern 
Art  eine  inverse  (oder  symmetrische  oder  imeigentliche). 

Nach  dieser  Definition  ist  klar,  dass  alle  directen  Transfor- 
mationen aus  einander  durch  Drehung  des  Coordinatensystems  um 
den  Anfangspunkt  erzeugt  werden  können,  ebenso  alle  inversen; 
aber  nie  kann  eine  inverse  Transformation  durch  Drehung  aus  einer 
directen  hervorgehen.  Einer  Drehung  des  Coordinatensystems  ent- 
spricht eine  stetige  Aenderuug  der  Richtungswinkel  a,  ß,  y,  a^,  /S^,  y^, 
«2?  /32,  y^\  und  von  letzteren  hängt  die  Determinante  A  in  stetiger 
Weise  ab.  In  Folge  solcher  Aenderungen  kann  also  der  Werth 
von  z/  niemals  von  -}-  1  zu  —  1  springen.  Nun  ist  die  einfachste 
directe  Transformation  die  identische,  bei  der: 


so  dass  auch: 


X  ==x,     y  =y,     3=8, 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

z/=  0     1     0=4-1. 


Also  muss  z/  für  alle  directen  Transformationen  gleich  -j-  1  sein. 
Die  einfachste  inverse  Transformation  ist  diejenige,  wo  zwei  Axen 
ungeändert  bleiben,  die  dritte  aber  in  umgekehrter  Richtung  ge- 
nommen wird;  etwa: 

x'  =  x,     y'  =  —  y,     z  =  2, 
so  dass:  m 

1  0     0 

j  =.    0     —  1     0    =  —  1 . 

0  0     1 

Denselben  Werth  muss  die  Determinante  nach  Obigem  bei  allen  in- 
versen Transformationen  haben.     Folglich: 
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Die  direden  Transformationen  sind  dadurch  (jehennzeichnet ,  dass 
die  Transformations -Beterminante  gleich  +  1  ist,  die  inversen  dadurch^ 
dass  sie  den   Werth  —  1  hat. 

Setzen  wir  jetzt  z/  =  +  1,  so  gehen  die  Gleicbungeu  (7)  über  in: 

cos  «  =  +  (cos  /3j  cos  y.j  —  cos  ß^  cos  yi), 

(8)  cos  /3  =  +  (cos  7i  cos  a.>  —  cos  y.^  cos  a^), 
cos  y  =  +  (cos  %  cos  ß.2  —  cos  a^  cos  /Sj); 

und  in  analoger  Weise  erhält  man: 

cos  «1  ^^=  +  (cos  ß2  COS  y  —  cos  ß  cos  y.^), 

(9)  cos  ßi  =  z\z  (co®  >'2  co^  ^  —  ^0^  y  Cö^  ^a); 
cos  7i  =  ih  (cos  «jj  cos  /3  —  cos  a  cos  j(3^); 

cos  «2  =  +  (cos  /3  cos  7i  —  cos  ßi  cos  y), 

(10)  cos  ß-i  =  zb  (cos  j'  cos  ß;i  —  cos  y^  cos  «), 
cos  y2  =  '^  (cos  a  cos  /3,  —  cos  «^  cos  ß). 

Aus  den  aufgestellten  neun  Relationen  ergibt  sich  leicht  das 
erwähnte  System  von  sechs  Gleichungen,  welches  dem  Systeme  (4) 
und  (5)  analog  gebildet  ist.  Muitiplicirt  man  je  die  erste  Gleichung 
der  drei  Systeme  (8),  (9),  (10)  mit  cos«;  cosa^,  cos  a^,  addirt  und 
verfährt  analog  mit  den  zweiten  und  dritten  Gleichungen  jener 
Systeme,  welche  bez.  mit  cos  ß,  cos  ß^,  cos  ß^  und  cos  y,  cos  y^,  cos  y^ 
zu  multipliciren  sind,  so  folgt  wegen  ^  ==  -\-  1: 

cos^  K  -\-  cos^  «1  +  cos^  «2  =  1  > 

(4)*  cos^  ß  +  cos^  ß^  +  cos^  ß^  =  l, 

cos^  y  -f-  cos^  j/j  +  cos^  y^  =  1. 

Muitiplicirt  man  dagegen  die  ersten  drei  Gleichungen  jener  drei 
Systeme  beiderseits  bez.  mit  cos  ß,  cos  ß^,  cos  ß^,  die  zweiten  Glei- 
chungen bez.  mit  cos  y,  cos  y^,  cos  y^,  endlich  die  dritten  bez.  mit 
cos  a,  cos  ofj,  cos  a^  und  addirt  jedes  Mal,  so  kommt: 

cos  a  cos  ß  -f-  cos  a^  cos  ß^  -\-  cos  a^  cos  ß^  =  0, 

(5)*  cos  ß  cos  y  -\-  Gos  ßi  cos  y^  +  cos  ß^  cos  7/^  =  0, 

cos  y  cos  ß  -j-  cos  y^  cos  «^  +  cos  ^2  cos  «2  =  0- 

Die  Existenz  dieser  sechs  Relationen  war  vorauszusehen.  Es 
bedeuten  nämlich  a,  a^,  a^  die  Winkel,  welche  die  alte  X-Axe  mit 
den  neuen  Axen  OX',  OF,  OZ'  bildet,  ebenso  ß,  ß^,  ß^  die  Winkel 
der  alten  F-Axe  und  y,  y^,  y^  die  der  alten  Z-Axe  gegen  die  neuen 
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betreffenden  Coordinateuaxen.  Geht  man  also  umgekehrt  vom  neuen 
Systeme  zum  alten  über,  so  hat  man  in  Obigem 

die  Winkel  a  ,  ß  ,  y    durch  a,  a^,  a^ 

„  ;;  «i;   ßi^   Yi        „         ß,   ßi,    ß2 

„  V  «2;    ßi,   7-2         V         y,    71,    72 

zu  ersetzen.  Die  Gleichungen  (4)*  sind  also  keine  anderen  als  die 
Identitäten,  welche  immer  zwischen  den  Richtungscosinus  dreier 
Geraden  bestehen;  und  die  Gleichungen  (5^*  sagen  aus,  dass  die 
alten  Coordiuatenaxen  auf  einander  rechtwinklig  stehen.  Durch  Auf- 
lösung des  Systems  (6)  muss  man  daher  erhalten: 

X  =  x'  cos  a  -{-  y'  cos  «^  -|"  ^'  cos  ß^, 

(6)*  y  =  x'  cos  ß  -\-  y'  cos  /S^  +  ^'  cos  ß2, 

z  =  x  cos  y  -\-  y'  cos' y^  -f-  z'  cos  y^. 

Es  ist  leicht,  dies  mittelst  der  Relationen  (4)*  und  (5)*  rechnend  zu 
bestätigen. 

In  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  erscheint  das  eine,  in  den 
Gleichungen  (4)*  und  (5)*  das  andere  Coordinatensystem  bevorzugt, 
während  beide  Systeme  von  je  sechs  Gleichungen  dieselben  geo- 
metrischen Beziehungen  zum  Ausdrucke  bringen,  ^s  empfiehlt  sich 
daher,  statt  derselben  die  neun  Gleichungen  (8),  (9),  (10)  m  Grunde 
zu  legen,  ivelche  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Coordinatensysteme 
sind,  und  gleichzeitig  durch  die  Wahl  des  Vorzeichens  zu  erkennen 
geben,  ob  man  es  mit  einer  directen  oder  inversen  Transformation 
zu  thun  hat.  In  der  That  sind  diese  neun  Relationen  jedem  jener 
beiden  Systeme  von  sechs  Gleichungen  völlig  äquivalent;  denn  ebenso 
wie  die  Gleichungen  (4)*  und  (5)*  soeben  aus  ihnen  hergeleitet 
werden,  kann  man  auch  umgekehrt  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 
leicht  aus  (8),  (9),  (10)  erhalten.  Die  Gleichungen  (5)  ergeben  sich 
direct  durch  jaassende  Multiplicationen  und  Additionen;  aus  (8)  erhält 
man  dann  nach  einer  mehrfach  benutzten  Umformung: 
cos^  «  -f-  cos^  ß  -\-  cos^  y 

=  (cos'^  «1  +  cos^  ßi  -j-  cos^  y^)  (cos^  «2  -+-  cos^  /3o  +  cos^  y^) 

—  (cos  ß  cos  «1  -f-  cos  ß  cos  /?!  -f"  cos  y  cos  y^)^ 

oder  wegen  (5): 

cos^  «  -{-  cos^  ß  +  cos^  y 

=  +  (^os^  «1  +  cos^  ßi  +  cos^  y^)  (cos^  «^  +  cos^  ß.^  -f"  cos^  y.^), 

und  analog: 
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cos^  «1  -|-  cos^  ßi  -{-  cos-  fi 
=  Hh  (cos^  a.2  +  cos^  ß.2  +  cos^  y^)  (cos^  «  +  cos^  ß  +  cos^  y), 

COS^  «2  ~l"  COS^  ß2  +  COS'"^  ^2 

=  +  (cos^  a  +  cos^  ß  +  cos^  y)  (cos^  a^  +  cos^  /S^  +  cos^  yj. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  Quadrate  der  linken  Seiten 
von  (4)  gleich  +  1  sind;  da  aber  die  Summe  dreier  Quadrate  nur 
positiv  sein  kann,  so  ergeben  sich  die  Relationen  (4)  selbst. 

Aus  (4)  oder  (4)*  haben  wir  noch  die  Transformationsformelu 
für  Linien-  und  Ebeneucoordinaten  abzuleiten.  Sind  wieder  ]!,  Q,  *'> 
n,  X,  Q  die  Coordinaten  der  Verbindungslinie  des  Punktes  x,  y,  n 
mit  I,  ri,  i,,  so  findet  man  für  die  neuen  Liniencoordinaten: 

ft'p'  =  1'  —  x'  =  {i,  —  x)  cos  «  +  (>?  —  y)  cos  ß  -{-  {t,  —  z)  cos  y 

=  ^  (p  cos  cc  -\-  q  cos  ß  -{-  r  cos  y), 
u.  s.  f.,  also: 

v'p'  =  p  cos  ci  -\-  q  cos  ß  -\-  r  cos  y  , 
v'g'  =  p  cos  a^  -\-  q  cos  ß^  +  r  cos  j^i, 
i/'r'  =  p  cos  «2  ~1~  9.  cos  /32  4"  *'  cos  y^. 


(11) 

Ferner 


=  (cos  «1  cos  ß2  —  cos  «2  COS  ß^)  {xr]  —  yl) 
+  (cos  j3i  cos  ^2  —  cos  ß^  cos  yj  (f/  t,  —  Sl]) 
-\-  (cos  y^  cos  «2  ~  cos  y^  cos  «j)  (£?  |  —  x^, 
u.  s.  f.,  oder  wegen  (8),  (9)  und  (10): 

v'n'  =  +  (^  cos  a   -\-  x  cos  ß    -{-  q  cos  y  ), 
(12)  v'k'  =  Az  (jt  cos  «j  -|-  ^  cos  ßi  -\-  Q  cos  yj, 

T/'p'  =  +  (^  cos  «2  +  ^  cos  /32  +  9  cos  y^) , 
wo  wieder  das  obere  Vorzeichen  für  eine  directe,  das  untere  für  eine 
iuverse  Transformation  zu  wählen  ist. 

Durch  Auflösung  von  (11)  und  (12)  oder  direct  aus  (6)*  erhält 
man  die  umgekehrten  Formeln: 

pp  =         j)'  cos  cc  -}-  q'  cos  «1  +  *''  cos  «g; 
(11)*  vq  =        p'  cos  /3  -f-  g'  cos  ß^  -\-  r'  cos  /Sg, 

V»-  =         p'  cos  y  -\-  q'  cos  g/j  -j-  r'  cos  y^'-, 

vjt  =  -\-  {%'  cos  a  -\-  ■}<,'  cos  «1  -(-  9'  cos  «g)? 
(12)*  v;f  =  4-  (jt'  cos  ß  -\-  yc'  cos  /Sj  -}-  ^'  cos  /Sg), 

vp  =  +  (tt'  cos  y  -\-  ü'  cos  ^1  -{-  ^'  cos  yg)« 
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Die  Transformation  der  Ebenencoordiuaten  ergibt  sich,  wie  vor- 
hin,  aus  der  durch  (6)  erhaltenen  Relation: 

ux  -\-  v%j  -\-  WZ  -\-  1  =  u{x'  cos  a  -\-  y'  cos  a^  -\-  z   cos  «g) 

+  '^{x'  cos  ß  -\-  y'  cos  ßi  -\-  /  cos  /Sg) 

4~  *^(^'  cos  y  -{-  y'  cos  j^^  +  z'  cos  j'g)  -]-  1 

=  n'  x'  +  v'^'  +  ^^'^'  +  1- 
Also: 

?<'  =  u  cos  a    4~  ^  cos  ß   -\-  2€  cos  )^  , 

(13)  v'  =  M  cos  «1  +  V  cos  ß^  -\-  w  cos  y^, 
tu'  ==  w  cos  a.)  4"  t'  cos  ß^  -\-  w  cos  ^25 

und  umgekehrt: 

«'  =  u'  cos  ß  -|-  ^'  cos  «j^  -f-  w'  cos  «2? 

(13)*  V  =  w'  cos  ß  -\-  v'  cos  /3^  4"  ^^'  cos  ß.^, 

IV  =  «<'  cos  y  -\-  v'  cos  ^1  +  iv'  cos  ;^2. 

Die  Gleichungen  (6),  (11),  (12),  (13)  «nr^  deren  Auflösungen  (6)*, 
(11)*,  (12)*,  (13)*  dienen  zur  Transformation,  ivenn  beide  Coordinaten- 
systeme  den  Anfangspunlü  gemein  liaben. 

Aus  den  beiden  behandelten  Specialfällen  kann  man  jede  Trans- 
formation zusammensetzen,  indem  man  Parallel  Verschiebung  und 
Drehung  (resp.  symmetrische  Spiegelung)  nach  einander  anwendet. 
Wir  geben  nur  die  Schlussformeln  an,  wobei  zur  Abkürzung  A  =  cos  «, 
B  --=  cos  ß,  G  =  cos  y,  Ä^  =  cos  a^,  B^  =  cos  /3j,  G^  =  cos  y^, 
A^  =  cos  «2,  B2  =  cos  ß^,  C2  =  cos  y^  gesetzt  werden  mag.  Man 
findet  für  Punktcoordinaten  aus  (1)  und  (6),  resp.  (1)*  und  (6)*: 

X  =  Ax'  -\-  A^y'  -f-  A^z'  -f-  a,    x  =  Ax   +  By   -\-  Gz   ~  B  , 

(14)  y  =  Bx'  +  J?,^'  +  B,z'  +  6,     y'  =  ^,:r  +  B,y  +  6^0  —  B„ 

z  =^  Gx'  +  G^y'  +  6^2^'  +  c,  ^'  =  -42^;  +  i?2!/  +  C'2^  —  A>; 
wo: 

D  =aA   +hB  +cG  , 

(15)  B,  =  aA,  -\-hB,  +  cG„ 
B^  =  aA^  +  bB^  -f  CO2; 

für  Ebenencoordinaten  aus  (3)  und  (13)  resp.  (3)*  und  (13)*: 
—  {Au'  -{-  A^  v'  4-  A.^w')  ,  Au    -\-  Bv    -\-  Cw 

. .  ^,        —  {Bu   -^  Bjv'  -{-  B2  w')  ,  A-^^u  -\-  B^v  -\-  G^w 

[\\i)    V  —  ^^^,  _^  j^y  j^  jj^,^^'  _  j  ;       w     —  "^  _^  6y  _j_  cm;-]-!' 

Dm'  -{-  D^v'  -\-  Doio'  —  1 '  au  -|-  &y  -|-  ew  +  1 ' 

endlich  für  Liniencoordinateu  aus  (2),  (11),  (12),   (2)*,  (11)*,  (12)*: 
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vp=       Ap' -\- A^q   -\- A^r' , 
vq  =        B^)'  +  B,q'  +  B^r', 
vr  =         Gp' -\r  C^q' -\- C^r' , 
(17)       V7i  =  —  (hC  -  cB)p'  —  (hC^  —  cB,)q   -  {1>C^  -  cB^y 

±{A7c'  -j-  Ay  +  A.,q'), 
vx  =  —  (cA  —  aC)p'  —  (cA^  —  aC^)q' —  {cA^  —  aC.^)r' 

±  {Bn   +  By  +  B,q'), 

VQ  =  —  {aB  —  hÄ)p'  —(aBi  —  hA^)q'  —  {aB.,—  hA^^r' 

±{Cn'  -\-C,k'  +0,^'); 
oder  aufgelöst: 

v' p'  =        Ap   -\-  Bq  -\-  Cr  , 

v'q'=       A^p-j-  B.q-JrC^r, 

v'  r'  =        A^p  ■\-  B^^q  +  C^r, 

(17f  v'7t'  =  +  {hA,  -  cA,)p  +  {hB,  -  cB,)q  +  (bC,  -  cC,)r 

±  {An   -\-  Bk   -\-  Cq  ), 

v'tc'  =  -f-  (cA    —  (iA.^p  -\-  {cB    —  aB,^q  -{-  {cG   —  aC,^)r 

±{A,7t  +  B,K^C,Q), 

v'q'  =  -\-  (aA,  —hA)p-{-  {aB^  —  hB)q-{-{aC,  -hC)r 

-jr{A,7r-\-B,x-\-C,Q). 

Die  Gleichungen  (14),  (16),  (17),  (17)*  dienen  dazu,  um  von 
einem  recJitwinldigen  Goordinatcnsysteme  mit  den  Axen  OX,  OY,  OZ 
zu  einem  andern  mit  den  Axen  O'X',  O'Y',  O'Z'  ühermgelien,  und  um- 
geJcehrt,  wenn  die  Goordinaten  von  0'  in  Bezug  auf  erster  es  gleich  a,  h,  c 
sind  und  wenn 

A  ,  B  ,  G   die  Richtungscosinus  von  O'X.'  gegen  OX,  OY,  OZ, 
A>  B„  G,    „  „  „     O'Y'      „       OX,  OY,  OZ, 

A,  ^2,  C,    „  „  „     O'Z      „      OX,  OY,  OZ 

bedeuten.     Von  den  doppelten  Vorzeichen  bezieht  sich  das  obere  auf  eine 
directe,  das  untere  auf  eine  inverse  Transformation. 

Vergleicht  man  die  Gleicliungeu  (1)  mit  (3)  oder  (14)  mit  (IG), 
so  erscheint  das  Princip  der  Dualität  verletzt,  indem  bei  Ebenen- 
coordinaten  in  den  Transformationsformeln  ein  gemeinsamer  Nenner 
auftritt,  sobald  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  durch  die 
Transformation  verlegt  w^ird,  während  bei  den  Punktcoordinaten  ein 
solcher  Nenner  nicht  vorkommt.  Diesem  scheinbaren  Uebelstande 
kann  durch  Einführung  eines  allgemeineren  Coordinatensystems  ab- 
geholfen werden,  nämlich,  analog  wie  in  der  ebenen  Geometrie  (Bd.  I, 
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p.  62flF.),  durch  Benutzung  der  sogenannten  homogenen  oder  Tcfracder- 
Coordinaten.     Wir  definiren  dieselben  in  folgender  Weise. 

Die  Coordinaten  x^,  x^,  x^,  x^  eines  Pmiktes  x  im  Baume  sind 
vier  Zahlen,  welche  sich  su  einander  verhalten,  ivie  die  Abstände  des 
Pmiktes  von  den  vier  Seitenflächen  eines  Tetraeders  („Coordinatentetrai'deys"), 
bes.  midtiplicirt  mit  vier  heliebig  gewühlten  Constanten. 

Bedeuten  also  s^,  s^,  %,  S4  die  vier  Abstände,  und  l\,  h^,  k^,  h^ 
die  beliebigen  Constanten,  so  ist 

wo  Si,  S2,  §3,54  von  der  Lage  des  Punktes  abhängen,  h^,  h^,  7c^,  \  da- 
gegen für  alle  Punkte  dieselben  Werthe  haben. 

Die  Coordinaten  u^,  lu^,  u^,  u^  einer  Ebene  u  sind  vier  Zahlen, 
welclie  sich  zu  einander  verhalten,  ivie  die  Abstände  der  Ebene  von  den 
vier  Eclien  des  Coordinatentetraeders,  bes.  multiplicirt  mit  gewissen  Con- 
stanten. 

Man  hat  also,  wenn  s^',  s^,  Sg',  s/  die  vier  Abstände  der  Ebene  u 
von  den  Ecken  und  l^,  l^,  l^,  l^  Constante  bedeuten: 

Die  Constanten  \,  l^,  l^,  l^  hängen  von  \,  Ti^i  /%,  ^4  ab;  man  be- 
stimmt sie  nämlich  so,  dass  die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  der 
Ebene  u  und  des  Punktes  x  in  der  Form 

(20)  U^X^  -f-  %l2^2  +  %^3  +  ^'4^4  =  0 

erscheint. 

Die  Coordinaten  p-^^j  P\zj  Put  -P237  ^34?  i'42  cmer  Geraden  p  sind 
sechs  Zahlen,  welche  sich  verhalten  wie  die  Momente  der  Geraden  in 
Bemg  auf  die  sechs  Kanten  des  Coordinatentetraeders,  be0.  multiplicirt 
mit  geivissen  Constanten,  die  so  geimhlt  werden  sollen,  dass  die  zwischen 
den  sechs  Momenten  bestehende  Identität  in  möglichst  einfacher  Form 
erscheint. 

Sehen  wir,  wie  diese  neuen  Coordinaten  algebraisch  mit  den 
rechtwinkligen  x,  y,  z  zusammenhängen.  Die  Gleichungen  der  vier 
Seitenflächen  des  Tetraeders  seien 

a^x  -\-  \y  -f-  c^z  -{-  d^  =  0, 
a^x-\-  h^y  +  c.^z-\r  d.,  =  0, 
a^x  +  bojj  +  Coj  +  f?3  =  0, 
a^x  4-  b^y  +  c^z  -f-  d^  =  0; 
dieselben  sollen  in  der  einen  Gleichung 

(21)  aix  4-  biy  +  c-.z  +  d-,  =  0, 
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welche  für  ^=  1,  2,  3,  4  besteht,  zusamiuengefasst  werden.  Wir 
setzen  voraus,  class  die  vier  Ebenen  ein  wirkliches  Tetraeder  ein- 
schliessen,  also  nicht  durch  einen  Punkt  gehen*),  d.  h.  dass  die 
Determinante 


(22) 


^ 


(i, 


d, 
d, 

d. 


von  Null  verschieden  sei. 

Die   Entfernung    eines   Punktes  x,  y,  z   von    der  i*^"   Tetraeder 
fläche,  d.  h,  die  Grösse  s,,  ist  dann  (p.  12) 

a.x  +  ö.^/  +  c^z  +  d.^ 


Si  = 


ya/'  +  &.2  +  c.^ 

Es  wird  also,  wenn  fi  einen  unbestimmt  bleibenden  Proportionalitäts- 
factor  bedeutet,  nach  (18): 

a.x  -i-  b.y  -\-  c.z  +  d. 


^Xi 


h 


ya,^  +  ht  +  c;^ 

Hier  ist  lii  willkürlich;  man  kann  dalier 

setzen,  wo  lil  eine  neue  willkürliche  Constaute  bedeutet.  Durch  [2V) 
sind  aber  die  Coefficienten  a,,  &,,  c-,  nur  bis  auf  einen  gemeinsamen 
Factor  bestimmt;  man  darf  deshalb  unbeschadet  der  Allgemeinlieit 
Tii  =  1  setzen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Werthe 
hj'ai,  kibi,  Jci'ci,  Ti[di  wieder  mit  a,-,  &/,  c,,  di  bezeichnen.  So  wird  schliesslich: 

(23)  iiXi  =  ttiX  -f-  i>iy  +  Ci2  -\-  dl,     für  i  =  1,  2,  3,  4; 

d.  h.  die  tetraedrischen  PunMcoordinaten  verhalten  sich  wie  vier  ganze 
lineare  Functionen  der  rechtwinMigen  Coordinaten,  deren  Coefficienten 
eine  von  Ntdl  verschiedene  Determinante  hilden'^'^). 

Bezeichnen  Ai,  Bi,  d,  Di  die  Unterdeterminanten   der  Determi- 
nante (22),  indem: 


*)  Das  Tetraeder  kann  aber  unendlich  gross  werden,  indem  z.  B.  drei 
seiner  sechs  Kanten  einander  parallel  verlaufen,  ohne  dass  die  Gültigkeit  des 
Folgenden  wesentlich  beeinflusst  würde. 

**)  Die  Benutzung  homogener  Coordinaten  ist  hiernach  nichts  anderes  als 
eine  consequentere  Durchführung  der  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung. 
Die  Einführung  der  homogenen  Coordinaten  verdankt  man  Möbius  und  Plücker 
(vgl.  Bd.  I,  p.  67);  für  die  allgemeine  Anwendung  derselben  waren  Hesse 's 
erfolgreiche  Arbeiten  entscheidend. 

Clebsch,  Vorlesungen.   II,  1.  6 
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(24)  z/  =  aiA,  +  hBi  +  Cid  +  diBi,     für  i  =  1,  2,  3,  4, 

und    setzt    mau    ^  ==  ^  •  v,    so    erhält    man    durch    Auflösung    des 
Systems  (22): 

vx  =  A^x^-^  A^x^  +  A^x^  +  A^^x^, 

vy  =  B^x,  +  B^x^  +  B^x^  +  B^a;^, 

v^  =  Oi^Ji  +  G^x^  +  Gj^jg  +  040:4, 

v  =  D^Xi-{-  D^x^-j-  Dg^Tg  +  D4a;4, 

oder  in  abgekürzter  Schreibweise: 

HA.x.  ^^i^i  ^G.x. 

(23)*  ^"=^^.'        y^'s'D;^.'        ^^Zl^.' 

wo    die    Summen    über    den   Index  i  von    i  =  1    bis    «  =  4    auszu- 
dehnen sind. 

Die  Gleichungen  der  vier  Ecken  des  Tetraeders,  d.  i.  der  Schnitt- 
punkte der  Ebenen  (21)  zu  je  dreien,  in  rechtwinkligen  Ebenen- 
coordinaten    sind,    wenn   Ai,  Bj,  d,   D,   obige    Bedeutungen    haben: 

(25)  AiU  4-  BiV  +  Ciw  +  Bi  =  0,     für  i  =  1,  2,  3,  4; 

und    zwar    ist    hier    die    Gleichung  derjenigen    Ecke    ausgeschrieben, 
durch  welche  die  i*®  Ebene  (21)  nicht  hindurchgeht. 

Der  Abstand  einer  Ebene  u,  v,  w  von  der  Ecke  (25)  ist  nun  (p.  12): 

,  ^  A,u  -f  B.v  +  C.W  +  D, 

Die  Quadratwurzel   des   Nenners   ist  unabhängig  vom  Index  i,  kann 

also  in   der  Proportion  (19)  fortgelassen  werden,   so   dass,   wenn  ^' 

ein  unbestimmter  Factor  ist: 

l. 
ft'%  =  -jy{AiU  +  BiV  -f  dw  -\-  Bi), 

i 

und  durch  Auflösung,  wenn  D,  =  lill: 

v'u  =  Z/«!«!  -\-  l^a^u,^  -\-  l^a^u.^  +  l^diU^, 
v'v  =  l^'^u^  +  Z/^a^tg  +  V^3%  +  h'h^^} 

v'w  =  l/Cj^Ui    +  I2C2U2    +  V^3^%    +    ^4' ^4**4? 

Die  Coefficienten  li  (bez.  ?/)  sollten  so  bestimmt  werden,  dass 
die  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Ebene  durch 
Gleichung  (20)  gegeben  wird.  Diese  Bedingung  war  in  rechtwink- 
ligen Coordinaten: 

HX  -\-  vy  -f-  1VZ  -j-  1  =  O5 

sie  wird  also  jetzt: 
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ZUi'aiUiUÄiXi  -\-  ElihiUjEBiXi  +  2Jli'CiU;Z!CiXi 
+  2Jl-diXi2JDiXi  =  0. 

Zwischen  den  Grössen  «;,  h,  C/,  di,  Äi,  Bi,  d,  Di  bestehen  nach 
bekannten  Determinantensätzen  neben  (24)  die  Relationen: 

a,.Ä,  +  hB,  4-  CiC,  +  diD,  =  0     für  i  ^  h. 

Durch  Ausmultipliciren  geht  daher  die  linke  Seite  unserer  Bedingung 
über  in: 

Soll  also  obige  Forderung  erfüllt  werden,  so  muss  If  =  1,  d.  h.  l;  =  D, 
genommen  werden.  Der  Uehergang  von  rechtwinldigen  zu  homogenen 
Ebenencoordinaten  wird  daher  vermittelt  durch  die  Gleichungen: 

(26)  ft'«/  =  Ä/U  -{-  BiV  -\-  diu  +  Di, 
und  deren  Auflösungen: 

Eau.  Zh;U.  Hc.ii. 

(26)*  U  =    „-j ,       V  =  '^Ti — ,       w  =  ~^r-j 

^      ^  2 d.U.  '  Ud.U;  '  2d;U. 

t   t  II  II 

Um  die  tetraedrischen  Liniencoordinaten  darzustellen,  gehen  wir 
aus  von  den  Coordinaten  der  vier  durch  (21)  gegebenen  Tetraeder- 
ebenen, nämlich 

a-        h.        c. 

d.^     d.^     d.     ^"^"  ^  =  1>  2,  3,  4. 

t         t         i 

Die  Coordinaten  der  Tetraederkante,  iu  welcher  sich  die  i*^  und  k^^ 
Ebene  schneiden,  sind  also  nach  (5)  und  (6),  p.  46: 

c.a,  —  c,a.  d-b,,  —  d,.b. 

(27)  Cfe  =  ^-.      ('K.-'-^i^', 

^^'^==        TdT-^       ^'^"—        dLK        ' 

und  das  Moment  einer  beliebigen  Geraden  in  Bezug  auf  die  be- 
trachtete Kante  wird  nach  (9),  p.  46: 

^  "■  yp'  +  a'  +  r'^yPik'  +  Qik'  +  V 

Bezeichnet  man  andererseits  mit  p^2,  P13,  jPi^,  P23,  P-Uf  Pi2  ^^^ 
einzuführenden  homogenen   Liniencoordinaten,   so   sollten   wir  haben 

wo  die  Cik  passend  zu   wählende  Constante   bedeuten.     Man  erkennt 
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bereits,    dass   nach  (28)   die  pik  lineare   homogene   ganze  Functionen 
der  p,  q,  r,  n,  x,  q  werden.     Zunächst  ist  wegen  (27): 

(29)  tpik  =  Ca'  \ß>iCk  —  Cili)Tt  +  {Ciük  —  aiCk))i  +  {aibk  —  &,«*)? 
{diaj,  —  aidf)p  +  {dihk  —  hdkjci  +  {diCi  —  c,-4)r], 


wo: 


T  =  v^yp^  -\-  ^  -\-  '^^, 


Ca-  =  Ca'  V{d,a.,  —  a-d,)^  +  {d,l,  -  hd^f  +  {d^c,  -  cdi)'. 

Der  gefundene  Werth  von  pa  kann,  wenn  wir  statt  p,  q,  r,  3r,  x,  q 
die  Coordinaten  zweier  Punkte  x,  y,  z  und  ^,  rj,  t,  einführen,  in 
folgender  Form  geschrieben  werden: 

r'Pik  =  Ca  [(diSC  +  &/^  +  Ci2  +  (?/)  (a^i  -\- hn  +  Ckt  +  4) 

—  («A  a;  +  &A-  ?/  +  Ca. ^  +  f4)  («;■  ^  +  ^«  '^  +  C/  ^  +  d,)  ]^ 
oder  nach  (23),  wenn  t'  =  6^: 

(30)  öpa  =  (ä;;?/a-  —  yiOCk)Ca, 

vorausgesetzt,  dass  x^,  x^,  x^,  x^  und  ^/i,  2/2?  ?/3?  Vi  die  homogenen 
Coordinaten  derjenigen  Punkte  sind,  deren  rechtwinklige  Coordinaten 
bez.  mit  x,  y,  0  und  |,  rj,  ^  bezeichnet  waren.  Nun  besteht  zwischen 
den  sechs  Differenzen  X/y^  —  ytXi,  die  identische  Gleichung: 


«X/'l  «A/Q 


2/1         V-2 


+ 


?/3 


*^A  "^9 


+ 


*^1  »^A 


?/i     tu 


X.2 

\y2 


0. 


y-i 


Vi   y-2 

denn    das    Doppelte    der    linken    Seite    ist    gleich   der    identisch    ver- 
schwindenden Determinante  (vgl.  p.  44) 


yi 

X, 

2/1 


2/2 
2/2 


x.^ 

2/3 


^4 
^4 

2/4 


Also  die  Grössen  p,yt  genügen  der  Identität 


V  + 


^13' 


^  + 


^14       ^    ^^3^    __    f) 


Um   die   linke   Seite    möglichst   einfach   zu  gestalten,   setzen  wir 
fest,  dass 

(31)  (7^2     •    C34     =    C13'   •    C42      =    Oi4     •    Ogg' 

sein  soll 5  sind  also  drei  der  Grössen  Ca  beliebig  angenommen, 
so  sind  alle  sechs  bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor  bestimmt. 
Im  Folgenden   soll  einfach 

Cj2  =634     =   (7j3     =   O12     =   Ci4     =   O23     =     1 
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gesetzt  werden.  Es  hat  das,  wie  sich  später  ergeben  wird,  zur  Folge, 
dass  auch  die  Bedingungen  für  die  vereinigte  Lage  eines  Punktes 
und  einer  Geraden  (p.  49 f.)  in  besonders  einfacher  und  symmetrischer 
Gestalt  erscheinen. 

Nach  (30)  werden  also  die   tctraedrischen  üoordinaten  der   Verhin- 
dimgsUnie  mveier  Funlctc  x  und  y: 

(32)  öp,.^  =.x,y.  —  y,  oc., ,        6p,^^  =  x^,y.,  —  y/,.r, , 

<^lhi  =  ^1  Vi  —  Vi  ^4 ;        ^Piz  =  ^t  y-6  —  !/2^3 ; 
und  zivisclien  üincn  besteht  die  Identität*): 

(33)  P12PU  +  Pv6lh2  +  i^l4Ä'3  =  0 ; 

imd  sie  genügen  den  lielationcn:  p,k  ^  —  Pki-  Die  Gleichungen  (20), 
ivelehe  den  Zusammenhang  mit  den  rechtivinldigen  Coordinaten  vermitteln, 
■werden : 

^o^N  T^Pik  =  {^c)ikn  +  (ca)rtJ«  +  {a'b)ikQ 

+  {da)ikp  +  {dh)ii,q  +  {dc)ikr , 

wo  (hc)ik  =  hiCk  —  hkCi  etc.  und  wo  die  Grössen  «,-,  6,,  c,-,  di  die  in 
(23)  vorkommenden  Substitutionscoefficienten  bedeuten.  Ist  ferner, 
wie  oben,  Mik  das  Moment  der  Geraden  p  in  Bezug  auf  die  Schnitt- 
linie der  i^^^  und  li^^"^   Tetraederfläche,  so  wird: 

(35)  vpik  =  Vida)a'  +  idh)a'  +  (dc^^  ■  Mik . 

Um  die  Gleichungen  (34)   aufzulösen,   beachten  wir,   dass  z/  = 

«1  a.^  «3  a^ 

(36)  ((^^12  (cd)34.  +  (f^^i3{cd\2-^  (cth\^(cd\^  ^   h,   h,  h^  \ 
+  {al).i^(cd\^-^{ah\,{cd)y.,-^{a'b\.^{cd\^         q    c^   c.^  c^ 

f7i  f?^  fZg  d^^ 

dass  folglich  die  linke  Seite  gleich  Null  wird,  wenn  man  irgend 
einen  der  Buchstaben  a,  h,  c,  d  durch  einen  andern  unter  ihnen  er- 
setzt. Man  wird  also  z.  B.  7t  durch  die  2hk  berechnen,  indem  mau 
tpik  mit  {dd)im  multiplicirt,  wo  l  und  m  von  i  und  li,  verschieden 
sind;  und  analog  für  k,  q,  p,  q,  r.     Man  findet,  wenn  r.r'  =  —  z/: 


*)  Für  die  Einführung  homogener  Liniencoordinaten  vgl.  Cayley,  on  the 
six  coordinates  of  a  line,  Transactions  of  the  Cambridge  philosophical  Society, 
vol.  11,  2,  1867;  Battaglini,  Atti  delle  R.  Accademia  di  Napoli,  vol.  3,  1866. 
Klein:  Ueber  die  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades, 
etc.  Inauguraldissertation,  Bonn  1868  und  Math.  Annalen,  Bd.  23. 
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also,  wenn  die  rechte  Seite  zur  Abkürzung  mit  Z!(da)ikPim  bezeichnet 
wird: 

(34)-^'  r'p  =  2;(6c).,i9^,,^,    -r'(Z  =  2J  {ca).^p^^^,    r'r  =  E  {ah).^p^^^. 

Nun   ist   bekanntlich   (AB)^  =  ^'(cd)i,n,    wenn    die    grossen   Buch- 
staben   wieder    die    ünterdeterminanten    von   z/    bedeuten;    die   Glei- 
chungen (34)*  lassen  sich  also,  wenn  r'.z/  =  t" ,  auch  so  schreiben: 
r"7t  =  2J(BCl,p^„      x"p  =  E{BÄ).^^p^^, 

Biese  Auflösungen  entstehen  also  aus  (23)*  in  analoger  Weise,  ivie 
die  Gleichungen  (34)  selbst  aus  (23). 

Es  bleibt  uns  übrig  zu  zeigen,  wie  die  eigenthümliche  Stellung  der 
Geraden  gegenüber  dem  Principe  der  Dualität  bei  Anwendung  tetrae- 
drischer  Coordinaten  zur  Geltung  kommt.  Analog  zu  (32)  muss  man 
die  gerade  Linie  auch  durch  zwei  Ebenen  u,  v  und  sechs  Coordinaten 
^,7;  bestimmen  können,   wenn 

(37)  6'qik  =  UiVk  —  ViUk  . 

Diese  sechs  Grössen  werden  sich,  wie  bei  den  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten, auf  die  pik  zurückführen  lassen.  Um  dies  direct  nachzu- 
weisen, gehen  wir  von  den  Bedingungen  aus,  welche  aussagen,  dass 
die  Punkte  x  und  y  auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen  u  und  v  liegen, 
nämlich : 

Wi2/l  +  ^2^/2  +  «32/3  +  «4^4  =  0, 
^1^1  +  ^2  ^2  +  ^3  ^3  +  ^^4:  =  0  > 
^1  Vi   +  ^2  2/2  +  ^3  2/3    +  «^42/4  =  0  • 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  y^,  die  zweite  mit  —  x^ 
und  addirt,  so  folgt: 

ebenso  aus  der  dritten  und  vierten  Gleichung: 

«^lPu-|-^2i>24  +  «^3^31  =  0, 

also: 

Hh^  =  «2^3  —  ^2%  =  ^'fUz, 
^P24.  =  %^i  —  ^3%  =  ^'S'si  > 

f^Psi  =  ^h^2  —  •^1^2  =  ^'qi2  ■ 


ö    Pi2  =  ^34  ; 

Ö    i^,3  =  ^42  » 

<?    1>U  =  ^23  , 

ö'>34  =  (712  > 

^"iAi2  =  ^13  . 

^"ih^  =  <lu , 
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In  analoger  Weise  bildet  man  die  Gleichuugeu: 

und  erhält  aus  ihnen,  da  p^^  =  — j^n- 

^Pu  =  «2^3  —  ^2%  =  <y'(M , 

^Pl3   =  ^'4^2   —  ^^4^2  =  <?'(Z42; 
/*Ä2  =  ««3^4  —  ^3^4  =  <^'Qm' 

Aus  einem  dritten  Paare  von  Gleichungen  endlich  würde  hervorgehen: 

f*P23  =  %^4  —  ^1^4  =  <?'g,4- 
ZiviscJien  den  durch  (37)  definirten  Grössen  q.^  und  den  durch  (32) 
dcfinirtcn  Grössen  p.^,  bestellen  daher  die  Relationen 


oder,  tvenn 

(5"2p  =  (_p,2i>34  +  ^^132^42   +  Ä4i%)  <?"' 
=      3'l2  9'34  +  9'l3^42  +  2l4fe  =  ö 

gesetzt  wird: 

(38)  ^^'-^-^ä^/    ^'-^^^  ä^' 

«t;o  (?"  em  unbestimmter  Proportionalitätsfactor  ist 

Der  Vollständigkeit  halber  möge  noch  darauf  hingevrieseu  werden, 
dass  die  linke  Seite  der  Identität  (33),  d.  i.  der  Ausdruck  P  (bez. 
Q),  vermöge  der  Substitution  (34)  oder  (34)**  bis  auf  einen  Factor 
in  den  Ausdruck  p7t  -\-  Q>t  -\-  i^Q  übergeht.  Man  bestätigt  dies  leicht 
mit  Hülfe  von  (34)  unter  Anwendung  von  (36);  es  ergibt  sich  so 
durch  Ausrechnung: 

(39)  T^  (Ä2P34  +  Ä3JP42  +  Ä4P23)  =  —  ^{p^-\-qü  +  rQ). 

Man  erkennt  aus  den  vorstehenden  Formeln,  dass  zwischen  recht- 
winkligen und  tetraedrischen  Liniencoordiuaten  kein  wesentlicher  Unter- 
schied besteht;  in  der  That  waren  ja  auch  erstere  als  Verhältniss- 
zahlen definirt.  Auch  die  Formeln,  welche  für  Liniencoordiuaten  den 
Uebergang  von  einem  rechtwinkligen  zu  einem  andern  rechtwinkligen 
Coordinatensysteme  vermitteln,  sind  nicht  wesentlich  verschieden  von 
den  Formeln,  die  von  einem  rechtwinkligen  zu  einem  tetraedrischen 
Systeme  führen.  Anders  ist  es  für  Punkt-  und  Ebenencoordinaten. 
Es  wurde  schon  hervorgehoben,  dass  die  Gleichungen  (14)  und  (16) 
nicht  einander  analog  gebildet  sind,  wie  es  das  Priocip  der  Dualität 
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erfordern  würde;  die  Gleicliungeu  (23)*  und  (26)*  dagegen,  welche 
von  rechtwinkligen  zu  homogenen  Coordinaten  führen,  sind  diesem 
Principe  gemäss  gebildet,  in  beiden  tritt  rechts  ein  gemeinsamer 
Nenner  auf.  Verschwindet  der  Nenner  in  (26)*,  so  werden  die 
Grössen  ii,  v,  'W  unendlich;  es  stellt  daher  die  Gleichung 

den  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Systems  dar  (vgl.  p.  18), 
während 

ZaiUi  =  0,     EhiUi  =  0 ,     UciUi  =  0 

bez.  die  Gleichungen  der  unendlich  fernen  Punkte  der  X-,  Y-  und 
Z-Axe  in  homogenen  Ebenencoordinateu  sind.  Ebenso  folgt  aus  (23), 
dass  die  Gleichungen  der  Y-Z-,  der  Z-X-  und  der  X-Z- Ebene,  be- 
zogen auf  das  tetraedrische  System,  bez.  durch 

UÄiXi  =  0 ,     UBiXi  =  0 ,     UCiXi  =  0 
gegeben  werden.     Wenn  dagegen  der  Nenner  verschwindet,  wenn  also 

(40)  A^'l  +  A^2  +  A^3  +  -^4^4  =  0 

ist,  so  werden  x,  y,  z  gleichzeitig  unendlich  gross.  Umgekehrt,  lässt 
man  einen  Punkt  x,  y,  z  sich  in  bestimmter  Richtung  in's  Unend- 
liche entfernen,  wo  dann  die  Verhältnisse  x  :  y  :  z  endliche  Werthe 
behalten,  so  ergeben  sich  aus  (23)  auch  endliche  Werthe  für  die  Ver- 
hältnisse x^  :  x.^ :  Xg  :  x^^]  es  werden  also  x,  y,  z  auch  nur  unendlich, 
wenn  die  Gleichung  (40)  befriedigt  ist. 

Da  nun  eine  lineare  homogene  Gleichung  im  Allgemeinen  eine 
Ebene  darstellt,  so  verhalten  sich  die  unendlich  fernen  Ptinlde  des 
Raumes  wie  die  PunMe  einer  Ebene;  d.  h.,  wenn  man  untersuchen 
will,  wie  sich  irgend  ein  Gebilde  (Fläche  oder  Curve)  in's  Unendliche 
erstreckt,  so  hat  man  algebraisch  dasselbe  Problem  zu  lösen,  als 
wenn  man  den  Schnitt  des  Gebildes  mit  einer  Ebene  untersuchen 
will;  man  braucht  nicht  Grenzübergänge  zu  machen,  indem  man  alle 
Gleichungen  in  solche  zwischen  den  endlich  bleibenden  Verhältnissen 
X  :  y  :  z  verwandelt,  sondern  man  braucht  nur  homogene  Coordinaten 
einzuführen,  und  dann  den  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  (40) 
zu  untersuchen.  Letzteres  geschieht  am  Einfachsten,  indem  man 
statt  der  allgemeinen  Substitution  (23)  die  besonders  einfache 

(41)  x  =  ^'~,    y=  '>    ^  =  - 

anwendet,  bei  welcher  x^  =  0  die  Gleichung  derjenigen  Ebene  ist, 
welche  man  an  Stelle  der  unendlich  fernen  Punkte  betrachten  darf. 
Man  spricht  daher  von  einer  unendlich  fernen  Ebene  des  Baumes  und 
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operirt  mit  ihr  wie  mit  jeder  andern  Ebene.  Beispiele  dafür  werden 
sieh  bei  Untersuchung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse  in 
grosser  Zahl  darbieten.  Wir  erinnern  hier  nur  daran,  dass  alle  unend- 
lich fernen  Piinl<te  einer  Ebene  behandelt  werden  dürfen  wie  Punkte 
einer  Geraden  (Bd.  1,  p.  G7);  dieser  Satz  erscheint  jetzt  als  Folge 
des  allgemeineren,  dass  sich  zwei  Ebenen  in  einer  Geraden  schneiden; 
man  braucht  nur  als  eine  Ebene  die  unendlich  ferne  zu  wählen. 
Ebenso  folgt  das  bekannte  Resultat,  dass  einer  geraden  Linie  nur 
ein  unendlich  ferner  Punkt  zugeschrieben  werden  darf,  aus  dem  Satze, 
dass  eine  Ebene  von  einer  Geraden,  die  nicht  in  ihr  liegt,  in  nur 
einem  Punkte  getroffen  werden  kann. 

Benutzt  man  die  Substitution  (41),  so  fallen  drei  Coordinaten- 
ebenen  des  tetraedrischen  Systems  mit  den  dreien  des  rechtwinkligen 
zusammen,  und  die  vierte  Ebene  des  ersteren  ist  die  unendlich  ferne. 
In  der  That  kann  man  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten 
aus  den  tetraedrischen  durch  einen  Grenzübergang  ableiten,  indem 
man  eine  Ebene  des  Tetraeders  sich  in's  Unendliche  entfernen  lässt. 

Nehmen  wir  zunächst  drei  Ebenen  des  Goordinateutetraeders  auf 
einander  rechtwinklig  an  und  bezeichnen  mit  Xj  y,  2  die  Entfernung 
eines  Punktes  x  von  ihnen.  Dann  ist  in  (18)  s^  =  x,  82  =  y,  s^  =  0; 
also  kann  mau  setzen : 

IX.- Jb*    ■  ■        JU  t         it  Ji()   "^^   i/  ?         LL  Ji"j    —'■-    ^  . 

X  cos  «4-1/  cos  Q  -\-  z  cos  y  —  d 
ilX,,  =  ^ ^ ; 

wenn  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  vierten  Tetraederebene  gegen 
die  drei  andern  bedeuten  und  ^9  deren  Entfernung  von  der  gegen- 
überliegenden Ecke  ist;  mau  hat  dabei  li^  =  li^  =  /tg  =  1,  A'.j  -d^  —  1 
gesetzt.  Lassen  wir  jetzt  d  unendlich  gross  werden,  so  wird  ^x^^^  1, 
und  wir  haben,  wenn  etwa  ä;^  =  1  gCAvählt  wird,  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem.  Bei  letzterem  tvird  also  das  Coordinatentetracder 
durch  die  drei  Ebenen  x  =  0,  y  =  0,  3  =  0  und  durch  die  unendlich 
ferne  Ebene  gebildet. 

Bei  diesem  Grenzübergange  gehen  gleichzeitig  die  homogenen' 
Ebenencoordinaten  ««j,  U2,  u^,  u^  in  die  rechtwinkligen  «,  v,  w  über. 
Die  drei  Tetraederecken,  welche  sich  in  der  Ebene  x^^  ==  0  befinden, 
haben  bez.  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

^     ,0,0;        0,^,0;        0,  0,     "^ 


COS  a        '      '  '  cos  (3        '  '       '  cos  y 

Es  wird  also  in  (19)  nach  (29)  p.  12: 
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ud  ,  vd 

=.,      S.>   = 


COS  a  Yu^  +  ^^  +  1^'         ^         cos  ß  Yu'  -{-  v'^  -|-  w'^ ' 
wd  ,  1 


^         cos  y  Yu^  +  «^  +  m;2         '^         j/w^  +  ü*  +  w^ ' 
und  in  obigen  Formeln  ist 

■p.  cos  a        y-,  cos  ß        7-,  cos  y        t-v  -, 

zu  nehmen.     Da  nun  Z,-  =  Di  gefunden  wurde  (p.  83),  so  folgt  aus  (19): 

u^  :  1^2  :  «3  :  ^f^  =  ^f  :  t;  :  «(^ :  1 , 
eine  Proportion,  in  welcher  sich  d  fortgehoben  hat,  welche  also  auch 
für  d=  oo  bestehen  bleibt.     Dasselbe  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 
(26)  oder  (26)*. 

Für  Liniencoordinaten  endlich  muss  man  folgende  Ueberlegungen 
anstellen.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  einer  Geraden  'p  in  Bezug 
auf  die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kauten  des  Tetraeders  seien 
'p,  g,  r,  %,  3c,  Q.  Dann  sind  die  Momente  von  'p  in  Bezug  auf  diese 
drei  Kanten  (vgl.  p.  48),  Avenn  allgemein  mit  31^.  ihr  Moment  in 
Bezug  auf  die  Schnittlinie  von  Xi  =  0  bezeichnet  wird: 

31,  =  -7-— -^   ■     „ ,     M.,  =  -===^=:==,      31,,  = 


12  Yp.  _|_  g.  ^  ,.2  '  23  y^,  _^  ^,  ^  ^.  '         —31  yy  ^  ^s  ^  ,..  ■ 

Die   Schnittlinie   der  Ebene  x^  =  0    mit   der  Ebene  x^  =  0   hat   als 
Verbindungsliuie  der  Punkte 

0,  -^'0    und    0,0,-^ 
'  cos  p  '        cos  y 

die  Coordinaten: 


cos  ß  cos  y 


d  ^ 

^-^         cos  ß  ^  ' 

d  ^ 

ar  = }     fig  =  v . 

'^  cos  y        '  ^ 

Es  wird  daher  (p.  47): 

—  pd  -\-  K  cos  y  —  Q  cos  ß 

31^  = 

und  ebenso: 


Vp' 

+  3^  +  »■ 

^     Ycos 

'ß  + 

cos'' 

'y 

-q.ä-\-  Q 

cos  a  — 

n  cos 

y 

Y¥ 

+  q:'  +  r 

^     Ycos' 

V  + 

cos^ 

a 

—  rd  -\-  n 

cos  ß  — 

M  cos 

a 

24  i/^2      I      ^2     I      „2        n/«^„2..      I      „„„2^' 


3f    = 

3-1         Yp^  +  2^  _|_  y2     ]/cos'''a  +  cos  ß 


Setzt  man  wieder 

r^/*  =  Cik  ■  Ma- , 
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und  dk  =  C,k  •  Vp^  +  2*  +  r^j  so  müssen  die  C4rössen  O,/  den  Glei- 
chungen (31)  genügen.  Man  darf  sie  aber  nicht  sämmtlich  gleich 
der  Einheit  annehmen;  dies  ist  nur  für  Cj2,  G^^,  Cg/  erlaubt,  dagegen 
muss  man 

P  ' n  ' n  '  —  i 

setzen,  damit  die  Producte  dk  •  Mik  auch  für  d  =  oo  endliche  Werthe 
behalten.     Rückt  die  Ebene  x^  =  0  ins  Unendliche,  so  wird  also 

(42)  p:q:r'.7t:x:Q=—i\^:—l\^:  —  2hi  '  Pn  '•  Ihi  '  1\^  > 
so  dass  2^7t  -{-  qic  -\-  tq  zu  —  (^^12^4  -h  Pislh2  +  Pulhs)  proportional 
ist,  was  mit  (39)  übereinstimmt.  Durch  den  Grenzübergang  werden 
2),  q,  r  die  Momente  in  Bezug  auf  die  unendlich  fernen  Geraden  der 
drei  Coordinatenebenen,  wie  es  nach  Früherem  sein  soll  (p.  48).  Die 
Proportion  (42)  folgt  auch  direct  aus  (34). 

Nach  (23)  und  (24)  geschieht  der  Uebergang  von  einem  belie- 
bigen rechtwinkligen  zu  einem  beliebigen  homogenen  Coordinaten- 
systeme  mittelst  der  allgemeinsten  linearen  Gleichungen,  welche  man 
zwischen  vier  homogenen  und  drei  absoluten  Veränderlichen  auf- 
stellen kann.  Der  Uebergang  von  einem  Tetraedersysteme  (x^,  x.^, 
x^,  x^)  zu  einem  andern  (1^,  Ig»  Is;  U  kann  dadurch  bewerkstelligt 
werden,  dass  man  beide  zunächst  auf  ein  rechtwinkliges  System  be- 
zieht. Man  hat  dann  nach  (23)  und  (23)*: 
öXi  =  ttiX  +  hiy  +  CiS  +  di  , 

EG,x,       zc:i.  . 


z  = 


EB.x,        SD'^, 


also  auch: 


ZÄ.'ä.  EB'i-  EG.'^. 

6xj  —  ttj  ^jrj.t  -r  ^j  zD.'ä.  "^  •'"  EB.'ä.  "•"  "•'' 


oder,  wenn  6  ■  EDl^i  =  ft  gesetzt  wird: 

iiXj  =  ajEAlli  +  IjEBlli  +  c;2:a'i-  +  djEB^ii 

für  j  =  1,  2,  3,  4, 
oder  wenn 

(43)  ajAl  +  hjBl  +  c^C:  -f  djD;  =  %,• 
gesetzt  wird: 

(44)  ^Xj  =  a,Ji  +  aj^i^  +  öyglg  -f  aj^i^ . 

Vermöge  (43)  sind  die  16  Coefficienten  a,*  durch  die  16  willkürlichen 
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Grössen  «,,  l,-,  d,  di  und  die  16  ebenfalls  willkürlichen  Grössen  a/ , 
hi  ,  Ci ,  äi  ausgedrückt;  jedenfalls  sind  also  die  aik  im  Allgemeinen 
von  einander  unabhängig:  Der  Uebergang  von  einem  Tetraedersysteme 
m  einem  andern  geschieht  für  PunJct-  (und  also  auch  für  Ebenen-)  Coor- 
dinaten  mittelst  der  allgemeinen  linearen  Gleichungen  von  der  Form  (44), 
deren  Determinante  nicht  verschtvindet.  Man  hat  also,  wenn  An,  den 
Coefficienten  von  an  in  der  Determinante  27  +  ö^ii«22%3%i  bedeutet: 

.  .  /^■^'2  =  «2lll  +  «^2l2  +  «23l3  +  %l^4;  ^'^2=^12^1+^22^2 "f  ^32^+^42^4, 
."'^'3  =  «31^i+«32l2  +  «33^3  +  %li-l;  vi,^'-=A'6Xl+A-i^<i+-^oo^Z-\-^tö^4.^ 
ilX^=a^,  ll  +  (h^iz  +  «43^3  +  «4  J-l ;     ^'ii=Al^l  +  ^Ui^A-Ai^o  +  Ai^i ' 

Die  entsprechenden  Formeln  für  Ebenencoordinaten  (^f,  und  w,)  er- 
geben sich,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Gleichung  der  Ebene 
H'Uj-Xk  =  0,  oder  wegen  (45) 

2J2:a/,iiik^i  =  0, 

k    i 

von   der  Form   ^cok^k  =^  0  sein  muss;  also  inialug  zu  (26)   und  (26)*: 

P^'^h   =   -^^UÖI   +   At^i   +  ^13«3   +   -Ul^-i, 
ft'«a  =  J.iOJj   +  -4^2  tOo  +  -423  03   +  -4.'4C'4> 

fl'"3  =  -^31  "l  +  ^32  «2   +  -^33  «8   +  Ai^Ay 
^l'u^  =  Al  «1   +  ^42 «2   +  ^43 «3  +  Ai^i  ; 
''«1   =  «H«4      +  «2I^<2      +  «31^'3      +   «41^«4J 
l''c02  =  «12  ^<i      +  Öf22%      +   %2%      ~1~   %2^'4> 
V'  a.^  =  «13  «'l      +  «23  «2      +   «33  «3      +  «43''<4  ; 
V  (0^  =  a^^U^      +  «J4^'2      +«34^3      +«44^*4- 

Für  Liniencoordinaten  folgt  aus  (45),  wenn  ^j  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  x  und  y  ist: 

6l),k  =  Xiyu  —  yiXk 

==  («all  +  «/2I2  +  «/als  +  «/'1I4)  («AI  ril  +  «yt2  >?2  +  «A3  ^/3  +  «A4  J?4) 

—  («at?i4-  «/2>?2  +  «/3 J;3  +  aurji)  («^ |i  +  «^2  ^2  +  «as Is  +  «a4 I4) 

=  («»l«A-2   —  «Al«,-2)  (il^2  ^1^2)  +  («a«A3  —  «AI  «/s)  {^1^3  —  Vl^s) 

+  («,l«A-4  —  «A-l«/4)  (ll^4  —  '»?li4)  +   («,2«A-3    —    «A2«/3)  (^2  »?3  —  »/2  Is) 
+  («/2«A-4   —  «A-2«,-4)  (|2>?4  —  ^2^4)   +   («,-3«A-4   —   «A3«/4)  (^3 >?4  —  Vs^i)  , 

oder  wenu  Tta  die  Coordinateu  der  Linie  p  im  andern  Systeme  be- 
deuten : 
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,(12) 


(13) 


(47) 


rp;,  --=  a;;^  TT,,  +  f^r  ^1.  +  A' 


(M) 


+  A<r'%,  +  Ar>r„  +  A;f'.,,, 


wo  zur  Abkürzung: 

(4S) 

so  dass : 


(Im) 


A^.^       =  diidkin   Cl,iiH(hl  , 


Mm) 


,("") 


a;;"'^  =  _  a;;'^  = 


,0"0 


a;» 


Uni) 


Ebenso  kann  man  die  Auflösungen  von  (47)  aus  den  in  (45)  rechts 
stehenden  Gleichungen  ableiten,  man  hat  nur  die  a/k  durch  die  Au 
zu  ersetzen.     Nun  ist  nach  bekannten  Determiuantensätzen: 

AuAu  —  A^iAu  =  ^  {arnttAk  —  ana-u)  =  ^  •  A^'^^ 
AiiA-ik  —  A-iiAx,^  --=  J  {ana^T,  —  a^iQu)  =  ^  ■  A^'^^ 
Av,Aik  —  A.iiAxk  =  ^  {a-iittzk  —  aziüu)  ==  ^  •  A^g^ ,  u.  s.  f. 
wo  ^  =  2J  4;  «]i%2^33^44  5  ^^^0  wird: 

Die  geometrische  Bedeutung  der  in  (45)  auftretenden  Substitu- 
tionscoefficienten  ist  leicht  zu  erkennen.  Es  sind  nämlich  die  Coor- 
dinaten  der  Tetraeder-Flächen 


(47)^ 


des  X- Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  ^-Systems  bez.: 


a 


a. 


a, 


(49) 


11  >      ^12  )      "13  J      "'U  J 
^''21  '      %-2  ;      ^'23  7      ^24  ' 


a. 


31  } 


a. 


a 


33; 


a 


34  7 


des  ^-Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  x-Systems  'bez.: 

^11  J  -^21  7  -"31  7  ^41  7 
-^12  '  ^^22  7  -^32  7  -^42  7 
-^13  7      ^23  7       ^33  7      ^43  7 

/4  /l  /l  A     • 

^14  7      -^24  7      -^34  1      -^44  5 


«m6?  es  sind  die  Coordinaten  der  Tetraeder-Ecken 


des  X-  Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  i- Systems 


(50) 


•^117  -^12  7  ^13  7  -^14  7 
^21  7  -^22  7  -^23  7  -^24  ' 
^34  7 

Am. 


-^31  7       -^32  ;       -^33  7 
-^41  7       -^42  7       -^43  7 


fZes  '^-Systems  in  Bezug  auf  das 
Tetraeder  des  x- Systems 


a 


11: 


a 


21  7 


a. 


31  7 


a 


41  7 


^12  7        ^22  '         ^32  7        ^42  7 
^13  7        %3  >        %3  7        ^43  7 

t*i  1 4      t<i>^ ,      Wfli  4      a**  • 


"14  7 


'24  7 


'34  7 


Endlich   sind  wegen   (47)  die  Coordinaten  der   Tetraederkante  des 
X- Systems  in  Bezug  auf  das  Tetraeder  des  i,- Systems,   und  zwar  der 


Tpi2  =  a/3«M  - 

-  CliidkZ, 

rpsi  =  a/i«A-2  — 

ö!/2  Ö^Al  j 

r_2Ji3  =  ai4,ak2  - 

-  ÖJ/2C(m> 

rpi2  =  «/ißA-s  — 

ß,-3  a^i , 

t'pu  ==  tti2Clk3  - 

-  a«3'^i2j 

rp23  ==  «aai-4  — 

05/4  «AI ; 
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Schnittlinie  von  Xi  =  0  mit  x^  ==  0   (oder   der  Verbindungslinie  von 

Ui  =  0  mit  tim  =  0): 


(51) 


und  wegen  (47)*  die  Coordinaten  der  Tetraederkanten  des  h,-Systcms  in 
Bezug  auf  das  Tetraeder  des  x-Systetns,  und  zwar  der  Schnittlinie  von 
^,  =  0  mit  I,  =  0: 

T    7ti2  =  «1J«2A-  —  %i^2t;  '^   ^34  =  «3/Ö54t  —  a-ihtti.!  , 

(52)  t'tTis  =  ai/ffSA.  —  «U-as/  ,  T';r42  =  a4/«2i-  —  «4A«2/  , 

T    3ri4  =  a^ittik  —   dlk^ii,  T    7C2S  =  ttiid-dk  Ö2it%/ • 

Die  Transformation  von  einem  Tetraeder  auf  ein  anderes  um- 
fasst  als  speciellen  Fall  die  orthogonalen  Substitutionen,  von  denen 
wir  ausgingen.  Man  erhält  sie,  indem  man  x,^  zu  I4  proportional 
setzt,  unter  x^  =0  die  unendlich  ferne  Ebene  versteht  und  die  anderen 
drei  Tetraederebenen  auf  einander  rechtwinklig  wählt.  Lässt  man 
letztere  Bedingung  fallen,  so  erhält  man  das  sogenannte  schießvinMige 
Coordinatensystem.  In  ihm  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  defi- 
nirt  als  Kanten  eines  schiefwinkligen  Parallelopipedons,  dessen  Seiten- 
flächen einerseits  durch  die  drei  zu  einander  beliebig  geneigten  festen 
„Coordinatenebenen",  andererseits  durch  drei  hierzu  parallele  Ebenen 
gegeben  sind,  welche  durch  den  betrachteten  Punkt  gehen.  Ein  solches 
System  wendet  man  gelegentlieh  an;  es  möge  daher  noch  kurz  aus 
dem  allgemeinen  abgeleitet  werden. 

Wir  gehen  von  einem  Tetraeder  aus,  in  welchem  die  Kante  x^  =  0, 
x^  =  0  mit  iCi  ==  0,  ajg  =  0  den  Winkel  a,  die  Kante  x.^  =  () ,  x^  =  0 
mit  x^  =  0,  Xy=0  den  Winkel  /3,  die  Kante  iCg  ==  0,  x^  =  0  mit 
iCg  =  0,  x.^  =  0  den  Winkel  y  bildet.  Wir  nennen  x,  y,  z  die  Längen 
der  drei  Linien,  welche  man  durch  den  Punkt  x  parallel  zu  den  ge- 
nannten drei  Tetraederkanten  ziehen  kann,  gemessen  von  dem  Punkte 
X  aus  bis  zu  ihren  Schnittpunkten  mit  den  drei  Flächen.  Sind  dann 
wieder  s^,  S2,  Sg  die  Abstände  des  Punktes  x  von  den  Ebenen  x^  =  0, 
x^  =  0,  x^  =  0,  so  ist  offenbar: 

Sj^  =  X  sin  a ,     s.,  =  y  sin  /3 ,     s.^  =  z  sin  y  . 

Die  Entfernung  s^  des  Punktes  x  von  der  vierten  Ebene  a;^  =  0  lässt 
sich  durch  s^,  s.,,  s^  ausdrücken.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  z// 
den  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks,  welches  auf  der  Ebene  Xj  =  0  durch 
die  drei  anderen  Ebenen  ausgeschnitten  wird,  so  ist  yS/z/,-  gleich  dem 
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Inhalte  des  Tetraeders,  welches  durch  die  Ecken  des  genannten  Drei- 
ecks und  durch  den  Punkt  x  gebildet  wird;  also  offenbar: 
(53)  A,  s,  +  zi,s,  +  ^,s,  +  zJ,s,  =  3  ^ , 

wenn   z/    dem  Inhalte    des    ganzen    Coordinatentetraeders    gleich    ist. 
Setzt  man  nun 

7  1  7  1  7  1  7  ^4 

1         sm  a  "         sui  p  "*         sin  y  *         3  d 

SO  wird  nach  (18): 

Jetzt  lassen   wir   die   Ebene   x^=  0   sich  in's   Unendliche   entfernen; 
dann  werden  die  Grössen  zl,  zl^,  zi^,  ^^  unendlich  gross,  aber  so,  dass 


denn  es  ist: 


lim  4^0,     lim  ^  =0,     lim  ^}  --=  0 , 


^1  1  /:/„  _     1  J,^  1 


wenn  7/j,  /^g,  //o  die  drei  Höhen  des  Tetraeders  bezeichnen,  und  letztere 
werden  gleichzeitig  mit  /l  unendlich  gross.  Man  erhält  also  die 
Proportion: 

welche  mit  (41)  identisch  ist.  Letztere  gilt  also  für  den  TJebergang 
von  Tefrai'der-Coordinaten  sowohl  m  reclitwinldigen  als  zn  schiefwinMigen 
Coordinaten. 

Die  Gleichung  (53)  zeigt,  dass  zwischen  den  Coordinaten  iCj,  X2, 
a?3,  x^  eine  lineare  Identität  von  der  Form 

(54)  hyXi  -\-k^X2-{-  l\x^  +  \x^  =  1 

besteht,  sobald  man  ihnen  absolute  Werthe  beilegt  (d.  h.  dem  will- 
kürlichen Proportionalitätsfactor  einen  bestimmten  Werth  gibt,  ihn 
z.  B.  gleich  1  setzt).  Letzteres  zu  thun  empfiehlt  sich  besonders, 
wenn  man  bei  Benutzung  der  homogenen  Coordinaten  sich  gleich- 
zeitig der  Principien  der  Differentialrechnung  bedient,  wie  es  weiter- 
hin in  der  Theorie  der  Flächen  wiederholt  geschehen  soll;  dann  hat 
man  zu  beachten,  dass  die  Differentiale  dxi  nicht  von  einander  unab- 
hängig sind,  sondern  der  aus  (54)  hervorgehenden  Relation 

(55)  TcidXi  -\-  k^dx^  +  Jc^dx^  -\-  h^dx^  =  0 

zu  genügen  haben.  In  der  That  gibt  es  von  einem  Punkte  aus  nur 
doppelt   unendlich   viele  Fortschreitungsrichtungen,   so  dass   die  Ver- 
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z.  B.    ,  '   und  ^—1  eine  solche  Rich- 
ax.^  dx.,j 

tung  schon  vollständig  bestimmen. 

VII.   Punkt,  Ebene  und  Gerade  in  homogenen  Coordinaten. 

Die  neu  eingeführten  homogenen  oder  tetraedrischen  Coordinaten 
benutzen  wir  zunächst,  um  Punkt,  Ebene  und  Gerade  mit  Hülfe  der- 
selben zu  behandeln  und  so  eine  kurze  Uebersicht  über  die  früher 
mittelst  rechtwinkliger  Coordinaten  erhaltenen  Resultate  zu  geben. 
Wir  beschränken  uns  dabei  auf  solche  Fragen  und  Sätze,  welche 
darauf  beruhen ,  dass  Punkte  in  Ebenen  oder  Geraden  liegen,  Ebenen 
durch  Punkte  oder  Gerade  gehen,  Gerade  sich  schneiden  oder  in  Ebenen 
liegen  oder  durch  Punkte  gehen  sollen,  also  bei  welchen  metrische 
Relationen  nicht  vorkommen.  Allerdings  würde  man  auch  Aufgaben 
metrischen  Charakters  mittelst  der  neuen  Coordinaten  behandeln 
können,  wenn  man  ihnen  absolute  Werthe  beilegt  und  berücksichtigt, 
dass  dann  zwischen  ihnen  eine  Identität  der  Form  (54)  besteht. 
Aber  es  bietet  dies  keine  wesentlichen  Vortheile,  da  bei  metrischen 
Relationen,  wie  wir  sehen  werden,  die  unendlich  ferne  Ebene  immer 
besonders  ausgezeichnet  ist,  was  dann  eben  den  Gebrauch  rechtwink- 
liger Coordinaten  naturgemäss  erscheinen  lässt.  Nach  unseren  bis- 
herigen Untersuchungen  könnte  man  geneigt  sein,  auch  alle  Doppel- 
verhältniss-Relationen  zu  den  metrischen  zu  rechnen;  dies  ist  aber 
nicht  richtig,  wie  schon  in  der  ebenen  Geometrie  gezeigt  wurde.  Das 
Doppelverhältniss  wurde  zwar  als  Quotient  von  Abstandsverhältnissen, 
also  metrisch,  definirt;  gleichwohl  sind  alle  Aufgaben  und  Sätze,  die 
sich  auf  dasselbe  beziehen,  besonders  zur  Behandlung  mittelst  homo- 
gener Coordinaten  geeignet,  wie  sich  aus  der  Unveränderlichkeit  des 
Doppelverhältnisses  bei  beliebigen  collinearen  Umformungen  ergab 
(Bd.  I,  p.  117). 

Nach  Obigem  (p.  83)  ist  die  vereinigte  Lage  einer  Ebene  u 
mit  einem  Punkte  x  durch  die  Gleichung 

(1)  Uj^Xj^   4"  ^<2^2   +  ^3^3   +  ^h^i  =   0 

(oder  ZlUiXi  =  0)  angezeigt.     Hieraus  folgt: 


Die  Gleichung  einer  Ebene, 
welche  durch  drei  nicht  in  einer 
Geraden  gelegene  Punkte  y,  0,  t 
bestimmt  wird,  ist: 


Die  Gleichung  eines  Punktes, 
welcher  in  drei  Ebenen  v,  w,  r 
liegt,  die  nicht  einem  Büschel 
angehören,  ist: 
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(2) 


/v*  /Y*  fp  /Y^ 

iA/-t  \Ay<.}  »X/.>  iX/^ 

Vi    y-i   2/.i   Vi 


=  0; 


h         "2         "3        "4 

Dieselbe  ergibt  sich  diircli  Elimi- 
nation der  Ui  aus  (1)  und  aus  den 
Gleichungen  HUiyi  =  0,  ZuiiSi  =  0, 
EuiU  =  0. 

Die  Coordinaten  der  durch 
drei  Punkte  y,  0,  t  bestimmten 
Ebene  u  sind  also  die  aus  der 
„Matrix" 

zu  bildenden  dreigliedrigen  Deter- 
minanten, und  zwar: 

2/2    «/3    y^ 

QU^=  ^2       ^3       0^ 

Po  tq  f^ 


2/3 

y^ 

^3 

^4 

k 

^4 

9^2  = 


(2)-^ 


yz 

!/4 

^3 

^4 

^3 

^4 

p«3 


?/l 


yi   !/2   2/4 

^1        -2^2        ^4 
f  1         f 2         ^4 


!/i     2/2     2/3 

pMj  =  —      ^1        ^,       ^3 
^1         ^2         % 

Sind  ^  =  0  und  E'  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Ebenen  v  und  «{;, 
indem  etwa  E=ZviXi,  E'=EwiXi, 
so  sind  alle  Ebenen  des  durch  sie 
bestimmten  Büschels  in  der  Glei- 
chung 

(3)  E  +IE'  =  0 

Clebsch,  Vorlesungen.    II,  1. 


V, 


v.> 


u.. 


Vo 


V. 


Wi     IV.^     iV.,      w^ 

r,      n,     n      r. 


=  0; 


1         '2        '3         '4 

Dieselbe  ergibt  sich  durch  Eli- 
mination der  Xi  aus  (1)  und 
aus  den  Gleichungen  HvjXi  =  0, 
UwiXi  =  0,  UriXi  =  0, 

Die  Coordinaten  des  durch 
die  Ebenen  v,  w,  r  bestimmten 
Punktes  x  sind  also  die  aus  der 
„Matrix" 

^1       ^2       V^       n 

IV^    w^    w^    w^ 

n        ^2        »'s        **4 

zu  bildenden  dreigliedrigen  Deter- 
minanten, und  zwar: 


9^1  = 


«^2 

^3 

Vi 

^2 

^3 

«<^4 

»-2 

»"3 

^4 

^1        %        ^4 

*«;,    m;»    «^. 


w, 


% 

^4 

tV.2 

*<^4 

»-2 

u 

QX.2 


QX^  = 


QX^  =  — 


Sind  P  =  0  und  P'  =  0  die 
Gleichungen  zweier  Punkte  y  und  0, 
indem  etwa  P=EUiyi,  F'=SuiSi, 
so  sind  alle  Punkte  der  durch  sie 
bestimmten  Reihe  in  der  Gleichung 

P-f-  ZP'  =  0 

7 


Vx 

^2 

% 

tv^ 

tv.^ 

W^ 

r. 

^2 

^3 
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dargestellt,  wenn  A  ein  Parameter 
ist.  Die  Coordinaten  einer  beweg- 
lichen Ebene  u  des  Büschels  (3) 
sind  daher 

QU^  =  ^1  +  ^w^, 
QU.2  ==  '^2  +  ^w^, 

9W4  =  V4  +  Iw^^. 


(4) 


dargestellt,  wenn  A  einen  Parameter 
bedeutet.  Die  Coordinaten  eines 
beweglichen  Punktes  der  Reihe  (3) 
sind  daher 

<?^4  =  2/4  +  ^^4  • 


Der  Parameter  X  hat  hier  dieselbe  geometrische  Bedeutung  wie 
bei  den  rechtwinkligen  Coordinaten;  mittelst  (26)*  p.  83  bez.  (23)* 
p.  82  erhält  man  nämlich  aus  (4), 


wenn  die  Ebenen  u,  v,  w  bez.  die 
rechtwinkligen  Coordinaten 


u  : 

u, 

V,    w 

V  : 

u„ 

Vi,    IV, 

w  : 

Uo, 

^9,      W 

haben 


27a. V.  -|-  XZa-w- 

_  Zb.v.  4-  l2Jb,w. 
^~  2d.v.+  l2d.tv/ 

^  2 e.V.  +  XSc.io, 
^        Zd.v.-}-  IZd.io.' 


oder  wenn  man 


2  d.w. 

AI       t 


2d.v, 


setzt: 


1  +  ^     '     ^  i  +  ft 

w^  +  ftWg 


^(;  = 


1  +  ^ 


wenn  die  Punkte  x,  y,  e  bez.  die 
rechtwinkligen  Coordinaten 

Jb     m  Jb  »  ij  •  '^    J 

2A,y.  +  XSA,^, 

EB.y,  +  XEB.z. 
ED,y.+  lEB.z.: 


haben 


X  = 


y  = 


^-  ED.y,-\-XED.z; 


oder  wenn  man 


setzt: 


X  == 


1  +  ft 


y  = 

1    +   /^ 


y.    +    ^j/2 
1    -fft 


Es  ist  also  fi,  und  folglich  auch  X  bis  auf  einen  constanten 
Factor  gleich  dem  Abstandsverhältuisse  des  beweglichen  Elementes 
von  den  beiden  festen  Elementen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  alle  Sätze 
über  Doppelverhältnisse  und  also  auch  Ober  xwojectivische  Besiehungen  heim 
Gebrauche  tetraedrischer  Coordinaten  sich  in  genau  analoger  Weise  erledigen 
lassen,  ivie  bei  Benutzung  rechtwinldiger  Coordinaten.  Die  Formeln  haben 
aber  den  Vorzug  grösserer  Symmetrie,  indem  kein  gemeinsamer  Nenner 
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mehr  auftritt,  tl.  h.  indem  die  unendlich  fernen  Elemente  (welche 
durch  Verschwinden  desselben  dargestellt  werden)  nicht  mehr  vor 
den  übrigen  ausgezeichnet  sind. 


Insbesondere  erhält  man  auch 
hier  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 

EF'  —  E'F=0 

als  Ort  der  Schnittlinien  entspre- 
chender Ebenen  der  beiden  pro- 
jectivischen  Büschel 

oder  der  beiden  Büschel 
E-]-  iiF=0,  E'  +  iiF'  =  0. 
Aus  dem  Bestehen  von  (2) 
folgt  noch,  dass  man  drei  Grössen 
^i>  ^2}  ^3)  ^^f  deren  Verhältnisse 
es  allein  ankommt,  so  bestimmen 
kann,  dass 

(5)     QXi  =  ZyPi  +  X2  0i  +  il.Ji, 

für    i=\,2,  3,  4. 

Biese  vier  Gleichungen  stellen 
die  Coordinaten  Xi  der  PunMe  einer 
durch  drei  PunJcte  y,  0,  t  gegebenen 
Ebene  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
zwei  Parametern  (den  Verhältnissen 
Hl  :  %^  und  n^  •  ^D  ^^'^' 

Um    die    geometrische   Bedeutung    der  Parameter    zu    erkennen, 
nehmen  wir 


Insbesondere  erhält  man  auch 
hier    eine    Fläche    zweiter    Klasse 

PQ'  —  P'Q  =  0 
als  Ort  der  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  der  beiden  pro- 
jectivischen  Reihen 

oder  der  beiden  Reihen 
P+^iQ  =  0,  P'-^^Q'=0. 
Aus  dem  Bestehen  von  (2) 
folgt  noch,  dass  man  drei  Grössen 
^1}  ^2}  ^3;  ^uf  deren  Verhältnisse 
es  allein  ankommt,  so  bestimmen 
kann,  dass 

6Ui  =  l^Vi  +  L^Wi  -\-  X^r,-, 

für  i  =  1,  2,  3,  4. 
Diese  vier  Gleichungen  stellen 
die  Coordinaten  Ui  der  Ebenen  eines 
durch  den  Schnittpunkt  dreier  Ebenen 
V,  w,  r  bestimmten  Ebenenbündels 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  zivei  Para- 
metern fAi  :  /I3  und  L^ :  l^)  dar. 


einen  vierten  Punkt  s  zu  Hülfe 
und    betrachten    die   Gleichungen: 

(5)*  QXi  =  'Ki  iji  +  X2  2i  4-  J^s  h  +  J<4 Si . 

Nach  (50)  p.  93  sind  hier  ^t^,  ^3, 
Xg,  K^  die  homogenen  Coordinaten 
des  Punktes  x,  bezogen  auf  das 
von  den  Punkten  y,  0,  t,  s  gebil- 
dete Tetraeder.  Man  erhält  insbe- 
sondere einen  Punkt  der  durch  y, 
z,  t  gehenden  Coordinatenebene, 
also    einen  Punkt   der   Ebene   (2) 


eine  vierte  Ebene  q  zu  Hülfe  und 
betrachten  die  Gleichungen 

Nach  (49)  sind  hier  A^,  A^,  A3,  A4 
die  homogenen  Coordinaten  der 
Ebene  u,  bezogen  auf  das  von  den 
Ebenen  v,  w,  r,  q  gebildete  Te- 
traeder. Mau  erhält  insbesondere 
eine  Ebene,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  Ebenen  v,  w,  r 
hindurchgeht,  also  eine  Ebene  des 
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oder  (5),  wenn  x^  =  0.  In  (5) 
sind  somit  x^,  %,  JCg  die  ebenen 
Dreieckscoordinaten*)  des  Punktes 
X  in  Bezug  auf  das  von  den  Punkten 
y,  B,  t  gebildete  Dreieck.  Kennt 
man  tmigekeJirt  die  ebenen  Dreiechs- 
coordinaten  eines  Ptmktes,  so  kann 
man  mittelst  (5)  seine  räumlichen 
Coordinaten  durch  diejenigen  der 
DreieclcsecJcen  ausdrücken. 


Setzt  man  x^  =  x ,  x^  =  y, 
Xq  =  0,  x^==  1,  so  erhält  man 
aus  (5)  die  Parameterdarstellung 
des  durch  die  Punkte  x' ,  y' ,  s' :, 
X  ,  y  y  z  \  X  ,  y  ,  z  be- 
stimmten Punktfeldes: 


X  = 


(6)  y  = 


z  = 


''i  "r  ''ä  "T  ''s 

'^1    ~\~   ^2    'T    ^3 

"^i  ~r  '^a  ~r  "3 


Bündels  (5) ,  wenn  A,^  =  0  .  In 
(5)  sind  somit  A,,  X^,  A3  das  dua- 
listische Gegenbild  für  die  ebenen 
Dreieckscoordinaten  der  Schnitt- 
linie von  u  mit  der  Ebene  g  in 
Bezug  auf  das  von  den  Ebenen 
V,  w,  r  in  q  ausgeschnittene  Dreieck. 
Kennt  man  umgekehrt  die  Coordi- 
naten einer  Ebene  innerhalb  eines 
Bündels,  dem  sie  angehört,  so  kann 
man  mittelst  (5)  ihre  räumlichen 
Coordinaten  durch  diejenigen  der  im 
Bündel  benutzten  Fundamentalebenen 
ausdrücken. 

Setzt    man    u,  =  u , 


tfg  =  w,    u^=  1 


1  —  ,.,     U^  =  V, 

so  erhält  man 
aus  (5)  die  Parameterdarstellung 
der  durch  die  Ebenen  u,  v' ,  w' -^ 

II  ir  II  irr  rri  rrr      i 

u  y   V   ,  w    \    u    ,    V    ,    IV       be- 
stimmten Ebenenbündels: 

X-^w'  -\-  X^u"  -\-  X^u" 

^1  ~r  ^2  ~r  ^3 
X^iv'  -\-  X^ lü "  -f-  ^3 w;'" 


W  = 


^1    "T   ^2    T"  ^3 


Die    geometrische    Bedeutung    der    Parameter    ist    dieselbe    wie 


oben. 


Für  die  homogenen  Liniencoordinaten  bietet  sich  die  Auf- 
gabe, die  Bedingung  für  das  Schneiden  ziveier  Geraden  p  und  p'  auf- 
zustellen. Es  sei  X  ihr  Schnittpunkt;  dann  kann  man  setzen  nach 
(32),  p.  85: 

QPih  =  Xiijk  —  yiXk ,    g'pih  =  XiZk  —  ZiXk . 

Nun  ist  identisch: 


*)  Zunächst  sind  sie  gleich  den  Abständen  des  Punktes  x  von  den  drei 
Ebenen,  multiplicirt  mit  Constanten;  die  Abstände  von  den  Ebenen  unterscheiden 
sich  aber  nur  um  constante  Factoren  von  den  Lothen,  die  maa  von  x  auf  die 
Schnittlinien  der  drei  Ebenen  mit  der  vierten  fällen  kann. 
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0, 


/v»      ,        /Y»  /y»  /y* 

*^t  *^2  *^3  "^4 

Vi    y-i   Vi   Vi 

/y  /y»  /v»  /y 

d/^        ^2       ^'S        *^4. 

^1      ^•^      h      ^4 
oder,  weiiD  inaD  nach  den  zweireihigen  Unterdeterminanten  entwickelt: 

C?)     l\^Ahl  +  19iü\%  +  l^MJOas'  +  D-idh^  +  A'2i'i3'  +  'Dn'Pxl  ==  0 . 
Dies  ist  die  gesuchte  Bedingung.     Man  kann  sie  auch  in  der  Form: 


2  i^zr  73 ik   =0     oder     E  -^  qik   =  0 


dp,,P'>^ 


schreiben,  wenn  P  und  Q  die  frühere  Bedeutung  haben.  Dieselbe 
Bedingung  erscheint  wegen  (38),  p.  87  auch  in  den  Formen : 

(8)  Epaqik  =  0     oder     Ilpikq,k  =  0 . 

In  letzterer  tritt  der  dualistische  Charakter  der  Aufgabe  hervor,  d.  h. 
der  Umstand,  dass  zwei  Gerade,  die  einen  Punkt  gemein  haben,  auch 
immer  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Die  Gleichung  (7)  ist  in  ihrer  äusseren  Gestalt  von  der  ent- 
sprechenden in  rechtwinkligen  Coordinaten  (p.  49)  nicht  wesentlich 
verschieden;  das  Gleiche  gilt  von  den  Bedingungen  dafür,  dass  eine 
Linie  p  durch  einen  Punkt  x  gehen  oder  in  einer  Ebene  u  liegen  soll. 

Im  ersteren  Falle  muss  die  zweite  der  Gleichungen  (8)  unab- 
hängig von  s  bestehen,  wenn  man  darin  Q'pik  =  XiSk  —  ^i^Ok  setzt 
(vgl.  p.  49);  dies  gibt,  da  qik  =  —  qti,  die  vier  Relationen: 

0  =        *  +  ^12^2   +  ^13^3  +  ^14^4; 

0  =  ö'21^1  H~        *        "T  S'23^3      I      ö'24^4? 

0  =  ^31^1  +  ^32^2   +        *        +  9'34^4, 

0  =  ^41^1  +  ^42^2  +  ^43^3   +        *      • 


(9) 


Von    diesen    sind    nur    zwei    von    einander    unabhängig.      Zunächst 
nämlich  verschwindet  die  Determinante  der  Coefficienten,  denn  es  ist: 


=  kl2^S4.  +  Ün(li2  +  <Zl4fe)'  =  0. 


Aber  auch  die  dritte  Gleichung  folgt  schon  aus  den  beiden  ersten, 
sobald  ^,2  von  Null  verschieden  ist.  Multiplicirt  man  nämlich  die 
erste  mit  q^-^,  die  zweite  mit  q^^  und  subtrahirt,  so  kommt: 

22lQ'l3^1   —  (ll2U2o^2  +  (213^24  "  2l4fe)^4  =  0- 


0 

^12 

'Zl3 

2l4 

221 

0 

^23 

^24 

^31 

^32 

0 

^34 

^41 

^42 

^43 

0 

1Q2  Erste  Abtheilung. 

Wegen  ^  ==  0  ist  die  linke  Seite  gleich 

^12  fei  ^1   +  </32^2  +  ^34^4)- 

Nur  wenn  also  q^^  ^  0,  so  folgt  in  der  That  die  dritte  Gleicluiug.  In 
den  Fällen,  wo  eine  der  Coordinaten  qn-  verseliwindet,  darf  man  da- 
her nicht  zwei  beliebige  der  Gleichungen  (9)  auswählen,  um  alle  vier 
zu  ersetzen.  Es  empfiehlt  sich  deshalb,  überhaupt  alle  vier  Glei- 
chungen beizubehalten  (vgl.  p.  50). 

Die    dualistisch    entsprechende   Aufgabe    führt  zu    den  vier  Re- 
lationen: 

0  =     *     +  Ä2M2  +  Ihz^h  +  Pi4«4, 

.gN  *  0  =  ]?2l  Wi  +        *        +  P23  «3   +  P24««4 , 

0  =  p^^u^  +  p^^uc^  -f  p^^u^  +     *    . 

Dieselben   sagen   aus,   dass   die   Gerade  p  in   der  Ebene  u  liegt.     Je 
zwei  von  ihnen  sind  im  Allgemeinen  eine  Folge  der  beiden  anderen. 
Hat  man  eine  lineare  Gleichung  in  Liniencoordinaten : 

(10)  a,2Ä2  +  a^ahz  +  ^14^14  +  «341^34  +  «42^^42   +  «23^3  =  0, 

so  stellt  sie  einen  linearen  Complex  dar.     Ist  insbesondere 

(11)  a^2«34  -f  «13042  +  %4«23  =  0, 

so  hat  man  einen  speciellen  Complex;  der  Axe  p'  desselben  kommen 
die  Coordinaten  zu: 

i^Vu    =  «12,         Hh^'  =  «18;         f*i'23'  =  «14; 
ftPia'  =  «34;         i^PiZ     =  «42;         ^PU    =  «23- 

Ist  (11)  nicht  erfüllt,  so  begründet  die  Gleichung  (10)  die  oben  be- 
handelte lineare  reciproke  Verwandtschaft.  Sie  ist  jetzt  analytisch 
durch  die  Formeln 

QUl  ^  *  -{-  Cli2'^2  \  «13^3  ~r  «14"'^45 
QU^  =  «21^1  ~r  *  ~r  «23^3  ~r  «24^4; 
9%  =  a^iXi  +  %2^'2  +  *  +  «34^4; 
Qlk  =  «41^1  +  «42^2  +  «43%  +        * 

dargestellt,  vorausgesetzt,  dass  «a-  =  —  üki  gesetzt  ist.  Hieraus  leitet 
man  leicht  alle  früheren  Sätze  ab  (p.  51  ff.),  soweit  sie  sich  nicht  auf 
metrische  Relationen  beziehen.  Den  Ebenen  eines  Büschels  ent- 
sprechen die  Punkte  einer  Reihe,  die  zum  Büschel  perspectivisch 
liegt.  Jeder  Geraden  entspricht  so  eine  andere:  ihre  coujugirte  Polare; 
und  diese  Beziehung  ist  eine  wechselseitige.  Sie  lässt  sich  analytisch 
darstellen,  wenn  man  mittelst  der  Gleichungen  (12)  und 
6Vi  =  aayi  -f-  «,2^2  +  «,3^/3  +  «,4^/4 
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(wo  an  =  0,  üik  =  —  ciki)  die  Coordinaten  ([ik  =  UiVk  —  ViUk  der  Schnitt- 
linie von  u  und  v  durch  die  Coordinaten  pik  =  Xiyk  —  yiXt  der  Ver- 
bindungslinie von  X  und  y  berechnet.     Man  findet 

+   («13  «24   —  «U «23)^.0    U-    S.    f. 

Die  Gleichung  des  Complexes  v^ird  besonders  einfach,  vs^enn  man 
das  Coordinatentetraeder  so  vv^ählt,  dass  zwei  einander  gegenüber- 
liegende Kanten  conjugirte  Polaren  sind.  Es  möge  dies  z.  B.  mit 
den  Kanten  x^  =  0 ^  x.j.  =  0  und  x^  =  0,  x^  =  0  der  Fall  sein.  Jede 
Gerade,  welche  beide  Kanten  trifft,  für  die  also  j}^^  =  ^  und  p.^^  =  0 
ist,  gehört  jetzt  dem  Complexe  an.  Die  Gleichung  des  letztern  er- 
scheint also  in  der  Form: 

(13)  «121)12  +  a^^p.,^  =  0. 

Dieselbe  kann  auf  sechsfach  unendlich  viele  Weisen  erhalten  werden, 
denn  eine  Kante  und  zwei  durch  sie  gehende  Ebenen  des  Tetraeders 
sind  willkürlich  wählbar. 

Werfen  wir  noch  einen  kurzen  Blick  auf  die  Beziehungen  des 
linearen  Complexes  zur  unendlich  fernen  Ebene.  Auch  ihr  ist 
vermöge  (12)  ein  bestimmter  in  ihr  liegender  Punkt  zugeordnet. 
Nun  wissen  wir,  dass  für  alle  Geraden  einer  Ebene  die  conjugirten 
Polaren  durch  den  ihr  entsprechenden  Pol  gehen  (p.  53).  Be- 
trachten wir  also  die  unendlich  fernen  Geraden  als  Axen  von  Ebenen- 
büscheln (die  dann  Systeme  von  Parallelebenen  sind),  so  gehen  die 
zugehörigen  Punktreihen  alle  durch  denselben  unendlich  fernen  Punkt, 
d.  h.  sie  sind  zu  einander  parallel.  Dies  sind  die  Durchmesser  des 
linearen  Complexes. 

Die  Axe  des  Complexes  war  derjenige  Durchmesser,  welcher  auf 
der  zugehörigen  Schaar  von  Parallelebenen  senkrecht  steht.  Nimmt 
i^an  also  als  Kante  x^  =  0,  x^  =  0  die  unendlich  ferne  Schnittlinie 
dieser  Parallelebenen  (so  dass  0:4  =  0  die  unendlich  ferne  Ebene  ist) 
und  als  Kante  aJi  =  0,  rrg  =  0  die  Axe,  so  wird  Xj^:x^:x^:x^  =  x:y:s:l^ 
wo  X,  y,  s  rechtwinklige  Coordinaten  sind,  ferner  p^^  =  q,  p^^  =  —  r; 
die  Gleichung  (13)  geht  also  in  (21)  p.  55  über.  Letztere  Gleichungs- 
form bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  ein  schiefwinkliges  Coordinaten- 
systera  (p.  94)  benutzt,  dessen  Z-Axe  ein  Durchmesser  des  Complexes 
ist,  und  als  dessen  X-Y^Ebene  irgend  eine  Ebene  der  zugehörigen 
Schaar  von  Parallelebenen  gewählt  wird. 


X04  -  Erste  Abtheilung. 

VIII.   Imaginäre  Elemente. 

In  unseren  analytisch-geometrischen  Untersuchungen  haben  wir 
schon  frühe  Veranlassung  gefunden  (vgl.  Bd.  I,  p.  41) ^  neben  den 
ursprünglich  allein  als  gegeben  gedachten  reellen  Punkten,  geraden 
Linien,  Ebenen  auch  solche  imaginäre  Elemente  einzuführen 5  die 
Lösung  gestellter  Aufgaben  (z.  B.  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  einem  Kegelschnitte,  ebd.  p.  75)  führt  eben  oft 
bei  analytischer  Behandlung  auf  Gleichungen  mit  imaginären  Wurzeln, 
und  um  die  betreffenden  Sätze  (insbesondere  über  die  Anzahl  der 
möglichen  Lösungen)  dann  allgemein  aussprechen  zu  können,  d.  h. 
ohne  jedes  Mal  eine  grosse  Anzahl  von  Ausnahmefällen  hinzuzufügen, 
entschlossen  wir  uns,  diese  imaginären  Elemente  durchgehends  als 
den  reellen  gleichberechtigt  zu  berücksichtigen;  in  jedem  einzelneu 
Falle  blieb  es  dann  der  näheren  Untersuchung  überlassen,  zu  ent- 
scheiden, wie  viele  der  betreffenden  Elemente  reell,  wie  viele  imaginär 
sein  können.  Begründet  war  dies  Verfahren  aber  durchaus  nur  durch 
den  Gang  der  Rechnung  und  durch  die  gleichmässige  Anwendbarkeit 
der  analytischen  Operationen  auf  reelle  und  complexe  Zahlen.  Ver- 
anlasst durch  später  gewonnene  Gesichtspunkte,  können  wir  hinzu- 
fügen, dass  es  stets  unser  Bestreben  war,  in  erster  Linie  solche 
Eigenschaften  der  Figuren  zu  betrachten,  welche  gegenüber  beliebigen 
Collineationen  invarianten  Charakter  zeigen  (Bd.  I,  p.  168  u.  173),  dass 
durch  Collineationen  mit  imaginären  Coefficienten  reelle  Elemente  in 
imaginäre  übergeführt  werden  können,  dass  also  für  den  Stand- 
punkt der  Invariautentheorie  (d,  i.  für  die  projectivische  Geometrie) 
die  Realität  der  Elemente  keine  wesentliche  Eigenschaft  derselben 
ist;  gleichzeitig  müssen  wir  bemerken,  dass  solche  imaginäre  Colli- 
neationen auch  nur  algebraisch  definirt  sind,  dass  durch  diese  Be- 
trachtung also  ein  wesentlicher  Einblick  in  den  geometrischen  Sinn 
des  Imaginären  nicht  gewonnen  werden  kann*).  Einen  solchen  Ein- 
blick aber  nach  Möglichkeit  zu  geben,  soll  unsere  nächste  Auf- 
gabe sein;  wir  stellen  dieselbe  erst  jetzt,  weil  der  Begriff  einer  Con- 
gruenz  mit  ihren  Leitlinien  dabei  zu  benutzen  ist. 

Handelt  es  sich  nur  um  eine  einzige  Variable,  d.  h.  um  einen 
Parameter    in    der    Punktreihe,    im    Strahlen-    oder    Ebenen-Büschel 


*)  Die  unbedenklich.e  Zulassung  imaginärer  Elemente  ist  auf  Monge 
zurückzuführen;  vgl.  Chasles'  Apercu  historique,  p.  198  ff.  und  Note  XXVI; 
Chasles  sieht  eine  strenge  Begründung  des  Verfahrens  ausschliesslich  in  der 
Algebra;  die  reine  Geometrie  könne  die  Einführung  des  Imaginären  vorläufig 
als  ein  Princip  (wie  das  sogenannte  principe  de  continuite  von  Poncelet)  zu- 
lassen, dessen  nähere  Begründung  von  der  Zukunft  zu  erwarten  sei. 
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(kurz  im  binären  Gebiete),  also  für  uns  hauptsächlich  um  die  Ver- 
anschaulichung complexer  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  so 
leistet  die  bekannte  Gauss' sehe  Darstellung  der  complexen  Zahlen 
in  der  Ebene*)  alles  nur  wünschenswerthe.  Ein  imaginärer  Punkt 
der  Ebene  ist  aber  durch  zwei  complexe,  d.  h.  durch  vier  reelle  Zahlen 
bestimmt;  man  könnte  etwa  die  eine  complexe  Coordinate  in  einer 
Ebene  darstellen,  die  andere  in  einer  anderen  Ebene  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  als  reelles  Substrat  eines  imaginären 
Punktes  der  ebenen  Geometrie  betrachten.  Aber  durch  eine  derartige 
Interpretation  würde  man  sich  gerade  des  Hauptvortheils  berauben, 
welchen  die  Einführung  imaginärer  Elemente  dem  Geometer  ge- 
währen soll,  der  Möglichkeit,  allen  Resultaten  ausnahm  lose  Gültig- 
keit zuzuerkennen;  mau  würde  zwar  jedem  Satze  über  imaginäre 
Elemente  der  Ebene  einen  anderen  über  reelle  Constructionen  im 
Räume  an  die  Seite  stellen;  aber  der  Inhalt  des  letztern  würde 
formal  keinerlei  Aehnlichkeit  haben  mit  dem  Inhalte  des  ursprüng- 
lich vorliegenden  Theorems.  Noch  grössere  Schwierigkeiten  würde  die 
Interpretation  imaginärer  Raumelemente  bieten.  Da  es  unser  Ziel 
ist,  Ausnahmen  zu  beseitigen,  verschiedene  Sätze  unter  gemeinsamem 
Gesichtspunkte  zusammenzufassen,  so  ist  die  Permanenz  der  formalen 
Operationsgesetze  das  erste  von  der  geometrischen  Theorie  des  Imagi- 
nären zu  verlangende  Erforderuiss,  ganz  wie  diese  Forderung  in  der 
reinen  Arithmetik  bei  der  successiveu  Einführung  der  negativen,  der 
gebrochenen,  der  irrationalen,  der  imaginären  und  complexen  Zahlen 
massgebend  ist:  Für  die  Combination  von  imaginären  Elementen  (PunMen, 
Ebenen,  geraden  Linien)  unter  sich  oder  mit  reellen  Elementen  müssen 
dieselben  Gesetze  gelten  wie  für  die  Combinationen  der  reellen  Elemente 
unter  sich;  z.  B.  müssen  drei  Ebenen  einen  Punkt  bestimmen,  drei  Punkte 
eine  Ebene  u.  s.  w.  Es  ist  v.  Staudt's  grosses  Verdienst,  eine  dem 
entsprechende  Interpretation  des  Imaginären  gefunden  und  so  einer- 
seits die  reine  Geometrie  wesentlich  erweitert,  andererseits  aber  auch 
für  alle  algebraischen  Operationen  in  der  analytischen  Geometrie 
ein  stets  gültiges  geometrisches  Substrat  geschaffen  zu  haben.  In 
letzterem  Sinne  die  v.  Staudt'sche  Theorie  zu  behandeln,  kann  für 
uns  natürlich  allein  in  Frage  kommen. 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  173.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Darstellung  schon 
vor  Gauss  (1831)  von  Lagrange  beim  Probleme  der  conformen  Abbildung 
(Kartenprojection)  benutzt  (1779),  auch  von  Argand  1806  entwickelt  wurde; 
vgl.  Hankel's  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme,  Leipzig  1867,  p.  71  und  81, 
Holzmüller's  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften,  p.  3 
und  100,  Leipzig  1882  und  Baltzer,  Crelle's  Journal  Bd.  94.  . 
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Auf  welchem  Wege  vorzugehen  ist,  können  uns  frühere  Bei- 
spiele lehren.  Schon  bei  der  sogenannten  „imaginären  Ellipse"  hoben 
wir  hervor  (Bd.  I,  p.  91),  dass  die  durch  sie  begründete  Polarver- 
wandtschaft vollkommen  reell  ist,  dass  also  für  sie  alle  Sätze 
der  Polarentheorie  gültig  bleiben;  es  heisst  nur  um  einen  Schritt 
weiter  gehen,  wenn  wir  geradem  diese  PolarverwandtscJiaft  als  geo- 
metrisches Siibstrat  der  imaginären  Ellipse  hetracMen.  Allerdings 
müssten  wir  dann  auch  beim  reellen  Kegelschnitte  alle  Sätze  nicht 
aus  seiner  Gleichung  in  Punkt-  oder  Linien-Coordinaten,  sondern 
aus  der  Polarentheorie  ableiten*),  ihn  also  z.  B.  nicht  geometrisch 
durch  fünf  seiner  Punkte  bestimmt  denken,  sondern  durch  fünf  Paare 
conjugirter  Pole  (also  auch  durch  fünf  lineare  Gleichungen  für  die 
Coefficienten).  Aber  es  bleibt  immer  die  Frage:  was  entspricht  dann 
den  Schnittpunkten  einer  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte?  was  den 
Punkten  der  Ebene,  die  mit  ihren  Polaren  vereinigt  liegen?  Die 
Bestimmung  der  Schnittpunkte  geschieht  durch  eine  quadratische 
Gleichung  (Bd.  I,  p.  73)  für  einen  Parameter  oder  für  zwei  homogene 
Variable;  eine  solche  Gleichung  aber  bedingt  auf  den  geraden  Linien 
ebenfalls  eine  Polarverwandtschaft  (ebd.213f.):  jedem  Punkte  derselben 
ist  ein  anderer  zugeordnet,  nämlich  sein  vierter  harmonischer  in 
Bezug  auf  die  beiden  Grundpunkte  der  betreffenden  binären  quadra- 
tischen Form  (die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  darstellend); 
alle  diese  Punktepaare  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelelemente 
eben  die  erwähnten  Grundpunkte  sind.  Diese  Polarverwandtschaft 
und  die  zugehörige  Involution  haben  reelle  Bedeutung  unabhängig 
von  der  Realität  der  beiden  Doppelemeute;  ivir  werden  daher  gwei  m 
einander  conjugirt  imaginäre  Punkte  einer  Geraden  reell  repräsentiren 
durch  diejenige  Involution,  deren  Doppelelemente  sie  sind;  in  gleicher 
Weise  kann  man  offenbar  auch  jedes  reelle  Punktepaar  durch  eine 
Involution  ersetzen.  Statt  daher  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einem  Kegelschnitte  bu  suchen,  haben  ivir  nunmehr  auf  der  Geraden 
eine  Involution  m  construiren,  deren  (reelle  oder  imaginäre)  Doppel- 
elemente die  gesuchten  Schnittpunkte  sind.  Beliebig  viele  Punktepaare 
der  Involution  findet  man  dadurch,  dass  man  den  Punkten  (Polen) 
der  Geraden  die  Schnittpunkte  der  letztern  mit  den  zugehörigen 
Polaren  zuordnet,  wobei  bekanntlich  durch  zwei  solche  Punktepaare 
alle  übrigen  bestimmt  sind.  Die  Gesammtheit  der  Involutionen,  ivelchc 
so  auf  den  zweifach  unendlich  vielen  Geraden  der  Ebene  definirt  werden, 


*)  Vgl.  Steiner' 8    Vorlesungen    über    synthetische  Geometrie,    bearbeitet 
von  Schröter  (p.  411  der  2.  Auflage,  Leipzig  1876). 
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repräsentiren  uns  die  Gesammtheit  der  PimJde  eines  (reellen  oder  imagi- 
nären) Kegelschnittes.  Dualistisch  entsprechend  ist  die  Gesammtheit 
der  Tangenten  dargestellt  durch  die  Involutionen,  welche  in  analoger 
Weise  in  den  sämmtlichen  Strahlbüscheln  der  Ebene  bestimmt  werden*). 
Dass  hierbei  kein  imaginärer  Punkt  des  Kegelschnittes  übergangen 
wird,  folgt  daraus,  dass  in  der  Ebene  jeder  imaginäre  Punkt  auf 
einer  reellen  Geraden  liegt  (seiner  Verbindungslinie  mit  dem  conjugirt 
imaginären  Punkte)  und  ebenso  jeder  imaginäre  Strahl  einen  reellen 
Punkt  enthält  (seinen  Schnittpunkt  mit  dem  conjugirt  imaginären 
Strahle).  Es  ist  dies  eine  einfache  Folge  davon,  dass  alle  Punkte 
mit  den  Coordinaten  Xk  +  ^Vk  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  x 
und  y  liegen,  insbesondere  also  auch  die  Punkte  A  =  ^  =  ]/ —  1  und 
l  =  —  i.  Weiter  fragt  sich,  wie  die  Thatsache  zum  Ausdrucke 
kommt,  dass  jeder  Punkt  der  Curve  mit  seiner  Tangente  vereinigt 
liegt.  Zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  des  Kegelschnittes  liegen  bez. 
vereinigt  mit  den  beiden  durch  den  Pol  ihres  gemeinsamen  Trägers 
sehenden  Tangenten.  Jedes  Paar  der  auf  dem  Träger  durch  die 
Curve  definirten  Punktinvolution  bestimmt  durch  seine  Verbindungs- 
linien mit  dem  Pole  ein  Strahlenpaar  der  in  diesem  Pole  definirten 
Strahleninvolution.  Die  fragliche  vereinigte  Lage  findet  also  darin  ihr 
reelles  Sid)strat,  dass  jene  PunJctinvolution  mit  dieser  Strahleninvolution 
vereinigt  liegt. 

Wenn  es  so  gelingt,  Paare  conjugirt  imaginärer  Punkte  und 
Strahlen  in  einer  Ebene  durch  reelle  Gebilde  zu  ersetzen,  und  dem- 
gemäss  auch  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  wie  unser  Beispiel  zeigt, 
weiter  aber  auch  die  Theorie  aller  höheren  Curven,  soweit  ihre 
Gleichungen  von  nur  reellen  Coefficienten  abhängen  (wo  dann  immer 
coujugirte  Elemente  auch  gleichzeitig  auftreten),  geometrisch  voll- 
ständig auf  reeller,  anschaulicher  Grundlage  auszubauen,  so  muss  doch 
auch  verlangt  werden,  jedes  der  beiden  einander  conjugirteu,  imagi- 
nären Elemente  geometrisch  zu  isoliren,  es  muss  z.  B.  die  Aufgabe 
lösbar  sein,  durch  einen  reellen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen, 
welche  ausserdem  einen  bestimmten  von  zwei  conjugirt  imaginären 
Punkten  enthält.  Mit  dieser  Forderung  macht  sich  erst  jene  Schwierig- 
keit der  geometrischen  Imaginärtheorie  geltend,  welche  von  v.  St  au  dt 


*)  Es  mag  hier  daran  erinnert  werden,  dass  man  nach  Klein  sich  von 
den  imaginären  Tangenten  (indem  man  ihnen  ihre  reellen  Punkte  zuordnet)  in 
anderer  Weise  ein  Bild  durch  Construction  einer  Art  Rie  manu 'scher  Fläche 
machen  kann;  vgl.  Bd.  I,  p.  611;  die  Construction  einer  solchen  Fläche  hängt 
mit  der  v.  Staudt'schen  Theorie  enge  zusammen,  vgl.  Klein,  Math.  Annalen 
Bd.  9,  p.  479f.  und  Sturm,  ebd.  p.  341  f. 
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SO  glücklich  überwunden  wurde*),  und  deren  Darlegung  wir  im 
Auge  hatten. 

Da  wir  der  Geraden  nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  beilegen 
(p.  89),  sie  also  behandeln  wie  eine  im  Unendlichen  geschlossene 
Curve,  so  kann  man  auf  zwei  Wegen  von  einem  Punkte  P^  derselben 
zu  einem  anderen  Pg  gelangen,  nämlich  entweder  direct  oder  durch 
Vermittlung  des  unendlich  fernen  Punktes  Pqo;  also  entweder  in 
dem  Sinne  P^PgPoo  oder  in  dem  Sinne  PjPooPs-  Statt  des  Punktes 
Poo  benutzen  wir  irgend  einen  andern  Punkt  Pg  zur  Unterscheidung 
beider  Wege;  die  unmittelbare  Aufeinanderfolge  von  drei  Punhten  Pj, 
P2,  P3  bestimmt  also  eine  und  nur  eine  Richtung  oder  einen  „Sinn" 
auf  der  Geraden.  Der  Sinn  P^P^P^  stimmt  mit  dem  Sinne  P^P^P^ 
oder  P^P^P.^  überein,  ist  aber  dem  Sinne  P^P^P^  oder  P^P^P^ 
oder  Pg  Pg  Pi  entgegengesetzt.  Seien  die  drei  Punkte  auf  der 
Geraden  durch  die  Parameterwerthe  X^,  Ag,  A3  festgelegt  (p.  98); 
bei  jeder  Permutation  der  Punkte,  welche  den  durch  letztere  bestimmten 
„Sinn"  ungeändert  lässt,  d.  i.  bei  jeder  cyklischeu  Permutation,  bleibt 
dann  auch  der  Ausdruck  (Ag  —  l^  (A3  —  AJ  (A^  —  A^,)  ungeändert, 
und  umgekehrt.  Sind  also  drei  andere  Punkte  Q^,  Q.^,  Q.^  durch  die 
Parameter  ft^,  fig,  /Xg  charakterisirt,  so  stimmt  der  Sinn  P^P^P^  mit 
dem  Sinne  Q^Q^Q^  überein  oder  nicht,  je  nachdem  den  denselben  ent- 
sprechenden Producten 

(1)        (Ag   —   A3)    (Ag    —    Ai)    (Ai    —   Ag),  (^2    —    ^3)    (ftg    —    ftj   {fl^    —    ^2) 

gleiches  oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  suhommt. 

Machen  wir  nun  eine  projectivische  Umformung  auf  Grund  der 
Relation 

(2)  «Aft  +  &A  +  c^  +  (Z  =  0, 

vermöge  welcher  die  Punkte  Pi  bez.  in  Qi  übergeführt  werden, 
so  folgt: 

{_6)  (A2  -  /gj  1^/3  —  /t J  (Aj  —  ^) (a^,  +  &)2(a^,  +  &)2(a^3  +  fe)«       ' 

Ob  der  Sinn  der  Punktgruppe  P^,  P2,  Pg  durch  eine  lineare  Trans- 
formation geändert  wird  oder  nicht,  hängt  also  von  dem  Vorzeichen 
der  Determinante  der  Transformation  ab.    Beziehen  sich  beide  Para- 


*)  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1856 — 60,  Insbesondere 
findet  man  p.  182  ff.  die  Theorie  der  gemeinsamen  Punkte  und  Tangenten  von 
zwei  Kegelschnitten  und  ihres  gemeinsamen  Polardreiecks  im  Sinne  der  Imaginär- 
theorie auseinandergesetzt  (auch  für  die  verschiedenen  besonderen  Lagen  zweier 
Kegelschnitte  gegen  einander).  Neu  dargestellt  und  erweitert  ist  v.  Staudt's 
Theorie  von  Lüroth  (Math.  Annalen  Bd.  8,  1875  und  Bd.  11,  1877),  für  die 
analytische  Geometrie  von  Stolz  (ebd.  Bd.  4,  187 t)j  an  letztere  Arbeit  lehnen 
sich  die  Ueberlegungen,  welche  zunächst  im  Texte  folgen,  an. 
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meter  X,  ^  auf  dieselben  Grundpunkte,   so   sind   durch  (2)  zwei  ver- 
einigt   gelegene    projectivische    Puuktreihen    definirt,    deren    Doppel- 
elemente durch  die  Gleichung 
(4)  a^'  +  (6  +  c)A  +  (Z  =  0 

definirt  werden.     Die  Doppelelemente  sind  also  reell,  wenn 

(&  +  cf  —  4:ad>0, 

conjugirt  imaginär,  wenn  (h  -f-  c)^  —  4afZ  <  0;  in  letzterem  Falle  ist 
auch  4 (ad  —  bc)  ^  (J)  —  c)^;  bei  imaginären  Doppelelementen  ivird  also 
der  Sinn  niemals  geändert.  Unsere  früher  benutzten  Invarianten  1: 
und  l  sind  hier  bez.  b  —  c  und  (&  +  <^)^  —  4a<?  (vgl.  Bd.  I,  p.  200); 
über  die  Aenderung  des  Sinnes  entscheidet  daher  allgemein  das  Vor- 
zeichen der  Invariante  h^  —  l.  Ist  dieselbe  positiv,  so  ist  auch  das 
Doppelverhältniss    zweier    entsprechenden    Punkte    und    der    beiden 

k  —  i/r 

Doppelelemente,  nämlich  —zz  positiv,    und    der   Sinn    wird    nicht 

geändert;  ist  Ä;^  —  Z  <  0,  so  ist  auch  dieses  Doppelverhältniss  negativ, 
und  der  Sinn  wird  geändert. 

Bei  der  Involution  ist  insbesondere  ^  =  0,  das  Doppelverhältniss 
gleich  —  1,  und  wir  haben  den  Satz: 

In  0wei  involutorisch  auf  einander  belogenen  PtmMreihen  haben 
entsprechende  Piinhtgruppen  gleichen  Sinn,  tvenn  die  Doppelelemente 
imaginär  sind,  entgegengesetzten  Sinn  bei  reellen  Doppelelementen. 

Hiernach  hann  man  einer  Involution  mit  imaginären  Doppel- 
elementen einen  bestimmten  Sinn  ivilllcürlich  beilegen,  indem  man  sich 
die  reellen  Punktepaare  durchlaufen  denkt,  denn  der  durch  irgend 
drei  Punkte  bestimmte  Sinn  ist  ja  derselbe,  wie  der  durch  die 
entsprechenden  Punkte  definirte  Sinn.  Dasselbe  ist  allerdings  bei 
irgend  welchen  vereinigt  gelegenen  projectivischen  Punktreihen  mög- 
lich, deren  sich  selbst  entsprechende  Elemente  imaginär  sind;  bei 
der  Involution  aber  hat  dies  auch  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn 
letztere  Elemente  durch  eine  Gleichung  mit  imaginären  Wurzeln 
gefunden  werden,  für  andere  Verwandtschaften  auch  unter  Umständen 
bei  reellen  Doppelementen.  Der  beigelegte  Sinn  kann  ein  zweifacher 
sein;  den  einen  Sinn  ordnen  wir  dem  einen  imaginären  Doppel- 
elemente willkürlich  zu,  den  anderen  Sinn  dem  conjugirt  imaginären 
Doppelelemente;  als  Eepräsentanten  eines  imaginären  PunMes  erhalten 
wir  so  eine  PunJctinvolution  auf  dem  „reellen  Träger"  des  PunMes  ver- 
bunden mit  einem  beigelegten  Sinne.  Ist  der  Sinn  durch  die  Punkte 
Aj,  Ag,  Ao  festgelegt  und  ist  A^  >  Ag  >  Ag,  so  kann  man,  um  die  Ideen 
zu    fixiren,    etwa    diesem    Sinne    den   Punkt  A  -f-  /x^,   dem    entgegen- 
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gesetzten  den  Punkt  1  —  }xi  zuordnen,  wenn  ft  >  0,  und  wenn 
X^  -\-  \}?  =  ^  die  Doppelelemente  bestimmt*).  Wie  in  der  That 
durch  Wahl  des  Sinnes  eine  Scheidung  der  beiden  conjugirt  imagi- 
nären Punkte  veranlasst  wird,  tritt  bei  der  Aufgabe  hervor,  einen 
Punkt  y,  zu  suchen,  welcher  mit  2^,  Ag,  Ag  ein  äquianharmonisches 
Doppelverhältniss  bestimmt,  also  der  Gleichung 

1.^—1.^      V.  —  l-^  1  +  |/— 3 

Art    ^^   A-j  %      "  '   Ao  u 

genügt.  Vertauscht  man  hier  zwei  Werthe  A«,  so  geht  bekanntlich 
die  rechte  Seite  in  den  conjugirt  imaginären  Werth  über,  und  folg- 
lich X  gleichzeitig  in  den  conjugirten  Punkt.  Diese  beiden  Punkte 
sind  aber  gerade  die  Doppelelemente  derjenigen  Involution,  welche 
durch  die  drei  Paare  Aj,  ft»  gebildet  wird,  wobei  z.  B.  ^^  zu  A^  in 
Bezug  auf  h^  und  Ag  harmonisch  liegt,  u.  s.  f.  (vgl.  die  Theorie  der 
binären  cubischen  Formen,  Bd.  I,  p.  225);  durch  Vertauschung  etwa 
von  Aj  mit  Ag  wird  also  gleichzeitig  der  Sinn  der  Involution  geändert 
und  der  eine  Doppelpunkt  in  den  anderen  übergeführt**).  Ganz 
analog  defmiren  wir  eine  imaginäre  gerade  Linie  durch  eine  StraJüen- 
involution,  deren  Mittelpmikt  ihr  reeller  PunM  ist  (d.  h.  ihr  Schnitt- 
pitnM  mit  der  conjugirt  imaginären  Linie,  ihr  „Träger")  und  einen  der 
Involution  beigelegten  Sinn;  analytisch  wird  dann  die  so  definirte 
Gerade  als  der  eine  Doppelstrahl  der  Involution  gefunden.  Um  die 
Art  zu  kennzeichnen,  wie  man  mit  diesen  Definitionen  arbeitet,  lösen 
wir  einige  einfache  geometrische  Aufgaben. 

1.  Es  soll  die  Verbindungslinie  eines  gegebenen  reellen  PunTctes 
mit  einem  gegebenen  imaginären  Punkte  construirt  werden.  Letzterer 
ist  auf  seinem  Träger  durch  drei  Paare  einer  Involution  und  den  zu- 
gehörigen Sinn  gegeben;  durch  Verbindung  der  Punkte  dieser  drei 
Paare  mit  dem  gegebenen  reellen  Punkte  P  erhält  man  offenbar  im 
letzteren  eine  Strahleninvolution,  welche  die  gesuchte  imaginäre  Linie 
definirt,  wenn  ihr  der  entsprechende  (durch  die  Construction  von  selbst 
gegebene)  Sinn  beigelegt  wird. 

2.  Es   soll   die    Verbindungslinie   mveier   imaginären   Punkte   con- 


*)  Sind  die  Parameter  gleich  den  Entfernungen  der  Punkte  von  einem 
festen  Punkte,  so  würde  also  dem  Punkte  l  -{-  fii  der  Sinn  —  fi,  0,  -}-  [i  bei- 
zulegen sein;  vgl.  Stolz  a.  a.  0. 

**)  Die  Doppelelemente  der  Involution  sind  hier  zugleich  Doppelemente 
eines  cyklisch-ijrojectivischen  Systems  (Bd.  I,  p.  201).  Man  kann  so  jedem 
cyklisch-projectivischen  Systeme  einen  Sinn  beilegen  und  dasselbe  dann  als 
Repräsentanten  eines  imaginären  Punktes  betrachten;  vgl.  Klein,  Göttinger 
Nachrichten  1872  (od.  Math.  Annalen  Bd.  22,  p.  242)  u.  Lüroth  ebd.  Bd.  11  u.  13. 
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struirt  werden,  die  durch  mvei  verschiedene  Involntionen  und  denselben 
hez.  beigelegte  Sinne  dargestellt  sind  (die  also  einander  nicht  conjugirt 
sind).  Es  handelt  sich  um  die  Aufsuchung  des  Centrums  einer 
Strahleninvolution,  welche  zu  den  beiden  gegebenen  Punktinvolutionen 
nach  Lage  und  Sinn  perspectivisch  ist. 

Vorausgeschickt  werde  die  Bemerkung,  dass  man  die  beiden 
Punktepaare,  welche  eine  Involution  definiren,  stets  zu  einander  har- 
monisch voraussetzen  darf;  zu  jedem  Paare  der  Involution  nämlich 
kann  man  ein  anderes  derselben  Involution  angehöriges  Paar  finden, 
welches  zu  jenem  harmonisch  liegt;  dasselbe  muss  auch  zu  den 
(imaginären)  Doppelelementen  harmonisch  liegen  und  ist  dadurch  in 
bekannter  Weise  definirt*).  Sind  P,  P^  und  Q,  Q^  zwei  solche  zu 
einander  harmonische  Paare  der  Involution,  so  sind  die  zugehörigen 
imaginären  Elemente  durch  die  in  verschiedenem  Sinne  genommenen 
Anordnungen  PQP^Q^  und  PQ^^P^Q  dargestellt.  Dieser  „harmonischen 
Darstellung"  der  Involution,  resp.  ihrer  imaginären  Doppelelemente 
bedienen  wir  uns  im  Folgenden.  Ueberträgt  man  die  Punkte  der 
Geraden  auf  einen  Kegelschnitt,  indem  man  die  Punkte  des  letzteren 
von  einem  seiner  Punkte  aus  (dessen  Wahl  für  das  Resultat  ganz 
gleichgültig  ist)  auf  die  Gerade  projicirt**),  so  geben  die  Paare  einer 
Involution  auf  dem  Kegelschnitte  Punktepaare,  deren  Verbindungs- 
linien einen  Strahlbüschel  bilden,  wie  man  mittels  der  fundamentalen 
Sätze  über  Erzeugung  von  Kegelschnitten  sehr  leicht  beweist;  ins- 
besondere liefern  die  beiden  im  Strahlbüschel  vorkommenden  Tan- 
genten durch  ihre  Berührungspunkte  die  Doppelelemente  der  In- 
volution. Mit  Hülfe  dieser  Uebertraguug  auf  einen  Kegelschnitt 
(z.  B.  einen  Kreis)  construirt  man  am  Einfachsten  das  zu  PP^  har- 
monische Paar  QQ^  der  Involution;  man  braucht  nämlich  nur,  wenn 
PP^^   ein  weiteres  gegebenes  Paar  der  Involution  ist,  in  dem  durch 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  215  iF.  Wir  können  hier  die  früheren  analytischen  Resul- 
tate ohne  weiteres  benutzen,  da  es  uns  nur  darauf  ankommt,  die  imaginären 
Elemente  geometrisch  zu  interpretiren;  will  man,  wie  es  v.  Stau  dt  thut, 
die  imaginären  Elemente  rein  geometrisch  einführen,  so  muss  man  den  Satz 
des  Textes,  in  dem  ein  imaginäres  Punktepaar  benutzt  ist,  erst  neu  beweisen. 
**)  Vgl.  die  Anmerkung  zu  Bd.  I,  p.  243.  —  Da  früher  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  g  mit  dem  Kegelschnitte  K  gefunden  wurden  als  Doppelpunkte 
der  beiden  projectivischen  Panktreihen,  welche  die  beiden  zur  Erzeugung  von  K 
benutzten  Strahlbüschel  auf  g  ausschneiden  (Bd.  I,  p.  51),  so  lehrt  der  Text,  dass 
die  Construction  dieser  Doppelemente  immer  auf  die  Construction  der  Doppel- 
elemente einer  gewissen  Involution  zurückkommt.  Wie  letztere  direct  aus  den 
beiden  projectivischen  Punktreihen  abzuleiten  ist,  zeigte  Hesse  durch  luter- 
pretation  des  Pascal 'sehen  Satzes,  Crelle's  Journal,  Bd.  63  und  66. 
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BRi  und  PP^  bestimmten  Strahlbüschel  die  vierte  harmonische  Linie 
zu  PP^  in  Bezug  auf  die  beiden  Tangenten  aufzusuchen  (d.  h.  die- 
jenige conjugirte  Polare  zu  PP^,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des 
Strahlbüschels  geht);  dieselbe  scbneidet  auf  dem  Kegelschnitte,  wenn 
die  Tangenten  imaginär  sind,  stets  zwei  reelle  Punkte  Q,  Q^^  aus. 

Es  sei  nun  P  der  Schnittpunkt  der  Träger  der  beiden  gegebenen 
Involutionen  (imaginären  Punkte);  in  der  einen  Involution  sei  ihm  P^, 
in  der  anderen  P/  zugeordnet.     Es   seien  p,  p^   die  nach   P  bez.  P^ 

gehenden  Strahlen  des  zu  suchen- 
den Büschels;  dann  muss  p^  auch 
durch.  Pj'  gehen  (Fig.  12).  Ist  ferner 
QPQ^P^  eine  „harmonische  Dar- 
stellung" des  einen  gegebenen  imagi- 
nären Punktes  A,  so  ist,  wenn  q,  q^ 
die  nach  Q,  Q^  gehenden  Strahlen 
des  gesuchten  Büschels  bezeichnen, 
qpqiPi  eine  harmonische  Darstellung 
der  Geraden^  welche  durch  A  geht. 
Weil  aber  letztere  auch  den  anderen 
imaginären  Punkt  A'  enthalten  soll,  müssen  die  Punkte  Q',  Q^,  in  welchen 
q,  q^  bez.  die  zweite  Involution  schneiden,  in  letzterer  ein  Paar  bilden; 
ferner  muss  der  Sinn  pqp-j^  oder  PQ'P^  mit  dem  Sinne  der  zweiten 
Involution  übereinstimmen,  endlich  PQP^Q^  /\  (d.  h.  projectivisch  zu) 
PQ'P^Q^  sein,  weil  beide  Involutionen  zu  pqp^qi  perspectivisch 
liegen.  Es  kommt  also  darauf  au,  das  Paar  Q' Qi  so  zu  wählen, 
dass  die  Bedingung  PQP^Q^^P  Q' P^  Q^  erfüllt  wird;  da  nun 
Q,  Qi  zu  P,  Pj  harmonisch  war,  so  ist  dieser  Forderung  genügt, 
wenn  die  Folge  PQ'P^Q^  auch  eine  „harmonische  Darstellung"  der 
zweiten  Involution  liefert;  das  mag  also  jetzt  angenommen  werden. 
Dann  haben  die  projectivischen  Reihen  PQP^Q^  und  PQ'P^Q^  den 
Punkt  P  entsprechend  gemein,  sie  liegen  also  perspectivisch  und 
folglich  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  von  Q,  P^,  Q^  resp. 
mit  Q' ,  P/,  Q{  in  einem  Punkte,  dem  gesuchten  Centrum  der  Strahlen- 
involution pqPi^qi.  Letztere  ist  in  der  That  perspectivisch  zu  beiden 
gegebenen  Involutionen,  und  der  Sinn  pqpi  ist  identisch  mit  dem 
Sinne  PQPi  und  mit  dem  Sinne  PQ'P^'.  Die  Involution  pqp^qi 
ist  also  eine  harmonische  Darstellung  der  Verbindungslinie  der  beiden 
imaginären  Punkte  A  und  A'. 

3.  Es  sollen  die  Schnittpunkte  einer  imaginären  Geraden  a  mit 
einem  reellen  Kegelschnitte  construirt  tverden.  Wir  schicken  zwei  Hülfs- 
betrachtungen  voraus. 
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Erstens:  Wenn  die  Strahlen  eines  Büschels  gleichzeitig  durch 
zwei  Involutionen  zu  Paaren  geordnet  sind,  so  kann  man  immer  ein 
Strahlenpaar  finden,  das  gleichzeitig  beiden  Involutionen  angehört; 
dieses  Paar  ist  reell^  wenn  mindestens  eine  der  beiden  Involutionen 
imaginäre  Doppelelemente  besitzt.  Zum  Beweise  lege  man  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  durch  das  Centrum  des  Büschels;  auf  dem- 
selben werden  zwei  Involutionen  ausgeschnitten;  die  Verbindungs- 
linien der  Paare  einer  jeden  bilden  nach  Obigem  einen  Strahlbüschel; 
von  dem  Centrum  eines  dieser  Büschel  gehen  imaginäre  Tangenten 
an  den  Kegelschnitt,  wenn  die  Doppelelemente  der  entsprechenden 
Involution  imaginär  sein  sollen.  Die  Verbindungslinie  beider  Centren 
schneidet  den  Kegelschnitt  dann  sicher  in  zwei  reellen  Punkten,  welche 
gleichzeitig  in  beiden  Involutionen  ein  Paar  bilden,  deren  Verbindungs- 
linien mit  dem  Centrum  des  gegebenen  Büschels  also  das  verlangte 
Paar  liefern. 

Zweitens:  Es  seien  a,  b  zwei  reelle  Gerade,  welche  einander  in 
Bezug  auf  einen  vorgelegten  Kegelschnitt  nicht  conjugirt  sein  mögen; 
jedem  Punkte  P  von  a  ist  dann  ein  Punkt  Q  von  h  zugeordnet  da- 
durch, dass  h  in  Q  von  der  Polare  des  Punktes  P  geschnitten  wird; 
diese  Zuordnung  ist  eine  wechselseitige:  P  und  Q  sind  einander 
conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt.  Die  Polaren  aller 
Punkte  P  gehen  durch  den  Pol  von  a,  bilden  also  einen  Strahl- 
büschel, welcher  projectivisch  zu  der  Punktreihe  auf  a,  perspectivisch 
zu  derjenigen  auf  h  ist.  Die  Verbindungslinien  P-Q  umhüllen  folglich 
einen  Kegelschnitt,  der  auch  die  beiden  Geraden  a,  h  berührt,  und 
zwar  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von  der  Polare  ihres  Schnitt- 
punktes getroffen  werden. 

Kehren  wir  jetzt  zu  der  gestellten  Aufgabe  zurück.  Der  Mittel- 
punkt M  des  zur  Darstellung  der  imaginären  Linie  a  dienenden 
Strahlbüschels  möge  nicht  auf  dem  Kegelschnitte  liegen.  Es  kommt 
dann  darauf  an,  eine  reelle  Gerade  g  zu  finden,  auf  welcher  a  eine 
Involution  bestimmt,  in  der  die  Punkte  eines  jeden  Paares  zugleich 
conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  sind;  in  der  That 
repräsentirt  diese  Involution  dann  die  beiden  imaginären  Schnitt- 
punkte von  g  mit  dem  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  mit  «,  der 
andere  mit  der  zu  a  conjugirt  imaginären  Geraden  vereinigt  liegt. 
Ist  pqPiQi  eine  Darstellung  von  a,  so  müssen  demnach  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  2h  Pi  ^^^  1^  Q.i  conjugirte  Pole  sein.  Man  kann 
nun  nach  dem  ersten  Hülfssatze  annehmen,  dass  jp  und  p^  conjugirte 
Polaren  sind.  Dann  schneidet  jede  Linie,  welche  entweder  durch 
den  auf  p^  gelegenen  Pol   P  von  p  oder  durch  den  auf  p  gelegenen 
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Fig.  13. 


Pol  Pj  von  j)i  liindurchgeht,  die  Strahlen  p^  jpj  in  conjugirten 
Polen.  Die  Linie  g  geht  also  durch  einen  der  beiden  Punkte  P,  P^, 
in  welchen  die  Polare  m  von  M.  bez.  durch  die  Strahlen  ^?i,  p  ge- 
schnitten wird.  Wenn  nun  g  und  q^  nicht  auch  conjugirte  Polaren 
sind,  so  rauss  g  nach  dem  zweiten  Hülfssatze  gleichzeitig  Tangente 
eines  Kegelschnittes  sein,  welcher  g  und  q^  bez.  in  den  Punkten  S 
und  8]^  berührt,  in  denen  sie  von  m  getroffen  werden.  Die  Punkte 
Pi,  P  werden  durch  die  Punkte  B,  S^  getrennt;  man  kaun  also  von 
einem  der  Punkte  P^,  P  (und  auch  nur  von  einem)  zwei  reelle 
Tangenten  an  den  zuletzt  erwähnten  Kegelschnitt  legen;  dies  sind 
die  leiden  gesuchten  Linien  {g  und  </');  auf  jeder  von  ihnen  bestimmt 
die  Linie  cc  nach  Lage  und  Sinn  eine  Involution,  welche  einen  Schnitt- 
punkt von  a  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  darstellt  (vgl.  unten 
Fig.  13). 

Wenn  aber  die  Geraden  q,  q^  ebenfalls  conjugirte  Polaren  sind, 
so  sind  alle  Paare  der  a  darstellenden  Involution  aus  conjugirten 
Polaren  gebildet;  die  Linie  g  muss  dann  sowohl  durch  einen  der 
Punkte  Pi,  P  als  durch  einen  der  Punkte  8,  S^  gehen,  d.  h.  sie  muss 

mit  m  und  mit  g'  zusammen- 
^-  fallen.      Es    ist   also  a   eine 

imaginäre  Tangente  des  Kegel- 
schnittes, und  die  auf  m  aus- 
geschnittene Involution  liefert 
den  imaginären  Berührungs- 
punkt. 

Liegt  endlich  M  auf  dem 
Kegelschnitte,  so  schneidet 
die  zur  Definition  von  a  die- 
nende Strahleninvolution  auf 
dem  Kegelschnitte  eine  Punkt- 
involution aus,  welche  von  M 
aus  auf  a  projicirt  diejenige 
Involution  liefert,  die  bei  entsprechender  Wahl  des  Sinnes  den  ge- 
suchten Schnittpunkt  darstellt. 

4.  Von  den  SchnittpunJcten  einer  imaginären  Geraden  a  mit  dem 
Kegelschnitte  ist  einer  durch  seinen  reellen  Träger  g  und  die  zugehörige  In- 
volution gegeben,  der  andere  soll  gefunden  werden.  Die  Lösung  ist  in 
der  vorhergehenden  enthalten.  Die  Polare  m  von  M  muss  die  Linie  g  in 
demjenigen  Punkte  P  treffen,  dessen  Verbindungslinie  i\  mit  M  in 
der  a  definirenden  Involution  zu  einem  Paare  ergänzt  wird  von 
ihrer    in    Bezug    auf    den    Kegelschnitt   conjugirten    Polare  ;p    (vgl. 
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Fig.  13).  Durch  denselben  Punkt  P  muss  die  gesuchte  Gerade  g' 
gehen;  sie  muss  ferner  einen  Hülfskegelschnitt  K  berühren,  welcher 
die  zusammengehörigen  Involutionsstrahlen  q,  q^  bez.  in  S  und  S^ 
berührt  und  auch  die  Gerade  g  zur  Tangente  hat.  Auch  für  K  ist 
m  die  Polare  (Berührungssehne)  von  M]  P  liegt  auf  m,  also  die 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  K  geht  durch  M,  d.  h.  P  und  M  sind 
conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  K,  folglich  m  und  p^  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  K  und  somit  harmonisch  zu  den  beiden  von  ihrem 
Schnittpunkte  P  ausgehenden  Tangenten  g  und  g'.  Die  Linie  g'  wird 
hiernach  einfach  als  vierte  harmonische  von  g  in  Bemg  auf  m  und  2h 
gefunden*).  Die  auf  g'  von  den  Strahlenpaaren  p,  p^^  und  q,  q^  aus- 
geschnittene Involution  ist  in  demselben  Sinne  zu  nehmen,  wie  die 
gegebene  Strahleninvolution,  um  den  gesuchten  zweiten  Schnittpunkt 
der  Linie  a  mit  dem  Kegelschnitte  darzustellen. 

Die  behandelten  Aufgaben  lassen  vollständig  übersehen,  wie 
alle  imaginären  Constructionen,  bei  denen  nur  das  Verbinden  von 
Punkten  und  das  Schneiden  von  Geraden  verlangt  wird,  sich  in 
reell  ausführbare  Operationen  umsetzen  lassen.  Noch  nicht  ist  dieses 
mit  den  projecti vischen  Beziehungen  zwischen  Punktreihen  und  Strahl- 
büscheln möglich,  jenen  Beziehungen,  welche  in  der  Ebene  auf  die 
Kegelschnitte,  im  Räume  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  führten 
(p.  35  ff.).  Solche  Beziehungen  wurden  hergestellt,  indem  drei  Elemente 
dreien  anderen  entsprechend  gesetzt  wurden  und  dann  ein  viertes 
Element  je  mit  diesen  dreien  dasselbe  Doppelverhältniss  liefern  sollte. 
Was  ist  aber  unter  dem  Doppelverhältnisse  von  vier  theiliveise  imagi- 
nären PuttMen  m  verstehen?  Diese  fundamentale  Frage  werden  wir  be- 
antworten, indem  wir  ein  solches  complexes  Doppelverhältniss  defi- 
niren  durch  reelle  Doppelverhältnisse,  die  bestimmt  sind  durch  je 
vier  reelle  Punkte,  wobei  letztere  aus  den  gegebenen  imaginären 
Punkten  in  eindeutiger  Weise  abzuleiten  sind.  Zu  dem  Zwecke  er- 
ledigen wir  einige  weitere  Aufgaben;  in  denselben  denken  wir  uns 
die  Punkte  einer  Geraden  durch  einen  Parameter  in  bekannter  Weise 


*j  Man  kann  dies  Resultat  auch  so  aussprechen:  Jede  imaginäre  Gerade, 
deren  reeller  Träger  nicht  auf  dem  Kegelschnitte  liegt,  schneidet  letzteren  in 
zwei  imaginären  Punkten,  deren  reelle  Träger  durch  den  reellen  Punkt  {M)  der 
gegebenen  Geraden  (a)  und  dessen  Polare  (m)  harmonisch  getrennt  werden; 
vgl.  V.  Staudt,  a.  a.  0.  Nr.  165.  Ebenda  wird  eine  grosse  Reihe  von  Sätzen 
für  Kegelschnitte  und  für  das  System  zweier  Kegelschnitte  unter  Berücksichtigung 
der  imaginären  Elemente  gegeben.  Die  Aufgaben  2  und  3  im  Texte  sind  nach 
Lüroth  behandelt  (Math.  Ann.  Bd.  8,  p.  181  f.). 

8* 


=  0, 
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ausgedrückt    und    bezeichnen   sie   kurz   durcli   die   zugehörigen  Para- 
meterwerthe. 

5.  Es  soll  ein  Punkt  6  gefunden  iverden,  tvelcher  msammen  mit 
einem  gegebenen  PunJde  Aj  ein  Paar  einer  Involution  bildet,  die  bestimmt 
ist  durch  ein  anderes  Paar  ^,  v  und  einen  ihrer  reellen  Doppelpunlde  {l.^. 
Um  die  Aufgabe  zuerst  analytisch  zu  behandeln,  stellen  wir  uns  die 
beiden  Paare  der  Involution,  von  denen  eines  den  unbekannten  Punkt 
6  enthält,  durch  zwei  quadratische  Gleichungen  dar: 

x^  —  (ft  +  i>)x  -\-  ^v  =  0,       x^  —  (A^  +  (?)x  -f-  Ai(?  =  0; 
die  Doppelelemente  werden  dann  bekanntlich  (Bd.  I,  p.  216)  als  Null- 
punkte der   zugehören  Functionaldeterminante  gefunden;  d.  h.  Ag  ge- 
nügt der  Gleichung 

—  Ag  (Ai  +  (?)  +  2Aiö       2A2  —  (Ai  +  (?) 

—  AgCfA     +  V)  -f-  2ftV  2A2  —  ((LI    +  v) 

welche   sich  nach   einigen   einfachen  Umformungen   in  der  folgenden 
Gestalt  schreiben  lässt: 

/pr\  ^3  »'2    _    t>  /Ij     ^3  ^2    ^    f^  ^1        I       "'S  ^2    ^    ^   "■! 

^      '  A3  —  X^  C    —    ^2  A3  —  Aj  ft   —    Ag  A3  Aj  V    Aj 

Hiermit  ist  einerseits  6  bestimmt,  andererseits  lehrt  das  gefundene 
Resultat,  dass  der  durch  die  gestellte  Aufgabe  definirte  PunM  6  mit  den 
beiden  gegebenen  Punkten  A^,  Ag  und  mit  einem  willldirlich  hinzugefügten 
Punkte  A3  {bei  bestimmter  Anordnung  der  vier  Punkte)  ein  Doppel- 
verhältniss  bildet,  ivelches  gleich  ist  der  Summe  der  beiden  von  den  ge- 
gebenen Punkten  w,  v  mit  denselben  drei  Punkten  A^,  A2,  A3  in  gleicher 
Weise  gebildeten  Doppelverhältnissen.  In  dieser  Interpretation  der 
Aufgabe  liegt  für  unsere  Zwecke  das  grosse  und  principielle  Inter- 
esse derselben;  sie  lehrt  uns,  in  dem  angegebenen  Sinne  die  Summe 
zweier  gegebenen  Doppelverhältnisse  zu  construiren.  Die  constructive 
Ausführung  derselben  bietet  durchaus  keine  Schwierigkeiten;  sie  ge- 
schieht am  Einfachsten  durch  Uebertragung  der  Punktreihe  in  obiger 
Weise  auf  einen  Kegelschnitt;  man  ziehe  (Fig.  14)  die  Tangente 
desselben  in  Ag,  suche  deren  Schnittpunkt  M  mit  der  Linie  ft-v, 
verbinde  M  mit  A^;  diese  Linie  schneidet  den  Kegelschnitt  noch  ein- 
mal im  gesuchten  Punkte  6.  Die  Umkehrung  der  angegebenen  Con- 
struction  liefert  sofort  diejenige  der  Differenz  ziveier  Doppelverhältnisse. 
Auf  die  Fälle,  wo  die  gegebenen  Punkte  sämmtlieh  oder  theil- 
weise  imaginär  sind,  lässt  sich  die  Construction  auf  Grund  der 
früheren  Erörterungen  ausdehnen,  ohne  dass  sich  principielle  Schwie- 
rigkeiten böten.  —  Ist  eines  der  gegebenen  Doppelverhältnisse  gleich 
Null,  also  z.  B.  fi  =  Aj,  so  wird  natürlich  6  ==  v. 
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Ohne  Zuhülfenahme  eines  Kegelschnittes  geschieht  die  Con- 
struction,  wie  leicht  zu  bestätigen,  in  folgender  Weise  (Fig.  15): 
Man    verbinde  A,,   A^,  ft,   v  mit    einem    beliebigen    Punkte  31,    ziehe 


Fig.  15. 


durch  V  eine  beliebige  Gerade,  welche  ifcf-Ag  in  N,  M-^i  in  P 
schneidet;  die  Verbindungslinie  von  ^  mit  N  schneide  M-v  in  Q] 
die  Linie  P- (2' treffe  M-l^  in  P;  dann  schneidet  Ü-N  auf  der  ge- 
gebenen Punktreihe  den  Punkt  6  aus. 

6.  Es  soll  ein  PunM  it  gefunden  iverden,  welcher  einen  gegebenen 
Punkt  Ag  m  einem  Paare  einer  Involution  ergänd,  die  durch  Bivei 
gegebene  Paare  ^,  v  und  Aj,  A2  definirt  ist.  Letztere  seien  dargestellt 
durch  die  Gleichungen: 


—  {}i  -\-  v)x  +  ftv  =  0, 


(Aj  +  L^x-\-  A,A2  =  0. 


Soll  das  durch  die  Gleichung 

X'^  —  (A3  -f-  ^)*'  +  ^^'^  =  0 

gegebene    dritte    Paar    der   durch   die   ersten   beiden   bestimmten  In- 
volution angehören,  so  ist  (Bd.  I,  p.  520) 

1        \]i  ■\-  V 

1     Ai  +  K 

1        A3  +  7t 

oder  nach  bekannten  Determinantensätzen 


(IV 

A^  A2 


=  0, 


f*  ^1      v^     ^ 


V  —  Ij^ 


n  —  ^1 


(Q)  -^3 

Wie  die  vorhergehende  Aufgabe  zur  Addition  führte,  so  gibt  uns 
demnach  die  vorliegende  Aufgabe  eine  Regel,  nach  der  man  das 
Product  ziveier  Doppelverhältnisse  durch  ein  neues  Doppelverhältniss  aus- 
drücken kann,  wobei  sich  alle  drei  Doppelverhältnisse  auf  dieselben 
drei  „Grundpunkte"   beziehen  und   in   derselben  Weise  gebildet  sind. 


j[]^g  Erste  Abtheilung. 

Die  geometrische  Constnwtion  ist   evident:   man  übertrage  die  Punkte 
^i,  h>  hj  f^f  '^   ^^f  ^^^®^   Kegelschnitt   (Fig.   16),  bringe   die  Linie 

a-v    in    P    zum    Schnitte    mit    Ai-A,;    die 

Fig.  IG.  '  1       -  ' 

Linie  P-/I3  schneidet  dann  auf  dem  Kegel- 
schnitte den  gesuchten  Punkt  n  aus.  Für 
V  =  A3  wird  ein  Factor  gleich  Eins  und 
^  =  7t.  Ist  ft  =  V,  so  wird  die  Linie  ft-v 
zur  Tangente,  und  man  findet  das  Quadrat 
eines  Doppelverhältnisses.  Mittelst  obiger 
Principien  lässt  sich  die  Construction  auf 
imaginäre  Punkte  übertragen. 

Die  Umkehrung  der  Aufgabe  führt  zur 
Operation    der    Division   und    des    Quadrat- 
wurzelaussiehens.    Soll  z.  B.  ein  Punkt  ft  so  bestimmt  werden,  dass 


A/n     ~~'    /Vi  TT  An 


wird,  wobei  Aj,  Ag,  A3,  jr  gegebene  reelle  Punkte  darstellen,  so  sind 
die  Linien  jr-Ag  und  A^-Ag  zwei  zu  einander  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  den  benutzten  Kegelschnitt,  welche  sich  in  P  schneiden; 
der  Punkt  ^  ist  dann  einer  der  Berührungspunkte  der  beiden  von  P 
ausgehenden  Tangenten.  Sind  die  gegebenen  Punkte  reell,  so  sind 
diese  Berührungspunkte  nothwendig  imaginär.  Ihr  gemeinschaftlicher 
reeller  Träger  ist  die  Polare  von  P,  und  sie  sind  auf  dieser  durch 
die  Involution  der  Polepaare  dargestellt*). 

7.  Entsprechend  der  Gleichung  (5)  soll  ö  construirt  tverden,  wenn 
fi  und  V  einander  conjugirt  imaginär  sind.  Die  Construction  ist  genau 
dieselbe,  wie  in  Fig.  14;  nur  wird  der  Kegelschnitt  von  der  auch 
hier  reellen  Linie  ^-v  in  imaginären  Punkten  getroffen.  Sind  A^,  Ag 
reell,  so  ist  auch  6  reell. 

8.  Im  Sinne  der  Gleichung  (6)  soll  die  Midtiplication  eines  ge- 
gebenen Doppelverhältnisses  mit  der  imaginären  Einheit  durch  Con- 
struction ausgeführt  iverden.    Gegeben  sind  wieder  A^,  Ag,  Ag  als  reelle 


*)  Vorstehende  Aufgaben  geben  Beispiele  für  v.  Staudt's  Rechnen  mit 
„Würfen"  (a.  a.  0.  Nr.  256  fF.).  Ein  Wurf  ist  eben  im  Wesentlichen  ein  Doppel- 
verhältniss ;  der  Unterschied  zwischen  beiden  Begriffen  ist  der,  dass  der  Wurf  nicht 
als  Quotient  zweier  Abstandsverhältnisse,  überhaupt  nicht  als  Zahl  definirt  wird; 
trotzdem  lassen  sich  dann  mit  den  Würfen  Operationen  ausführen,  die  dem 
Rechnen  mit  Zahlen  genau  analog  sind,  und  darin  liegt  die  principielle  Wichtig- 
keit der  im  Texte  behandelten  Beispiele  für  solche  Operationen  (d.  i.  Con- 
structionen).  Wir  kommen  darauf  bei  einer  späteren  Untersuchung  „über  die 
Grundlagen  der  projectivischen  Geometrie"  zurück. 
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Punkte  eines  Kegelschnittes;  ^  sei  ein  coraplexer  Punkt  desselben; 
V  ist  so  zu  bestimmen,  dass  der  zweite  Factor  der  linken  Seite 
von  (6)  gleich  ]/—  l  =  i  wird,  d.  h.  dass: 


(8) 


7^3  —  X.^      V  —  X^Y  _ 
KXg '—  Xj^     V  —  xj 


—  1  = 


^3    ^1 


K 


Der  hierdurch  definirte  Punkt  x  ist  nach  Aufgabe  (6)  so  gelegen, 
dass  die  Tangente  von  v,  die  Linien  l^-l^  ^^'^^  h''^  ^^^^^  "^  einem 
Punkte  Q  schneiden.  Da  ferner  letztere  beiden  Linien  einander  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sein  müssen,  damit  die  rechte 
Seite  von  (8)  gleich  —  1  werde,  und  da  v  ein  Berührungspunkt  der 
von  Q  ausgehenden  Tangente  sein  sollte,  so  stellt  der  zweite  Berüh- 
rungspunkt  den    conjugirt    imaginären  Punkt   v'  dar,    und  v-v'    ist 

Fig.  17. 


die  Polare  von  Q  (g  in  Fig.  17).  Umgekehrt  wird  v  gefunden,  in- 
dem man  lg  mit  dem  Pole  B  von  A^-Ag  verbindet,  dadurch  Q  erhält 
und  dann  die  Polare  q  von  Q  construirt;  letztere  schneidet  den  Kegel- 
schnitt in  den  beiden  Punkten  v,  v' ,  welche  der  Bedingung  von  (8) 
genügen.  Man  hat  der  betreffenden  Involution  denjenigen  Sinn  bei- 
zulegen, welcher  das  fragliche  Doppelverhältniss  gleich  -f-  i  macht 
(p.   109  f.). 

Dieser  Sinn  sei  in  Fig.  17  durch  \2'\'2  gegeben;  und  zwar  soll 
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die  Involution  durch  die  Paare  1,1'  und  2,  2'  harmonisch*)  dargestellt 
werden  (p.  111).  Um  n  zu  finden,  haben  wir  die  Involution  12'1'2 
(d.  h.  den  imaginären  Punkt  v)  mit  fi  zu  verbinden;  dadurch  be- 
stimmt sich  auf  Aj-Ag  eine  Involution  P^P^'  P^  P^'^  letztere  ist  mit 
A3  zu  verbinden,  und  die  so  entstehende  Strahleninvolution  definirt 
eine  imaginäre  Gerade,  deren  zweiter  (imaginärer)  Schnittpunkt  mit 
dem  Kegelschnitte  eben  der  gesuchte  Punkt  n  ist.  Ist  auch  ^  ima- 
ginär, so  wird  die  imaginäre  Linie  fi-v  nach  Aufgabe  2  construirt 
(wozu  dann  eine  harmonische  Darstellung  von  v  gebraucht  wird)  und 
bestimmt  ebenfalls  auf  ^i-X2  ^ine  Involution  P^P.^ P^ P^.  Soll  der 
PunM  7t  reell  sein,  welcher  Fall  uns  vorwiegend  interessirt,  so  muss 
die  Linie  ^i^- ^2  '^on  (i-v  in  einem  reellen  Punkte  getroffen  werden, 
d.  h.  die  Punkte  P^ ,  P.^ ,  P^ ,  P^  müssen  in  einen  Punkt  P  (das 
Centrum  der  ft  mit  v  verbindenden  Strahleninvolution)  zusammen- 
fallen. Die  Linie  Ag-P  schneidet  dann  auf  dem  Kegelschnitte  den 
reellen  PunM  n  aus  (auf  diesen  Fall  bezieht  sich  Fig.  17). 

Hiermit  ist  auch  die  Frage  beantwortet,  wie  der  reelle  Träger 
von  ft  liegen  muss,  damit  7t  reell,  d.  h,  damit  das  im  ersten  Factor 
der  linken  Seite  von  (6)  auftretende  Doppelverhältniss  rein  imaginär 
werde.  Nehmen  wir  nämlich  umgekehrt  P  auf  A^-Ag  beliebig  an 
(und  zwar  im  Innern  des  Kegelschnittes),  so  müssen  die  Strahlen 
P-1,  P-1'  und  P'2,  P-2'  je  zwei  Polepaare  auf  dem  Träger  (h) 
von  fi  ausschneiden;  nach  dem  zweiten  Hülfssatze  von  Aufgabe  3  ist 
also  h  Tangente  an  einen  Kegelschnitt,  welcher  P-2  und  P-2'  in 
ihren  Schnittpunkten  S^,  S  mit  der  Polare  p  berührt,  und  h  geht 
durch  den  Pol  R  von  A^-A^;  die  andere  Tangente  durch  P  ist  die 
Linie  v-v'.  Nach  Aufgabe  4  wird  also  h  gefunden  als  vierte  har- 
monische Gerade  von  q  in  Bezug  auf  p  und  die  Linie  P  -  P.  Die- 
jenigen imaginären  Punkte  des  Kegelschnittes,  welche  mit  A^,  Ag  und 
einem  heliehigen  dritten  Punkte  A3  hei  obiger  Anordnung  ein  rein  ima- 
ginäres Doppelverhältniss  bestimmen,  schicken  hiernach  ihre  reellen  Träger 
durch  den  Pol  der  Geraden  l^-l,^. 

Wird  II  durch  den  conjugirt  imaginären  Punkt  /it'  ersetzt,  so  ist 
2'  zu  verbinden  mit  dem  Schnittpunkte  II  von  P-2  und  h,  2  zu  ver- 
binden mit  dem  Schnittpunkte  H'  von  P-2'  und  h.  Beide  Linien 
schneiden    sich    dann    auf    1  - 1    (d.  h.    A^  -  A2)    in   P'.      Die    Punkte 

*)  Die  Punkte  der  Geraden  g  sind  in  Fig.  17  durch  Projection  von  l..  aus 
auf  den  Kegelschnitt  übertragen;  1  ist  in  den  Schnittpunkt  der  Tangente  von 
l^  mit  g  verlegt;  die  Polare  von  1  geht  dann  durch  Q  und  bestimmt  1'  (=  i?); 
die  Polare  von  1'  ist  mit  I1-I.2  identisch;  letztere  beiden  Punkte  geben  daher, 
von  ^3  aus  auf  q  projicirt,  das  gesuchte  Paar  2,2'. 
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B,  P,  F'  bilden  ein  Polardreieck.  In  der  That  steht  P'  dann  zu  q 
und  h  in  derselben  Beziehung  wie  P;  es  ist  nur  gleichzeitig  2^  durch 
p',  die  Polare  von  P' ,  zu  ersetzen.  Ebenso  würde  P  durch  P',  tc 
durch  7t'  zu  ersetzen  sein,  wenn  v  mit  v'  vertauscht  würde. 

9.  Es  soll  die  Differenz  zweier  Doiypelverliültnisse  durch  Constriic- 
tion  eines  FimJdes  d  dargestellt  werden,  ivelcJier  der  Gleichung 

^1        f^' 


(9) 


genügt,  wobei  ^  und  ^'  conjugirt  imaginäre,  Aj,  A^  yfwof  A3  reeZfe  Zahlen 
hedeiden.  Die  Lösung  folgt  sofort  durch  Umkehrung  der  in  Aufgabe  5 
angegebenen  Construction;  letztere  ist  nur  auf  theilweise  imaginäre 
Punkte  auszudehnen.  Nach  üebertragung  der  Punkte  der  Geraden 
auf  einen  Kegelschnitt  (Fig.  18)  ziehen  wir   an  A^  die  Tangente  des 

Fig.  18. 


letzteren;  auf  der  reellen  Linie  ^i-^'  werde  vom  Kegelschnitte  eine 
Involution  bestimmt,  welche  durch  1,1'  und  2,  2'  in  harmonischer 
Darstellung  gegeben  sei.  Um  den  Schnittpunkt  M  der  Linie  fi  -  A^ 
mit  jener  Tangente  zu  finden,  übertragen  wir  diese  Involution  durch 
einen  perspecti vischen  Strahlbüschel  mit  dem  Centrum  A^  auf  die 
Tangente  von  h^  nach  I,  V  und  II,  II'.  Gehört  fi  zu  dem  Sinne 
121'2',  so  gehört  M  zu  dem  Sinne  IIII'H'.  Die  Verbindungslinie 
von  M  mit  ^'  schneidet  dann  den  Kegelschnitt  im  gesuchten  Punkte 
d.  Diese  Linie  ^'  -[A  wird  repräsentirt  durch  einen  Strahlbüschel, 
welcher    von    den    Linien    2' -II    und    2.- II'    bestimmt   wird,    durch 
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deren  Schnittpunkt  P  dann  von  selbst  auch  I  - 1  geht;  und  zwar  ist 
diesem  Strahlbüschel  der  Sinn  12'1'2  beizulegen.  Die  imaginäre 
Linie  P-fi'  schneidet  den  Kegelschnitt  in  dem  bekannten  Punkte 
fi'  und  in  dem  gesuchten  d;  der  letztere  ist  durch,  seinen  reellen 
Träger  zu  definiren,  und  dieser  wiederum  wird  nach  Aufgabe  4  con- 
struirt  als  vierter  harmonischer  Strahl  Qi  in  Fig.  18)  von  fi-ft'  in 
Bezug  auf  die  Polare  p  von  P  und  die  Linie  Q  -  P,  wobei  Q  den 
Schnittpunkt  von  ft-ju,'  mit  p  bezeichnet.  Da  das  Doppelverhältniss 
auf  der  rechten  Seite  von  (9)  rein  imaginär  ist,  so  geht  diese  Linie 
h  nach  den  bei  Gelegenheit  der  vorhergehenden  Aufgabe  angestellten 
Ueberlegungen  durch  den  Pol  R  der  Linie  A^-Ag. 

Den  Factor  von  i  =  Y —  1  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  erhält 
man  durch  Multiplication  mit  —  i,  also  durch  Bestimmung  eines 
Punktes  7t  gemäss  der  Bedingung: 

Die  Construction  von  jr  kann  nach  Aufgabe  8  ausgeführt  werden; 
es  ist  dort  nur  ^  durch  d  zu  ersetzen,  also  in  Fig.  17  der  reelle 
Träger  h  von  fi  durch  den  reellen  Träger  von  d,  der  in  Fig.  18  eben- 
falls mit  7^  bezeichnet  wurde.  Um  7t  zu  finden,  hätte  man  dann  auf 
h  die  durch  den  Kegelschnitt  definirte  Involution  in  bekannter  Weise 
harmonisch  darzustellen  (wie  es  in  Fig.  17  durch  die  Paare  I,  I'  und 
II,  11 '  geschieht),  ebenso  die  entsprechende  Involution  auf  der  aus 
Aj,  ^2,  Ag  zu  construirenden  Linie  v-v'  (1,  1'  und  2,2'  in  Fig.  17 
auf  q)-  die  Linien  2  -  II  und  2' - 11'  schneiden  dann  auf  A^  -  Ag  die 
Punkte  P,  P'  aus,  von  denen  einer  durch  seine  Verbindung  mit  A3 
den  gesuchten  Punkt  7t  liefert*). 

Nunmehr  haben  wir  alle  Hülfsmittel  gewonnen,  um  ein  com- 
plexes  Doppelverhältniss  zu  definiren,  indem  dessen  reeller  und  ima- 
ginärer Theil  einzeln  durch  reelle  Doppelverhältnisse  dargestellt  sind, 
zunächst  unter  der  Annahme,  dass  es  sich  um  drei  reelle  Punkte  und 
einen  imaginären  Punkt  handelt.      Wir  sagen  von  vier  Elementen  X^, 


*)  Es  sei  bemerkt,  dass  die  Paare  1 ,  I  und  P,  P'  in  Fig.  17  von  B  aus, 
der  Construction  zufolge,  durch  vier  harmonische  Strahlen  ausgeschnitten  werden; 
da  nun  P,  P'  auch  zu  X^,  X^  harmonisch  liegen,  so  sind  P,  P'  die  Doppel- 
elemente der  durch  X^,  X^  und  1,  I  hestimmten  Involution  und  wären  sonach 
direct  (ohne  Hülfe  der  Punkte  2,  2',  II,  11')  zu  finden,  vgl.  Bd.  I,  p.  51. 
Umgekehrt  kann  die  Stein  er 'sehe  Construction  der  Doppelelemente  durch  die 
des  Textes  ersetzt  werden;  man  hat  dabei  durch  ein  Paar  {X^-X^  einen  will- 
kürlichen Kegelschnitt  zu  legen. 
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Ag,  A3,  (i  ==  %  -\-  U  einer  Beihe,  dass  ihnen  dasselbe  Doppelverhältniss 
mliommt,  wie  den  vier  Elementen  Aj,  A^,  A^,  M  ==  K  +  M  einer 
anderen  Beihe  (oder  kurg,  dass  sie  diesen  letzteren  Elementen  projectivisch 
sind),  wenn  erstens  die  beiderseits  mittelst  der  reellen  PunJde  6,  hez.  Z 
m  hildenden  reellen  Doppelverhältnisse 

Arn     ■      ■"     Aa  G    '       ~     A] 


Ji   =  l^-^    e^-^    +  t=A)  ,    'WO   ^'  =  %  -  il, 


nnä   --— =.:^-V.^^^(^^.  +  ^:_-4.),  »M'  =  K-iA, 


A3  —  Aj     I  —  Aj  ^^  A,  —  A2 
A3  — Ai  'Z-A,         A3  -Ai 

einander  (jleich  sind,  und  wenn  zweitens  auch  die  reellen  und  in  obiger 
Weise  nach  (9)  und  (10)  mittelst  der  construirbaren  Punkte  %,  bez.  TT 
erhaltenen  Doppelverhältnisse  übereinstimmen. 

Süll  auch  einer  der  anderen  Punkte,  etwa  A3,  imaginär  werden 
dürfen,  so  kann  man  dafür  durch  Fortsetzung  des  eingeschlagenen 
Verfahrens  eine  geometrische  Deutung  gewinnen.  Wir  setzen  zur 
Abkürzung : 

(Aj ,  A2 ,  Ay    Aj)  =  /■(  A3 ,  A J  =  Y  —  X   '  7—1  ' 

und  es  seien  A3',  A/  die  zu  A3,  A^  conjugirt  imaginären  Werthe. 
Dann  seien  die  Punkte  6  und  jr  zunächst  wie  oben  aus  den  Relationen 

^     ^  fih,  h)  -  fih,  k')  =  -  ifih,  ^) 

gefunden.  Aus  der  ersten  Gleichung  hebt  sich,  wie  in  (5),  A3  beider- 
seits heraus;  es  ist  also  6  reell.     Folglich  auch: 

und  hieraus: 

(12)  =f{l^,G), 

wo  der  reelle  Punkt  ^  nach  Aufgabe  7  zu  construiren  ist.  Ebenso 
muss  7t  reell  sein,  da  auch  in  der  zweiten  Gleichung  (11)  A3  beider- 
seits herausfällt;  also  hat  man  analog  zu  (12): 

f  (V,  K)  +  f^h^:)  -  f\h,  K)  -  t\K,  h^  =  -  i  [f{h,  ^)  -  /"a/,  ^)] 

(13)  =f{y,£), 

wo  V  ebenfalls  reell  und  leicht  construirbar  ist.     Aus  (12)  und  (13) 

ergibt  sich 

(14)  2  [/■  (A3 ,  A,)  +  /■  (A3',  A;)J  =  f  (.u,  6)^f{y,7t); 

d.    h.    der    vierfache    reelle    Theil    des    complexen    Doppelverhältnisses 

(A^,  Ag,  A3,  A4)  ist  als  Stimme  von  zwei  Doppelverhältnissen  aus  je  vier 

reellen  PtinJcten  dargestellt.     Ebenso  findet  man 
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f{h,  ^d  -  f(h\  hl  +  fih,  ^;)  -  ah\  h)  -  fih,  <?)  -  /(V;  <^) 

=  if{y,6), 

f  {h.  K)  -  f{h',  V)  -  fXK,  V)  +  f{h'>  k)  =  -  if{h,7t)-if(i;, 7t) 

folglich  durch  Addition: 

(15)  -  2i  [f{X„  X,)  -  /-(A/,  V)]  =  f{v,  a)  -  f{(i,  7t)  •, 

d.  h.  der  vierfache  imaginäre  Theil  (Factor  von  +  )/ —  1)  des  Boppel- 
verhältnisses  (yt^,  Ag,  A3,  A4)  ist  als  Differenz  von  mvei  Doppelverhalt- 
nissen aus  je  vier  reellen  Pimlcten  dargestellt.  Vier  Punkte  einer  Reihe 
mit  den  Parametern  Aj,  A2,  A3,  A4  heissen  hiernach  zu  vier  Punkten 
Aj,  A^,  A3,  A4  einer  anderen  Reihe  projectivisch,  wenn  für  die  aus 
ersteren  construirten  Punkte  fi,  v,  ö,  7t  die  aus  Doppelverhältnissen 
zusammengesetzten  Ausdrücke  (14)  und  (15)  dieselben  Werthe  be- 
sitzen, wie  für  die  aus  letzteren  ebenso  construirten  Punkte  M,  N, 
Z,  TT;  vorausgesetzt,  dass  die  Parameter  mit  den  Indices  3,  4  complex, 
die  beiden  anderen  reell  seien.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass  die  Hülfs- 
puukte  ^,  V  nicht  von  A4,  und  <?,  %  nicht  von  Ag  abhängen. 

Auf  den  zuletzt  betrachteten  Fall  lässt  sich  der  allgemeinere, 
wo  auch  Aj  oder  Ag  oder  A^  und  L^  complex  sind,  zurückführen.  Die 
allgemeinste  projectivische  Zuordnung  wird  durch  eine  Gleichung  der 
Form 

(16)  AA  +  (a  +  ia)  A  +  (/3  -f  iß')  A  +  (y  +  i?)  =  0 

vermittelt.  Im  Allgemeinen  entspricht  einem  reellen  Punkte  A  ein 
imaginärer  Punkt  A,  und  umgekehrt.  Sollen  aber  zwei  reelle  Punkte 
einander  zugeordnet  sein,  so  haben  wir  gleichzeitig 

AA  +  «A  + /3A  +  y  =  0,      «'A  + jS'A  +  T'' =  0, 
oder: 

{a  -  a)  V  +  {aß'  -  ßa'  -\- y  -  y')  X  +  (ß' y  -  ßy)  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  wenn  der  Ausdruck 
{aß'-ßa'-^y-y'f-4.{a-a'){ß'y-ßy') 

=  {a'ß  -aß'  -{-y-  y'f  -  4  (^  -  ß')  {a  y  -  ay') 
positiv  ist,  also  z.  B.  immer  für  a  =  0,  a'  =  0  oder  /3  =  0,  /3'  =  0 
oder  7  =  0,  /=0  oder  /3'  =  0,  y' =Q  oder  «'=0,  y'  =  0.  Ist  diese 
Bedingung  erfüllt,  so  kann  man  eine  entsprechende  projectivische  Ver- 
wandtschaft zweier  reellen  Geraden  dadurch  herstellen,  dass  man  zwei 
reelle  Punkte  A^,  A2  den  reellen  Punkten  A^,  A2  zuordnet,  ausserdem 
einen  imaginären  A3  einem  imaginären  A3.  Die  Bedingung  der  Projedivität 
(18)  ^  (A„  X„  A3,  A4)==(A,,  A„  A3,  A4) 

ist  dann  nach  Vorstehendem  geometrisch  gedeutet. 
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Ist  der  Ausdruck  (17)  negativ,  so  kann  man  durch  Einschiebung 
einer  Hülfstransformation  diesen  Fall  auf  den  vorhergehenden  redu- 
ciren.     Es  sei  nämlich  A  =  Li,  so  entsteht  aus  (16): 

IL  +  (a  +  ia)  L  +  (/3'  —  iß)  l  +  {y   -  iy)  =  0; 

es  ist  also  ß  mit  ß\  y  mit  y'  vertauscht;  dann  aber  ändert  der 
negative  Term  im  ersten  Ausdrucke  (17)  sein  Zeichen;  der  Ausdruck 
selbst  wird  also  positiv.  Die  Punktreihe  /l  ist  auf  die  Punktreihe  L 
hiernach  so  bezogen,  dass  gewissen  zwei  reellen  Punkten  l  auch 
zwei  reelle  Punkte  L  entsprechen,  so  dass  die  obige  Definition  der 
Relation  (18)  anwendbar  bleibt;  die  Punktreihe  L  ist  ebenso  auf  A 
bezogen,  denn  den  reellen  Punkten  L==0,  L  =  oo  sind  bez.  die 
reellen  Punkte  A  =  0,  A  ==  oo  entsprechend.  Durch  Vermittlung  der 
eingeschobenen  PunJctreihe  ist  auch  hier  die  projectivische  Besiehung  ge- 
deutet'^'). Dasselbe  Verfahren  bleibt  anwendbar,  wenn  die  Discrimi- 
nante  (17)  gleich  Null  sein  sollte. 

Immer  vorausgesetzt  wurde  hierbei,  dass  es  sich  überhaupt  um 
eine  reelle  Gerade  handelt;  ist  die  Gerade  selbst  imaginär,  so  kann 
von  den  reellen  Hülfspunkten  nicht  gesprochen  werden.  Alsdann 
beziehen  wir  die  Punkte  der  imaginären  Geraden  perspectivisch  auf 
die  Strahlen  eines  reellen  Strahlbüschels  und  durch  diese  auf  die 
Punkte  einer  reellen  Geraden.  Als  Doppelverhältniss  von  vier  Ptmkten 
einer  imaginären  Geraden  sei  das  Doppelverhältniss  von  vier  entsprechenden 
Punkten  einer  zu  ihr  perspectivischen  reellen  Geraden  definirt;  damit  ge- 
winnt die  projectivische  Relation  (18)  wieder  in  jedem  Falle  eine 
reale  Bedeutung**). 

Dass  vorstehende  Betrachtungen  auf  Strahlbüschel  sich  ebenso 
anwenden  lassen,  wie  auf  Punktreihen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 
Wir  haben  damit  dann  die  nöthigen  Hülfsmittel  im  Principe  entwickelt, 
deren  man  bedarf,  um  alle  Resultate  der  ebenen  analytischen  Geo- 
metrie, in  denen  imaginäre  Elemente  vorkommen,  geometrisch  reell 
zu  deuten,  falls  diese  Resultate  projectivischen  Charakters  sind;  ins- 
besondere gilt  dies  für  alle  diejenigen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 


*)  Ganz  analog  wurde  auch  die  reelle  Projectivität  geometrisch  durch  die 
perspectivische  Lage  und  eine  eingeschobene  congruente  Verwandtschaft  (d.  i. 
eine  Bewegung)  definirt  (Bd.  I,  p.  45). 

**)  Bei  V.  Staudt  (und  Lüroth  a.  a.  0.)  wird  die  Projectivität  zweier 
Punktreihen  derartig  abstract  definirt  (Beiträge  Nr.  215),  dass  sofort  jeder  Wurf 
gleich  jedem  zu  ihm  projectivischen  Wurfe  ist  (Nr.  256).  In  Folge  dessen  ge- 
nügt es,  immer  drei  der  vier  Punkte  als  reell  vorauszusetzen,  und  die  vorstehen- 
den Betrachtungen  des  Textes  brauchen  nicht  durchgeführt  zu  werden. 
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und  der  höheren   ebenen   Curven,   denen   wir  vorwiegend   (in  Bd.  I) 
unser  Interesse  zuwandten*). 

Auf  den  Raum  lassen  sich  unsere  Betrachtungen  ohne  Weiteres 
übertragen,  insofern  es  sich  um  Punktreihen  handelt,  die  in  reellen 
Ebenen  liegen,  oder  um  Ebenenbüschel,  deren  Axen  einen  reellen  Punkt 
enthalten;  denn  im  Räume  ist  der  Ebenenbüschel,  nicht  der  Strahl- 
büschel als  das  dualistische  Gegenbild  der  Punktreihe  zu  betrachten. 
Aber  nicht  jeder  imaginären  geraden  Linie  des  Raumes  kommt  die 
Eigenschaft  zu,  durch  einen  reellen  Punkt  zu  gehen  oder  in  einer  reellen 
Ebene  zu  liegen;  hat  sie  aber  diese  Eigenschaft,  so  ist  der  reelle 
Punkt  (als  unabhängig  vom  Vorzeichen  der  imaginären  Einheit)  noth- 
wendig  ihr  Schnittpunkt  mit  der  coujugirt  imaginären  Geraden,  ihre 
reelle  Ebene  gleichzeitig  die  durch  beide  einander  conjugirte  Geraden 
zu  legende  Ebene;  eine  solche  gerade  Linie  ivird  nach  v.  Staudt  als 
imaginäre  Gerade  erster  Art  hemchnet^  mm  Unterschiede  von  der  ima- 
ginären Geraden  ziveiter  Art,  welche  keinen  reellen  PiinM  enthält  und  in 
keiner  reellen  Ebene  liegt. 

Die  Existenz  der  Geraden  zweiter  Art  ergibt  sich  daraus,  dass 
wir  bisher  nur  Figuren  in  einer  reellen  Ebene  betrachteten,  während 
im  Räume  auch  imaginäre  Ebenen  Berücksichtigung  erfordern.  Bringen 
wir  zwei  solche  Ebenen  u  -{-  iv  und  u  -\-  iv'  zum  Schnitte,  so  sind 
die  Coordinaten  der  Schnittlinie 

Qqrs  =  {ur  +  ivr)  (^f/  +  «^/)  —  0'*^  +  i^^  (w/  +  i'Or) 

==  UrUs  —  Usllr  —  VrVs  -j"  VgV,'  -f"  i  {llrVs  —  «s^r'  +  ^rW/  —  VsU,' ) 
\^^)  (11)  (22)      ,       .    /    (12)      I         (21)\ 


*)  Hervorgehoben  sei,  dass  Lüroth  (Math.  Annalen,  Bd.  8)  einen  rein  geo- 
metrischen Beweis  für  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  und  für  das  Bezout'sche 
Theorem  auf  Grund  des  Rechnens  mit  v.  Staudt's  Würfen  gibt,  wodurch  dann 
auch  das  Chasles'sche  Correspondenzprincip  (Bd.  I,  p.  210  und  p.  425)  eine  rein 
geometrische  Begründung  erhält.  —  In  besonderen  Fragen  kann  es  nützlich  sein, 
höhere  Involutionen  (Bd.  I,  p.  207)  zur  gleichzeitigen  Definition  mehrerer  ima- 
ginären Punkte  einzuführen;  so  geschah  es  bei  der  oben  erwähnten  Benutzung 
cyklischer  Punktsysteme  (zweite  Note  zu  ]3. 110),  allgemeiner  von  B.  Klein  (Theorie 
der  trilinear- symmetrischen  Elementargebilde,  Marburg  1881),  H.  Wiener  (Rein 
geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  Formen  durch  Punktgruppen  auf 
der  Geraden,  Darmstadt  1885)  und  E.  Kötter  (Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  vom  Jahre  1887).  Letzterer  gibt  weitere  Anwendungen  der  betreffen- 
den Principien  für  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Curven;  man  findet 
bei  ihm  auch  nähere  Litteraturangaben. 
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Auch  hier  ist  die  Bedingung  27g.^g^^^=0  erfüllt;  setzen  wir  also  A  = 
a,y«3,i  -f  ^13  «42  +  <^u(^2i,   B  =  ßi^ß^  +  /^isAia  +  ßuß^^.i,   •"  =  ^d^ß'-^ 

^     r.i 

d  B 
=  ^fä~  ccrs,  SO  folgt  A  —  B  -f-  /r  =  0,  also 

(20)  ''  A-B  =  0,    r-=o. 

Die  Coordinateu  der  conjugirt  imaginären  Geraden  sind 

g'g  '  =  a    —  iß    . 

s     J.,s  fn  '  r.-i 

Die  Bedingung  dafür,  dass  beide  sich  treffen,  wird: 

(21)  ~  (,(,'2;^,.,.5,;eee2(A  +  B)  =  0; 

sie   ist  in   der  That    im   Allgemeinen    nicht   erfüllt;    sie   ist   es  nur, 
wenn  sowohl  A  =  0  als  8  =  0,  d.  h.  wenn  die  beiden  Complexe 

(22)  9.  =  2;«.^g^^.  =  0  und  ^  =  Zß^^q^.^^^  0 
gleichzeitig  in  specielle  ausarten;  dann  aber  schneiden  sich  die 
Axen  der  beiden  Complexe  wegen  r  =  0,  der  Büschel  g? -f- ftj^  =  0 
besteht  aus  lauter  speciellen  Complexen  (p.  65),  deren  Axen  einen 
ebenen  Strablbüschel  mit  reellem  Scheitel  bilden,  und  letzterem 
Büschel  gehören  insbesondere  die  Axen  q  und  q  an.  Eine  imaginäre 
Gerade  ziveiter  Art  ivird  also  von  ihrer  conjugirt  imaginären  nicht  ge- 
schnitten. Ist  die  Bedingung  (21)  nicht  erfüllt,  so  können  die  reellen 
Complexe  (22)  zur  Definition  der  Geraden  q  und  q  dienen;  letztere 
sind  die  Leitlinien  der  jenen  beiden  Complexen  gemeinsamen  Con- 
gruenz  und  werden  von  allen  Linien  der  Congruenz  getroffen.  Um- 
gekehrt gibt  die  Gesammtheit  der  Congruenzlinien  das  geometrische 
Substrat  für  den  Begriff  zweier  conjugirt  imaginären  Linien  zweiter 
Art,  wie  die  Involution  das  geometrische  Substrat  für  zwei  conjugirt 
imaginäre  Punkte  lieferte.  Es  handelt  sich  weiter  darum,  die  beiden 
Geraden  von  einander  zu  trennen.  Dies  geschieht,  indem  wir  der 
Involution,  welche  durch  die  beiden  zu  einander  (wegen  f  =  0)  in- 
volutorischen  Complexe  (22)  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  der  Con- 
gruenz gegeben  wird  (p.  67),  einen  bestimmten  ,,Sinn"  beilegen. 
Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  nämlich  sind  die  Schnittpunkte 
von  g  mit  den  Linien  q  und  q  '^  eine  Trennung  der  beiden  Doppel- 
punkte durch  Festsetzung  des  Sinnes  der  Involution  bewirkt  also 
auch  eine  Trennung  der  beiden  Geraden.  Welche  Gerade  g  der  Con- 
gruenz gewählt  wird,  ist  gleichgültig,  denn  auf  jeder  muss  die  In- 
volution in  gleichem  Sinne  genommen  werden,  um  eine  und  dieselbe 
Gerade  q  zu  definiren;  in  der  That  könnte  sich  der  Sinn  bei  stetiger 
Veränderung  von  g  nur  ändern,  wenn  dabei  einmal  zwei  der  vier 
zur    Festlegung     der    Involution     nöthigen    Punkte    zusammenfielen; 
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dies  könnte  aber  nur  beim  Durchgange  durch  die  Doppelpunkte  statt- 
finden, ist  also  ausgeschlossen,  da  diese  Doppelpunkte  als  imaginär 
vorausgesetzt  werden.  Ebenso  wie  vom  Sinne  einer  Involution  kann 
man  daher  auch  vom  Sinne  einer  Congruenz  mit  imaginären  Leitlinien 
sprechen.  Statt  der  Punkte  von  g  hätten  wir  auch  die  Ebenen  des 
durch  g  gehenden  Büschels  betrachten  können.  Jeder  Strahl  einer 
Congruenz  erster  Ordnung  und  erster  Klasse  ist  Träger  einer  Invo- 
lution mit  gewissem  Sinne  und  Axe  einer  Ebeneninvolution  mit  ge- 
wissem Sinne;  alle  diese  involutorischen  Punktreihen  sind  zu  allen 
diesen  involutorischen  Ebeneubüscheln  perspectivisch;  oder  jeder  Strahl 
der  Congruenz  ist  Träger  eines  imaginären  Punktes  und  „Axe" 
einer  imaginären  Ebene;  jeder  dieser  imaginären  Punkte  liegt  in 
jeder  dieser  imaginären  Ebenen,  und  dieses  ganze  Gebilde  lieisst  eine 
Gerade  zweiter  Art*). 

Da  nun  eine  solche  als  Schnitt  zweier  imaginären  Ebenen  oder 
als  Verbindungslinie  zweier  imaginären  Punkte  bestimmt  werden  kann, 
muss  auch  die  reelle  Congruenz  erster  Ordnung  und  Klasse  voll- 
kommen bestimmt  sein  durch  zwei  ihrer  Geraden  (g  und  g')  und 
durch  zwei  auf  letzteren  nach  Lage  und  Sinn  gegebene  Involutionen. 
So  entsteht  die  Aufgabe,  die  übrigen  Linien  der  Congruenz  zu  con- 
struiren.  Es  seien  1,  1'  und  2,  2'  zwei  Paare  der  Involution  auf  (/, 
ebenso  I,  I'  und  II,  II'  zwei  solche  Paare  auf  g']  erstere  seien  im 
Sinne  121' 2',  letztere  im  Sinne  IUI' 11'  genommen  (beide  am  Ein- 
fachsten sogleich  in  harmonischer  Darstellung  vorausgesetzt).  Wir 
beziehen  dann  die  Geraden  g  und  g'  projectivisch  auf  einander,  in- 
dem wir  den  Punkten  1,  1',  2  bez.'  die  Punkte  I,  I',  II  zuordnen; 
als  vierte  harmonische  Punkte  entsprechen  sich  dann  auch  2'  und 
II'.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  bestimmen  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse  (p.  35 ff.),  und  zwar  als  deren 
Erzeugende  „erster  Art";  dieselben  sind  durch  die  Punkte,  die  sie  auf 
g  und  g'  ausschneiden,  ebenfalls  involutorisch  gepaart  (so  dass  z.  B. 
die  Linien  l-I,  l'-I'  ein  Paar  bilden),  und  unter  ihnen  sind  ins- 
besondere die  beiden  imaginären  Geraden  zweiter  Art  enthalten, 
welche  durch  die  auf  g  und  g'  gegebenen  Involutionen  bestimmt 
werden.  Die  derselben  Fläche  angehörigen  Erzeugenden  zweiter  Art, 
zu  denen  insbesondere  g  und  g'  gehören,  sind  folglich  Linien  der 
gesuchten  Congruenz.  Nun  war  auf  g'  der  Punkt  I,  welcher  zu  1 
homolog  sein  sollte,  noch  willkürlich  wählbar;  es  können  also 
im    Ganzen    einfach    unendlich    viele    verschiedene    Flächen    zweiter 


*)  Vgl.  Lüroth,  a.  a.  0.  p.  160,  v.  Staudt  a.  a.  0.  Nr.  117  und  für  die 
analytische  Behandlung  Stolz  a.  a.  0. 
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Klasse  in  der  eben  besprochenen  Weise  construirt  werden;  jede  ent- 
hält einfach  unendlich  viele  Erzeugende  zweiter  Art,  und  so  findet 
man  die  zweifach  unendlich  vielen  Geraden  der  gesuchten  Congraenz. 

Umgekehrt  kann  inan  natürlich  auch  die  Gerade  zweiter  Art 
dadurch  definiren,  dass  man  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  die 
reellen  Erzeugenden  der  einen  Art  involutorisch  zu  Paaren  ordnet 
und  ihnen  (d.  h.  der  von  ihnen  auf  irgend  einer  Erzeugenden  der 
andern  Art  ausgeschnittenen  Punktinvolution)  einen  bestimmten  Sinn 
beilegt*).  Die  imaginäre  Gerade  zweiter  Art  gehört  dann  jenem  zu- 
erst benutzten  Erzeugenden-Systeme  an.  Da  die  Bestimmung  einer 
Involution  von  zwei  reellen  Parametern  abhängt,  so  sieht  mau  gleich- 
zeitig, dass  jede  geradlinige,  nicht  Jcegelförmige  I]läche  ziveiter  Ordnung 
zweifach  unendlich  viele  imaginäre  Gerade  ziveiter  Art  zu  Erzeugenden 
hat  (und  zwar  je  doppelt  unendlich  viele  in  jedem  Systeme  von  Er- 
zeugenden). Dagegen  enthält  sie  keine  imaginäre  Gerade  erster  Art; 
denn  sonst  müsste  sie  auch  deren  reellen  Punkt  enthalten,  und  durch 
diesen  gehen  bekanntlich  nur  zwei,  eben  die  betreffenden  beiden 
reellen  Erzeugenden,  Eine  reelle  Fläche  dagegen,  auf  der  es  keine 
geraden  Linien  gibt,  enthält  zwei  Systeme  von  je  einfach  unendlich 
vielen  imaginären  Geraden  erster  Art. 

Es  wird  jetzt  leicht  sein,  die  elementaren,  analytisch  bereits  ge- 
lösten Aufgaben  über  Punkte,  Ebenen  und  gerade  Linien  für  die  Ge- 
raden zweiter  Art  geometrisch  zu  deuten;  hier  mögen  nur  einige 
Beispiele  erwähnt  werden.  Soll  ein  imaginärer  Punkt  auf  einer  Ge- 
raden zweiter  Art  liegen,  so  heisst  dies,  dass  sein  reeller  Träger 
der  betreffenden  Congruenz  angehört,  und  der  zugehörige  Sinn  mit 
dem  Sinne  der  Congruenz  übereinstimmt.  —  Wenn  man  sagt,  dass 
die  Gerade  zweiter  Art  mit  einem  imaginären,  nicht  auf  ihr  liegen- 
den Punkte  eine  Ebene  bestimmt,  so  soll  damit  Folgendes  gemeint 
sein:  Zu  dem  Punkte  gehört  ein  reeller  Träger  und  auf  ihm  eine 
Punktinvolution  nebst  gegebenem  Sinne,  zu  der  Ebene  eine  reelle 
Axe  nebst  mit  einem  Sinne  begabter  Ebeneninvolution;  beide  Invo- 
lutionen sollen  nach  Lage  und  Sinn  perspectivisch  sein;  die  Axe 
deT  Ebeneninvolution  soll  ausserdem  einer  gegebenen  Congruenz  mit 
imaginären  Leitstrahlen  angehöreu,  und  ihr  Sinn  soll  mit  dem  Sinne 
dieser  Congruenz  übereinstimmen.  —  Schneiden  sich  zwei  imaginäre 
Linien  zweiter  Art  in  einem  Punkte,  so  schneiden  sich  natürlich  die 
conjugirt  imaginären  Linien  in  dem  conjugirt  imaginären  Punkte; 
der  gemeinsame  Träger  g  beider  ist  reell.     Nun  sind   mit  jeder   der 


*)  So  thut  es  ursprünglich  v.  St  au  dt  a.  a.  0. 

Clebsch,  Vorlesungen.  11,  1. 


130  Erste  Abtheilung. 

beiden  Geraden  zweiter  Art  zwei  Complexe  (22)  gegeben;  den  vier 
Complexen  sind  im  Allgemeinen  zwei  gerade  Linien  gemeinsam 
(p.  69 f.);  diese  sind  also  im  vorliegenden  Falle  reell,  und  eine  von 
ihnen  ist  eben  g.  Der  analytische  Satz,  dass  zwei  sich  schneidende 
Linien  in  einer  Ebene  liegen,  gilt  auch  für  Gerade  zweiter  Art;  die 
zweite  den  vier  genannten  Complexen  gemeinsame  Gerade  g'  ist 
daher  die  reelle  Schnittlinie  der  beiden  conjugirt  imaginären  Ebenen, 
in  denen  die  betrachteten  Geraden  und  deren  conjugirte  sich  befinden. 
Diese  vier  Geraden  zweiter  Art  bilden  also  ein  windschiefes  Vierseit, 
welches  durch  die  reellen  Linien  g  und  g'  zu  einem  Tetraeder  er- 
gänzt wird.  Das  Schneiden  zweier  imaginärer  Linien  zweiter  Art 
kommt  hiernach  dadurch  zum  Ausdrucke,  dass  die  beiden  Geraden 
g  und  g'  reell  sind,  und  dass  auf  ihnen  durch  beide  Cougruenzen 
dieselben  Involutionen  je  mit  demselben  Sinne  bestimmt  werden. 

Um  schliesslich  das  Doppelverhältniss  von  vier  PiinMen  einer  Ge- 
raden zweiter  Art  zu  definireu,  legen  wir  durch  eine  beliebige  reelle 
Gerade  und  jeden  der  vier  Punkte  eine  (imaginäre)  Ebene;  das  Doppel- 
verhältniss  dieser  vier  Ebenen,  welches  nach  den  Ergebnissen  der 
Analysis  von  der  Wahl  ihrer  gemeinsamen  Axe  nicht  abhängt,  ist 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  von  vier  zu  ihnen  perspectivischen 
Punkten  einer  beliebigen  reellen  Geraden;  die  projectivische  Beziehung 
der  Punkte  einer  imaginären  Geraden  zweiter  Art  zu  irgend  einer 
anderen  Geraden  kann  also  nach  Obigem  (p.  124)  ausgeführt  werden; 
und  dadurch  wird  es  möglich,  auch  alle  früheren  Untersuchungen 
über  Punktreihen  und  Strahlbüschel,  über  die  Erzeugung  von  Flächen 
zweiter  Ordnung  aus  ihnen  u.  s.  w.  auf  den  Fall  von  Geraden  zweiter 
Art  auszudehnen.  Besonders  ausgezeichnet  ist  der  Fall,  wo  die  reellen 
Träger  der  vier  Punkte  einer  solchen  Geraden  ein  und  derselben 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse  angehören;  dann  nämlich  ist  das 
DojypelverliäUniss  der  vier  Punlie  reell  und  zwar  gleich  dem  Doppel- 
verhältnisse derjenigen  vier  reellen  Punkte,  in  welchen  die  vier  reellen 
Träger  von  irgend  einer  Erzeugenden  der  andern  Art  geschnitten  werden. 

Im  Folgenden  werden  wir  uns  in  der  Regel  damit  begnügen, 
von  imaginären  Punkten,  Ebenen  und  Geraden  zu  sprechen,  wie  sie 
gerade  in  der  analytischen  Behandlung  sich  darbieten;  wir  unter- 
lassen es,  in  jedem  Falle  auf  die  betreffende  oft  complicirte  reale 
Bedeutung  zurückzugehen,  wie  sie  sich  nach  v.  Staudt  ergeben  würde. 
Es  ist  aber  ein  grosser  Gewinn,  die  priucipielle  Möglichkeit  einer 
solchen  realen  Deutung  (gemäss  vorstehenden  Entwicklungen)  erkannt 
zu  haben. 


Zweite  Äbtheilung. 
Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 


I.  Poiarentlieorie. 

Die  allgemeinste  Gleichung  zweiten  Grades  in  homogenen  Piinkt- 
coordinaten  ist  die  folgende: 
(1)       a^iX^^  +  «22^2^  +  «33%^  +  %4^/  +  2a.i2a?ia:;2  +  ^ais^^i^ 

~T~   ^^14"^l*^4   "T     '^'^34'^3'^4      \      '^ö^24'^2'^4   "T~   •^'^23'^2'^3  ^^  ^7 

oder,  wie  wir  zur  Abkürzung  schreiben  wollen: 

HZaikXiXk  =  0, 
wobei  au  =  ciik  angenommen  wird.  Sie  enthält  zehn  Coefficienten, 
welche  homogen  vorkommen,  auf  deren  Verhältnisse  es  also  allein 
ankommt.  Man  kann  sie,  und  damit  die  Fläche,  bestimmen,  indem 
man  ihnen  neun  lineare  Bedingungen  auferlegt,  z.  B.  die  neun  Be- 
dingungen, dass  die  dargestellte  Fläche  durch  neun  gegebene  Punkte 
x^^\  x^^^  .  .  .  .  X  gehen  solle.  In  dem  Falle  hat  man  die  neun  Glei- 
chungen: 

2J2JaaX?x''i^  =  0,     EEai^xTxf  =  0, ESüi^x^xf  =  0. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  daher  im  Allgemeinen  durch 
neun  PunTcte  bestimmt. 

Es  können  aber  Ausnahmen  eintreten.  Z.  B.  ist  die  Fläche 
unbestimmt,  wenn  sechs  der  neun  Punkte  auf  einer  ebenen  Curve 
zweiter  Ordnung  liegen;  denn  die  Fläche  enthält  diese  Curve  ganz, 
sobald  sie  fünf  Punkte  derselben  enthält,  da  sie  von  einer  Ebene 
immer  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  geschnitten  wird,  wie  sogleich 
gezeigt  werden  soll;  die  sechste  Bedingung  ist  also  in  diesem  Falle 
eine  Folge  der  fünf  ersten,  so  dass  nur  acht  von  einander  unab- 
hängige Bedingungen  übrig  bleiben,  was  zur  Bestimmung  der  neun 
Constanten  nicht  genügt.  Solche  Ausnahmefälle  sollen  in  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Flächen  näher  besprochen  werden. 

Wir  untersuchen  zuerst  den  Schnitt  der  Fläche  (1)  mit  einer 
Ebene.     Die  letztere   soll   durch   drei   ihrer  Punkte  ?/,  0,  t  (die  nicht 
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in  gerader  Linie  liegen)  gegeben  sein.  Ein  beliebiger  Punkt  x  der 
Ebene  ist  dann  durch  die  Parameter  k^,  'k^,  y,^  festgelegt  (p.  99  ff.), 
wenn 

(2)  QXi  ^-x^yi  4-  ic.^2i  +  x^ti,   für  i  =  1,  2,  3,  4. 
Mit  Hülfe  dieser  Substitution  geht  (1)  über  in: 

(3)  Xj^a^y  +  Xg^a-j  +  a^^att  -j-  27i^'ii^ayz  -\-  2yi^'K^ayt  -\-  2x.^'K^ait  =  0, 
wo: 

ttyy  =  2J2.aa~y,tJk,  ay,  ==  a,,  =  - [-^  z,  +  ^;  ^2  +  ^  h) ,  "•  «•  f- 

Hier  ist  (3)  die  Gleichung  der  Schnittcurve  von  (1)  mit  unserer 
Ebene  in  ebenen  trimetrischen  Punktcoordinaten;  denn  %^,  x^,  x^  sind 
ja  die  Coordinaten  des  Punktes  x,  bezogen  auf  das  von  y,  z,  t  ge- 
bildete Dreieck.  Die  Schnittcurve  ist  also  in  der  Tliat  von  der  zweiten 
Ordnung. 

Besonders  ausgezeichnet  sind  diejenigen  Ebenen,   für  welche  die 
Determinante  der  Gleichung  (3)  verschwindet,  d.  h.  für  welche 


(4) 


^yy 

ayz 

ttyt 

a^y 

a,. 

azt 

üty 

atz 

au 

=  0. 


Genügen  y,  z,  t  dieser  Bedingung,  so  schneidet  ihre  Ebene  u  die 
Fläche  (1)  in  einem  Paare  von  geraden  Linien;  es  gibt  also  auf  einer 
allgemeinen  FläcJie  solche  Systeme  von  geraden  Linien,  wie  ivir  sie 
früher  studirten.  Die  Ebene  selbst  ist  dann  Tangentenebene  der 
Fläche  (p.  39);  der  Doppelpunkt  des  Linienj)aares  ist  der  Be- 
rührungspunkt. Die  Gleichung  (4)  muss  also  auch  aus  der  Gleichung 
der  Fläche  in  Ebenencoordinaten  entstehen,  wenn  man  in  dieser  w,- 
mittelst  der  Gleichungen  (2j*  p.  97  durch  ?/,,  z,-,  ti  ausdrückt.  Diese 
Verhältnisse  lassen  sich  einfacher  behandeln,  wenn  man  von  der  Auf- 
gabe ausgeht,  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Fläche  zu 
bestimmen. 

Irgend   ein  Punkt  x   der   Verbindungslinie   von  y  mit  z  hat  die 
Coordinaten 

(5)  QXi  =  y;  -\-  XZi. 

Um  also  die  Schnittpunkte  der  Linie  y-z  mit  der  Fläche  zu  finden, 
haben  wir  in  (1)  die  Substitution  (5)  zu  machen.  Dies  ergibt  für  A 
die  quadratische  Gleichung 

(6)  P-i-2lQ  +  X'R  =  0, 
wo  zur  Abkürzuno;: 
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F=ayy==  2:2:0  n/ijiy^, 
-R  =  «.-j  =  HEaikZi^K-, 

(7)  Q  =  (i,j,  =  a„j  =  IJZuagi'i/k  =  2:2:aiK-yiZk 

_  1  (dB  dll         .    dll      \ 

+  !/2(«2l^l  +  «22  ^ü  +  «23%  +  «24%) 
+  ^3  («31%  +  «32%  +  «33%  +  «34%) 
+  ^4  («41^1   +   «42%   +   «43%   +  «44%)- 

Wir  heben  hervor,  dass  das  Biklungsgesetz  der  Ausdrücke  P,  Q,  B, 
insbesondere  die  Symmetrie  von  Q  in  Bezug  auf  y  und  0  sich  am 
Einfachsten  durch  Benutzung  einer  symbolischen  Bezeichnung  über- 
sehen lässt.  Man  schreibt  nämlich  das  Product  «/«i  an  Stelle  von 
üik  mit  der  Festsetzung,  dass  nach  Ausführung  der  vorkommenden 
Multiplicationen  schliesslich  wieder  a^-  ==  ciki  für  aittk  =  akat  eingesetzt 
werden  soll.    Dann  ergibt  sich,  wie  die  Ausrechnung  zeigt: 

P  =  («l«/l   +   «2^/2  +  «32/3  +   «4^4)', 

R  =  («1 01  +  a^32  +  «3  %  +  «4  %)^ 

Q   =   («1^1   4-   «2:^2  +  «3!/3   +  «4^4)  («1%   +   «2%  +  «3%  +  «4%); 

oder  wenn  noch  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird: 

(7)*  P  =  «/;     B  =  a?,     g  =  a.ya,. 

Dieser  symbolischen  Bezeichnuugsweise  werden  wir  uns  im  Folgen- 
den noch  mehrfach  bedienen. 

Die  Gleichung  (6)  ist  vom  zweiten  Grade.  JEine  Fläche  sweiter 
Ordnung  wird  also  von  einer  Geraden  in  zwei  FunMen  geschnitten. 

Die  Wurzeln  A,  ^  von  (6)  sind: 

_-^+l/^^^=^PJg  _-  Q-VQ'-PM 

^—  ji  ,      ^—  _ß  5 

also  hat  man  nach  (5)  für  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte: 

(8)  ax,  =  Ry,  -  (^  +  VQ'  -  PR)  01, 

wo  Q  '  R  =  a  gesetzt  ist.  Diese  Gleichungen  sind  nur  scheinbar  un- 
symmetrisch; multiplicirt  man  nämlich  beide  Seiten  mit  Q  ■AzVQ^ —  -^^ 
und  setzt  das  Product  dieses  Factors  in  6  gleich  zR,  so  kommt: 
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(8) *  txi  =  {Q±  yW^^PR)yi  -  B0,.^) 

Die  Schnittpunkte  sind  hiernach 

reell,  wenn   Q^  —  PB  >  0, 

imaginär,  „       Q^  —  PR  <  0,**) 

zusammenfallend,  „  Q'^  —  PP  =  0. 
Die  letztere  Gleichung  gibt  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Linie  y-2 
Tangente  der  Fläche  (1)  sei;  sie  muss  sich  also  so  umformen  lassen, 
dass  statt  der  Coordinaten  y,-,  Zt  nur  die  Coordinaten  Pik  =  yi^k  —  ^iPk 
vorkommen,  und  sie  ist  dann  die  Gleichung  der  Fläche  in  Linien- 
coordinaten.  Ist  P  =  0  und  jR  =  0,  so  liegen  die  Punkte  y,  z 
selbst  auf  der  Fläche;  die  Wurzeln  von  (6)  sind  A'  =  0,  A"  =  oo. 
Bestehen  aber  die  drei  Gleichungen  P=0,  ^  =  0,  R  =  ö,  so  sind 
die  Wurzeln  von  (6)  unbestimmt;  jeder  Punkt  der  Geraden  y,  0  liegt 
auf  der  Fläche.  Es  ergibt  sich  also  wieder,  dass  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  sich  im  Allgemeinen  gerade  Linien  befinden  (p.  132). 
Weiter  kann  man  verlangen,  dass  die  beiden  Schnittpunkte  der 
Linie  y-ß  mit  der  Fläche  und  die  Punkte  y,  0  selbst  ein  Punkt- 
quadrupel von  gegebenem  Doppelverhältnisse  a  bilden  sollen.  In 
unserem  Falle  hat  man 

cc  =  —  oder  cc  =  —' 
Nun  ist: 

Es  bestimmt  sich  also  a  aus  der  quadratischen  Gleichung: 

2        4.Q'-2PB       .    .        ., 
—    i^E —  a  +  1  =  0, 

oder: 

(9)  PP(ß  +  iy  —  AQ'a  =  0. 

Ist  y  ein  beweglicher  und  0  ein  fester,  nicht  auf  der  Fläche  gelegener 
Punkt,  so  ist  dies  die  Gleichung  einer  Fläche  ziveiter  Ordnung;  auf 
ihr  liegen  alle  PunJcte  y,  deren  Verbindungslinie  mit  z  die  Fläche  (1) 
in  zwei  Punkten  trifft^  welche  mit  y  und  0  ein  Qtiadrupel  vom  Doppel- 
verhältnisse a  hilden.  Dasselbe  gilt  wenn  0  beweglich  und  y  fest 
gewählt  wird,  denn  (9)  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Punkte. 
Sollen  die  beiden  Schnittpunkte  y  -\-  Xz  und  y  -\-  fiz  zusammen- 
fallen, so  muss  a  =  1  werden  (Bd.  1,  p.  40).     Die  Bedingung  dafür, 

*)  Man  vermeidet  diese  Unsymmetrie  von  vornherein,  wenn  man  die  Auf- 
lösung   der    quadratischen    Gleichung    in   ihrer  allgemeinsten   Form   zu   Grunde 
legt;  vgl.  Clebsch:  Theorie  der  binären  algebraischen  Formen,  p.  112. 
**)  Ueber  die  Bedeutung  imaginärer  Lösungen  vgl.  oben  p.  104  ff. 
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dass  ein  Punkt  y  auf  einer  von  z  aus  an  die  Fläche  (1)  gezogeneu 
Tangente  liegt,  ist  daher: 

(10)  PR  —  g^  =  0; 

es  stimmt  dies  mit  dem  obigen  Resultate  (p.  134).  Genüo-t  der 
Gleichung  (10)  ein  Punkt  ij,  so  genügt  ihr  auch  jeder  Punkt  seiner 
Verbindungslinie  mit  0;  diese  Gleichung  stellt  daher  einen  Kegel  dar, 
dessen  Spitze  in  2  liegt:  Es  ist  (10)  die  Gleichung  des  „Tangenten- 
Jcegels  von  ^"  d.  i.  des  Ortes  aller  Tangenten,  welche  man  Y.on  2  aus 
au  die  Fläche  (1)  legen  kann;  dieser  Kegel  ist  von  der  zweiten  Ordnung. 

Andere  besondere  Werthe  sind  a  =  0,  a  =  oo  und  a  ==  —  1.  In 
den  ersten  beiden  Fällen  vereinigen  sich  auch  zwei  der  vier  Punkte, 
aber  nicht  die  beiden  Schnittpunkte,  sondern  ein  Schnittpunkt  mit 
dem  Punkte  y,  denn  es  wird  2  =  0  oder  ft  =  0.  In  der  That  folgt 
aus  (9)  für  cc  =  0  oder  a  =  00:  FR  =  0;  und  da  0  nicht  auf  der 
Fläche  liegen  soll,  kann  nur  P=0  sein.  Die  Funkte  y,  ivelche  m 
einem  Doppelverhältnisse  a  =  0  oder  a  =  00  Veranlassung  gehen,  bilden 
daher  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  selbst. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall  a  =  —  1,  wo  die  be- 
treffenden vier  Punkte  zu  einander  harmonisch  liegen,  und  zwar  der 
Art,  dass  die  beiden  Schnittpunkte  zu  y  und  z  conjugirt  sind.  Die 
Gleichung  (9)  wird  in  diesem  Falle  Q^^  =  0,  d.  h.  die  betreffende 
Fläche  zweiter  Ordnung  artet  in  die  doppelt  zählende  Ebene  ^  =  0 
aus.  Die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  z  und  den  Schnittpunkten 
der  durch  z  gehenden  Strahlen  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
bilden  daher  eine  Ebene,  „die  Folarebene  des  Funktes  z".  Ihre  Glei- 
chung in  Veränderlichen  y  ist  nach  (7)  oder  (7)* 

(11)  Q  =  a,a,  =  2J^yiEE^i:^  Zi  =  0. 

Die  Coordinaten  Ui  der  Folarebene  des  Funktes  z  sind  daher: 

\  da 
QU^  =  a^^Xi  +  rt^arrg  +  a^.^x^  +  a^^x^  =  -  —^  cixa^, 

J^  J^  J^  1  s%3. 

QU^  «41^^!   -T  0^42-^2  "T    ^43^8     T"  ^44^4  "^^   2   'dsc"   ^^^4* 

Die  Ebene  ^  =  0  steht  zu  allen  Flächen  des  Systems  (9)  in 
ausgezeichneter  Beziehung.  Zunächst  ist  klar,  dass  sie  alle  durch 
die  Schnittcurve  der  Flächen  F=  0  und  ^  ^  0  hindurchgehen;  über- 
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dies  aber  haben  sie  längs  dieser  gemeinsamen  ebenen  Schnittcurve  einen 
gemeinsamen  Tangentenliegel ,  gegeben  durch  Gleichung  (10).  Bestimmen 
wir  nämlich  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  y-z  mit  irgend  einer 
Fläche  dieser  Schaar,  setzen  wir  also  y  -\-  Xz  in  (10)  an  Stelle  von  y\ 
es  ist  dann  P  zu  ersetzen  durch 

Q  durch  ^  -f~  ''-^5  -^  bleibt  unverändert;  für  X  resultirt  also  die 
quadratische  Gleichung: 

Ii\a  —  XfX'  +  IQllia  -  \fl  +  PE(a  +  1)^  -  4«^^  _  q. 
Dieselbe  hat  zwei  zusammeulalleude  Wurzeln,  wenn 

W{a'  -  1)2 (PP—  g2)  =  0. 
Da  die  ersten  beiden  Factoren  der  linken  Seite  im  Allgemeinen  von 
Null  verschieden  sind,  so  ist  unsere  Behauptung  in  Betreff  des 
Tangentenkegels  PP  —  ^^  =  0  bewiesen.  Eine  Ausnahme  tritt  schein- 
bar ein  für  a  =  +  1,  d.  h.  für  den  Tangentenkegel  selbst  und  für 
die  Doppelebene  ^  =  0;  beide  werden  in  der  That  von  jeder  durch 
z  gellenden  Geraden  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  getroffen, 
so  dass  die  behandelte  Aufgabe  unbestimmt  wird*). 

Vermöge  (12)  ist  jedem  Punkte  x  eine  bestimmte  Ebene  u  als 
Polarebene  zugeordnet;  das  Umgekehrte  gilt  aber  nur,  wenn  die 
Determinante  A  der  Fläche,  d.  i.  der  Ausdruck: 

11  ^12  13  14 

%1  <^22  ^23  %4 

^31  ^^32  %3  ^34 

^41  ^42  ^43  ^44 

von  Null  verschieden  ist.  Letzteres  soll  im  Folgenden  zunächst  vor- 
ausgesetzt werden.  Die  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polarebene 
ist  also  ein  Specialfall  der  allgemeinen  linearen  Verwaudtschaft 
zwischen  Punkten  und  Ebenen**),  von  welcher  wir  beim  Studium 
des  linearen  Complexes  einen  anderen  besonderen  Fall  kennen  lernten 
(p.  54  und  102).  Damals  lag  jeder  Punkt  in  der  ihm  zugeordneten 
Ebene;  das  ist  hier  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall.  Multiplicirt  man 
nämlich  die  Gleichungen  (12)  bez.  mit  x^,  x^,  x^,  x^  und  addirt,  so 
ergibt  sich 
(13)  QUx  =  QÜUiXi  =  ZZaikXiXk  ^  üxx  ^  cix^- 


*)  Auf  solche  riächensysteme,  die  sich  längs  einer  ebenen  Cm've  berühren, 
kommen  wir  bei  Untersuchung  des  Systems  von  zwei  Flächen  zurück. 

**)  Diese  allgemeinen  Verwandtschaften  werden  wir  in  einem  späteren  Ab- 
schnitte des  vorliegenden  Bandes  studiren. 
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Also:  Die  Pole,  ivelche  mit  ihren  Folarehenen  vereinigt  liegen,  hddou 
die  gegebene  Fläche  ziveiter  Ordnung;  und  jeder  Punkt  dieser  Fläche 
ist  ein  solcher  Pol. 

Mit  jener  früheren  Verwandtschaft  hat  die  in  (12)  gegebene  die 
Eigenschaft  völliger  Symmetrie  gemein*).  Da  Q  sich  durch  Ver- 
tauschuug  von  y  mit  z  nicht  ändert  (a,ja,  =  a^üy),  so  gilt  der  Satz: 

Liegt  y  auf  der  Folarehene  von  0,  so  liegt  0  mif  der  Polarehene 
von  y. 

Auch    nachstehende   Sätze   sind   einfache  Folgen  der  Symmetrie: 

Durchläuft  der  Fol  eine  Funktreihe,  so  bilden  die  entsprechenden 
Ebenen  einen  dam  jprojectivischen  Ebenenbüschel  (der  beim  Nullsysteme 
perspectivisch  vrar). 

Jeder  Geraden  ist  so  eine  andere  zugeordnet,  und  diese  Zuordnung 
ist  vertauschhar ;  die  eine  heisst  die  conjugirte  Folare  der  andern. 

Da  A  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde,  lassen  sich  die 
Gleichungen  (12)  auflösen;  ist  a-Q  =  A,  und  sind  Äik  die  Unter- 
determinanten der  Determinante  A,  so  findet  man: 

ax,  =  ^n«!  +  ^„«2  -f  Ji3«3  +  A,^u^, 

Q2)*  <?^2   =  ^21  «1   +  ^22  ««2   +  ^23%   +   ^24  ^'4. 

6X.^  =  As^Ul   +   ^32  W2   +  ^33^3  +  ^34«<4; 

6X4^  =  A^^iii  +  A^.^u^  +  ^43  «3  +  ^44  «4. 

Wie  aus  (12)  vermöge  tf^;  =  0  in  (13)  die  Gleichung  der  Fläche 
gefunden  wurde,  d.  i.  als  Bedingung  dafür,  dass  ein  Punkt  auf  seiner 
Polarebene  liege,  so  ergibt  sich  aus  (12)*  die  Gleichung 

(13)*  2J2JAi,UiUk  =  Ua^  =  0 

als  Bedingung  dafür,  dass  eine  Ebene  u  durch  ihren  Pol  x  gehe, 
eine  Gleichung,  die  also  befriedigt  wird  durch  die  Polarebenen  aller 
Punkte  der  gegebenen  Fläche.  Wir  behaupten:  eine  solche  Folar- 
ehene ist  Tangentenebene  der  Fläche,  der  zugehörige  Fol  ihr  Berührungs- 
punkt. In  der  That,  die  Tangentenebene  des  Punktes  x  wird  ge- 
bildet von  allen  Tangenten,  die  durch  x  gehen;  dieselben  erzeugen 
im  Allgemeinen  einen  Kegel  FB  —  Q^  =  0,  wie  wir  eben  gesehen 
haben;  für  einen  Punkt  x  der  Fläche  aber  ist  P  =  0,  der  Tangenten- 
kegel also  artet  aus  in  die  Doppelebene  Q^  =  0,  d.  i.  in  die  Polar- 
ebene von  X,  w.  z.  b.  w. 


*)  Einzelne  Sätze  der  Polarentheorie  sind  von  Monge,  Livet  und 
Brianchon  gegeben,  die  allgemeinen  Begriffe  ausgebildet  von  Encontre, 
de  Stainville,  Servois,  Gergonne,  Poncelet;  vgl.  Chasles'  Apercu  histo- 
rique,  p.  232  ff.  und  Note  XXVII. 
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Die  Gleichung  (13)*  stellt  daher  dieselbe  Fläche  in  Ehenencoordi- 
naten  dar,  ivelche  durch  (13)  in  Punktcoordinaten  gegeben  war.  In 
Üebereinstimmung  mit  Früherem  (p.  39  ff.)  sind  beide  Gleichungen 
vom  zweiten  Grade. 

Die  Gleichung  (13)*  erhält  man  in  einer  andern  bemerkens- 
werthen  Form,  wenn  man  aus  (12)  und  aus  u^  =  0  die  Grössen 
p,  x^,  X2,  Xq,  x^  eliminirt;  so  ergibt  sich: 


(i3y 


«21 

«22 

«23 

%1 

«32 

«33 

«41 

«42 

«43 

% 

U2 

W3 

Mo 


0 


0.*) 


Man  überzeugt  sich  mittelst  Ausrechnung,  dass  diese  Determinante 
sich  nur  durch  das  Vorzeichen  von  der  linken  Seite  der  Gleichung 
(13)*  unterscheidet. 

Betrachten    wir  noch    das   Beispiel   der  Kugel.     Ihre  Gleichung 

ist  (p.  4) 

{x  -  af  +  (2/  —  hf  +  (^  —  cf  ==  r\ 

wenn  a,  b,  c  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes  sind,  und  r  die  Länge 

ihres   Radius   angibt.     Zu   einem  Pole  x,  y,  z  findet  man  nach  (12) 

die  Polarebene  u,  v,  iv  mittelst  der  Gleichungen 

QU  ==  X  —  a,     Qv  =^  y  —  b,     qw  =  8  —  c, 

Q  =  —  ax  —  by  —  C2  -\-  a^  -\-  b^  -\-  c^  —  r^, 
ferner : 

—  a 

—  b 

—  c 

^2  _j_  J2  _j_  ^2  ^ 

Die  Determinante  ist  also  jedenfalls  von  Null  verschieden.  Die  Auf- 
lösung der  linearen  Gleichungen  liefert: 

X  =  QU  -\-  a,     y  =  Qv  -\-  b,     0  =  qw  -\-  c, 


Ä  = 


1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

a 

-b 

—  c 

oder: 


^(1  +  a«  -f"  ^^  +  ^*^)  =  —  ^^ 


X  = 


aU 


U 


y  = 


bU 


u 


0  = 


cU  —  r^w 


*)  Diese  Determinante  muss  mit  der  in  (4)  auftretenden  bis  auf  einen 
Factor  identisch  sein,  wenn  man  die  Coordinaten  der  Ebene  ersetzt  durcb  die 
Coordinaten  dreier  in  ihr  liegenden  Punkte  y,  z,  t.  Mit  Hülfe  der  symbolischen 
Methoden  lässt  sich  die  betreffende  Rechnung  sehr  einfach  durchführen. 
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wenn  U  :i2  ati  -{-  hv  -\-  cw  -{-  1  =  0 

die  Gleichung  des  Mittelpunktes  der  Kugel  ist.  Die  Gleichung  der 
Kugel  in  Ebenencoordinaten  wird  durch  Bildung  der  Bedingung 
ux  -\-  vy  -{-  WZ  -\-  1  =  0  erhalten,  sie  ist  daher: 

Dies  Resultat  stimmt  mit  Früherem  überein  (p.  26  f.). 

Wie  das  Polardreieck  für  die  Kegelschnitte,  so  ist  das  so- 
genannte Polartetraeder  für  die  Flächen  zweiter  Ordnung  von  be- 
sonderer Wichtigkeit.  Ein  solches  wird  gebildet  von  vier  Punkten, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jeder  von  ihnen  Pol  der  gegen- 
überliegenden (d.  i.  durch  die  drei  anderen  Punkte  zu  legenden)  Ebene 
ist.  Um  ein  Polartetraeder  zu  construiren,  kann  man  eine  Ecke, 
nennen  wir  sie  Ä,  willkürlich  wählen;  dadurch  ist  die  gegenüber- 
liegende Ebene  A  als  Polarebene  von  Ä  bestimmt:  es  darf  aber  Ä 
nicht  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen,  denn  sonst  ginge  A 
durch  Ä  hindurch,  und  es  wäre  kein  eigentliches  Tetraeder  möglich. 
In  A  können  wir  eine  zweite  Ecke  B  willkürlich  annehmen  (aber 
ebenfalls  nicht  auf  der  Fläche);  deren  Polarebene  B  geht  dann  durch  Ä. 
Letztere  wird  von  A  in  einer  Geraden  geschnitten;  auf  ihr  nehmen 
wir  die  dritte  Ecke  C  beliebig  an  (aber  nicht  auf  der  Fläche);  die 
Polarebene  f  derselben  geht  dann  sowohl  durch  Ä  als  durch  B  und 
bestimmt  durch  ihren  Schnittpunkt  mit  den  beiden  Ebenen  A,  B  eine 
vierte  Ecke  D,  von  der  leicht  ersichtlich  ist,  dass  ihre  Polarebene  A 
durch  Ä,  B  und  C  gehen  muss.  Da  die  drei  Coordinaten  von  Ä  ganz 
willkürlich  waren,  B  noch  von  zwei  Parametern  (als  in  einer  ge- 
gebenen Ebene  liegend),  C  noch  von  einem  abhängt  (als  auf  einer 
gegebenen  Geraden  liegend),  so  enthält  das  Tetraeder  im  Ganzen 
3  +  2  -|-  1  =  6  Parameter:  Es  gibt  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Fläche 
zweiter  Ordnung  secJisfach  unendlich  viele  Polartetraeder.  Wie  die  Ecken 
und  Seiten  eines  solchen  sich  mittelst  der  Verwandtschaft  (12)  ent- 
sprechen, so  auch  paarweise  die  sechs  Kanten:  Jede  Kante  eines 
Polartetraeders  ist  die  conjugirte  Polare  der  ihr  gegenüberliegenden  Kante 
(d.  i.  derjenigen,  von  welcher  sie  nicht  getroffen  wird). 

Es  empfiehlt  sich  nun,  ein  solches  Polartetraeder  als  Coordinaten- 
tetraeder  einzuführen,  denn  dadurch  wird  die  Gleichung  der  Fläche 
besonders  vereinfacht.  Nach  Obigem  ist  allgemein  aya^  =  0,  wenn  y 
die  Coordinaten  von  A,  z  die  von  B  sind;  werden  diese  Punkte  als 
Ecken  des  Coordinatentetraeders  gewählt,  so  kann  man  setzen: 

z,=ö,     z,  =  l,     z^  =  0,     ^4  =  0; 
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es  folgt  also  a.jg  =  0.  Durch  Benutzung  von  C  und  D  weist  man 
ebenso  nach,  dass  a^g  =  0,  a^^  =  0,  a^^  =  0,  «24  =  0?  %4  ==  0 
sein  muss. 

Die  Gleichung  der  Fläche,  belogen  auf  ein  Polartetraeder  als  Coordi- 
natentetraeder,  ist  demnach  von  der  Form: 

(14)  a^x-^^  +  «2^2^  +  %^'3^  +  «4^/  =  0  ,*) 

Umgekehrt  stellt  jede  solche  Gleichung  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
vor,  in  Bezug  auf  welche  das  Coordinatentetraeder  ein  Polartetraeder 
ist.  Durch  Variation  der  Constanten  a^,  «2>  ^3)  ^4  erhält  man  also 
diu  Flächen  siveiter  Ordnung,  die  in  dieser  Weise  m  einem  gegebenen 
Tetraeder  gehören;  es  sind  dreifach  unendlich  viele. 

Zu  beachten  ist,  dass  keine  der  Grössen  a  für  eine  allgemeine 
Fläche  gleich  Null  werden  kann,  denn  andernfalls  würde  die  De- 
terminante A  (=  tt^a.^cc^a^  verschwinden.  Die  Gleichungen  (12)  werden 
für  die   „Imnonische  Form"  (14)  der  Flächengleichung: 

QUi^  =  a^Xj^,      pwy  =  «2^27      Q'^h  =  ^3^3?      Q^k  =  «4^4- 
Die  Bedingung  ti^  =  0  lässt  daher  die  Ebenencoordinatengleichung  der 
Fläche  (14)  in  der  Form  erscheinen: 

(14)*  "1^   I    ^-Z   I    ^3^   [    ^4^  ^^  Q 

'  ttj         '         «2  «3  0;^ 

Sie  enthält  ebenfalls  nur  die  Quadrate  der  Variabein,  wie  es 
der  sich  selbst  duale  Charakter  des  Polartetraeders  erwarten  Hess. 

IL   Tangenten  und  Erzeugende  der  Fläche. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben,  in  welcher  Weise  die  geraden 
Linien  des  Raumes  durch  die  Polarentheorie  auf  einander  bezogen 
sind:  bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  von  zwei  conjugirten  Polaren, 
so  dreht  sich  seine  Polarebene  um  die  andere.  Diese  Beziehungen 
sind  nun  weiter  zu  verfolgen  und  mit  Hülfe  der  Liniencoordinaten 
darzustellen. 

Um  die  betreffenden  Rechnungen  übersichtlicher  zu  gestalten, 
ist  es  praktisch,  sich  der  schon  gelegentlich  eingeführten  symbolischen 
Bezeichungsweise  zu  bedienen.     Setzt  man,  wie  in  (13), 

f(x)  ^  ZUaikXiXk  =  {a^x^  -\-  a^x.^  +  a^x.^  +  a^x^y  =  aj, 
so  gehen  die  Gleichungen  (12)  offenbar  über  in 
(1)  QUi  =  aiüx     für  i  =  1,  2,  3,  4. 


*)  Die  Transformation  einer  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten ist  von  Gauss  angegeben  (Disquisitiones  arithmeticae,  art.  271,  Leipzig 
1801,  Werke  Bd.  1),   näher  durchgeführt  von  Jacobi,   Crelle's  Journal  Bd.  53. 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  141 

In    gleicher    Weise    ist    einem    Punkte  y    eine    Ebene  v    zugeordnet 

mittelst  der  Beziehungen 

(1)*  6Vi  =  aitty     für  i  =  1,  2,  3,  4. 

Es  seien  nun 

die  Coordinaten  der  Linie  x-y  und 

diejenigen  der  conjugirten  Polaren  (Schnittlinie  der  Ebenen  u  und  v). 

Dann  ist 

vq.'  =  a.a   •  a,a  — a,a  -  a.a  . 

In  dieser  Form  haben  die  rechten  Seiten  aber  keinen  Sinn.  Sucht 
man  nämlich  den  Coefficienten  von  x^y^,  so  wird  derselbe 

a.a,  •  a,a,  —  a.a,  ■  a.a,: 

i     h         kl  k    h  i     V 

man  kann  hier  das  Produet  ajob^a^a^  entweder  durch  a^^a^^  ersetzen 
oder    durch  a.,a,,   oder  durch  a..a,,\   es  ist  also  nicht  möglich,   den- 

ik    hl  il    Kh  I  o  J 

jenigen  wirklichen  Ausdruck  ohne  Weiteres  anzugeben,  welcher  durch 
den  symbolischen  dargestellt  werden  soll.  Gleichwohl  wissen  wir 
aus  der  Art  der  Entstehung,  dass 

ili     kl  kli     il 

der  einzig  richtige  Werth  ist;  es  müssen  nämlich  diejenigen  Symbole 
zusammengelassen  werden,  welche  in  einem  der  vier  Factoren 

a.a  ,     a.a  ,     a.a  ,     a.a 

IX'  k    y'  k    X'  i    y 

ursprünglich  zusammen  vorkommen.  In  diesem  Falle  und  in  allen 
analogen  vermeidet  man  derartige  Unbestimmtheiten,  indem  man  die 
Symbole,  welche  nicht  vereinigt  werden  dürfen,  durch  verschiedene 
Buchstaben  unterscheidet,  indem  mau  also  auf  der  rechten  Seite  von 
q.^  den  Ausdruck  b^b^  an  Stelle  von  a^a  und  &^&^  an  Stelle  von 
a,  a    schreibt,  mit  der  Festsetzung,  dass  auch 

k    X  '  O' 

2JUa.^x.x^  =  (b^Xj^  +  h^2  +  h^3  +  K^aY  =^  h^ 
sein  soll*).    So  entsteht  die  Relation: 

vq.'  =  a.a  b,b   —  a.a  b,b 

/■f)\  -^ik  i    X    k    y  t    y    k    X 

=  a.b.fa  b   —  b  a\, 

I    k\    X    y  X    yj^ 

oder,  wenn  man  die  Producte  ausrechnet  und  wieder  zusammenzieht, 


*)  Vgl.  Bd.  I  p.  188  ff. 
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hl\  )  hl 

Diese  Gleichungen  entstehen  aus  (12)  wie  bei  der  Coordiuatentrans- 
formation  (p.  92  f.)  die  Gleichungen  (47)  aus  (45);  sie  sind  auch 
leicht  in  analoger  Weise  abzuleiten. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  oder  (2)*  ergibt  sich  die  Gleichung 
unserer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Liniencoordinaten  p^.^,  d.  h.  die 
Bedinö"ung  dafür,  dass  die  Fläche  von  der  Linie  'p  berührt  werde 
(p.  41)  in  ähnlicher  Weise  wie  ihre  Gleichung  in  Ebenencoordinaten 
aus  (12)  abgeleitet  wurde.  Zu  dem  Zwecke  brauchen  wir  nur  die 
Bedingung  dafür  aufzustellen,  dass  eine  gerade  Linie  von  ihrer  con- 
jugirten  geschnitten  wird.  Dies  tritt  in  der  That  immer  und  nur  ein,  wenn 
die  Gerade  eine  Tangente  der  FläcJie  ist.  Die  Polarebene  des  gemein- 
samen Punktes  nämlich  muss  dann  durch  beide  conjugirte  Polaren, 
also  durch  den  Pol  hindurchgehen;  sie  ist  somit  im  Pole  Tangenten- 
ebene der  Fläche.     Die  Umkehrung  ist  ebenso  leicht  zu  beweisen. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Linie  p  von  ihrer  conjugirten 
o-eschnitten  werde,  oder  die  Gleichung  unserer  Fläche  siveiter  Ordnung 
in  Liniencoordinaten  ist  daher: 

(3)  vi:Zq'.^p.,  =  E2: ia^M^^  -  «,,«,;) P,,i),,  =  0. 

i,k   h,l  \  I 

In  symbolischer  Form  findet  man  zunächst  aus  (2): 

Da  aber  die  Symbole  «/a^.,  &i&i  nur  verschiedene  Bezeichnungen  der 
wirklichen  Zahlen  a^  sind,  so  ist  die  linke  Seite  auch  gleich 

also  auch  gleich  der  halben  Summe  beider  Ausdrücke: 

Eine  dritte  Form  der  Liniencoordinatengleiclmng  ergibt  sich,  wenn 
man  die  Coordinaten  der  Tangente  durch  zwei  Ebenen  {u  und  v) 
bestimmt,  deren  Schnittlinie  die  Tangente  ist.  In  dem  Büschel 
(jcM  -f-  Iv)  giebt  es  dann  nämlich  eine  Ebene,  welche  Tangenten- 
ebene der  Fläche  ist,  deren  Coordinaten  also,  wenn  x  den  Berührungs- 
punkt bezeichnet,  den  Bedingungen  genügen: 
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ttaXt  -\-  ai2X2  -\-  ttisXa  -\-  a^Xi  =  kH/  -f-  ^Vj     für    i  =  1,2,  3,  4; 
u^Xi  +  n^x^  +  u._^Xs  +  ii^x^  =  0, 

^1^1   +^2^2     +^3^3     +V,ia;4  =  0. 

Durch  Elimination  der  Xi  ergibt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass  sich 
zwei  Ebenen  u,  v  in  einer  Tangente  der  Fläche  schneiden,  in  der  Form: 

ßli  <Zi9  fliq  ttiA  Ui  Vi 


(4) 


Ö!y 


a.,. 


«0. 


*41 


*'43 


•'1 
0 

0 


=  0 


Setzt  man  p.^  =  u^v^^,  —  v^u^^  (vgl.  p.  87),  so  ist  die  links 
stehende  Determinante  genau  identisch  mit  der  linken  Seite  von  (3). 

Auch  die  Liniencoordinatengleichimg  enthalt  nur  die  Quadrate  der 
Variabein,  wenn  man  ein  Polartetraeder  zu  Grunde  legt.  In  der  That 
ist  dann 

di  Xi    ~j~  ccc)  Xi)     I    cco  Xo    "y"  cct  Xi   —  yj 

die  ursprüngliche  Gleichung  der  Fläche;  die  Beziehungen  zwischen 
Pol  und  Polarebene  werden  durch 

QUi  =  CCiXi 

gegeben.     Die  Gleichungen  (2)*  werden  daher  hier: 

und  die  aus  ihnen  wie  oben  abgeleitete  Flächengleichung  wird: 

(6)       ai«2Ä2^+«l«32^13^  +  «l«4Ä/+«o'^4P3/+«4«2P42^+«2%i'23^=0. 

In  welcher  Form  man  auch  die  Liniencoordinatengleichung  be- 
nutzen möge,  niemals  ist  sie  formal  vollkommen  bestimmt;  vielmehr 
kann  man  stets  die  linke  Seite  der  Identität,  d.  h.  den  Ausdruck 

-P  =  1^12^4  +  i>13Ä2  +  i'l4i'23  ; 

multiplicirt  in  eine  willkürlich  bleibende  Constante,  additiv  hinzu- 
fügen, ohne  die  Bedeutung  der  Gleichung  zu  ändern:  eine  Bemerkung, 
welche  man  ebenso  bei  allen  Complexen  zweiten  Grades  wiederholen 
kann. 

Die  Gleichungen  (5)  ordnen  einer  jeden  Geraden  p  ihre  conju- 
girte  Polare  q'  zu.  Diese  Zuordnung  wurde  als  eine  wechselseitige 
erkannt  und  ergibt  sich  als  solche  direct  durch  Auflösung  der 
genannten  Gleichungen.  Macht  mau  nämlich  v  =  «^  «2  %  «^  •  (? ,  so 
kommt: 
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oder  da  p.^  zu  g^„^,  g./  zu  |7^„;  proportional  ist, 

(Pf  M^k  =  ''i'^kPil- 

Unter  Benutzung  eines  solchen  speciellen  Coordinatensystems 
ist  es  aucli  leicht,  die  Erzeugenden  der  Fläche  analytisch  zu  'bestimmen. 
Eine  Erzeugende  hat  die  Eigenschaft,  vermöge  der  Gleichungen  (5) 
sich  selbst  zugeordnet  zu  sein,  denn  in  jeder  Tangentenebene  bestimmten 
sich  die  beiden  Erzeugenden  als  Doppelstrahlen  der  Involution,  welche 
durch  je  zwei  einander  conjugirte  Tangenten  gebildet  wird  (p.  142). 
Dass  es  in  der  That  sich  selbst  entsprechende  Gerade  gibt,  liegt 
an  der  besondern  Natur  der  Gleichungen  (5);  die  letzteren  lauten, 
wenn  die  Linien  p  und  p'  zusammenfallen: 

QPZ4.  =  «1  «2  Pl2  ?         Qlhi  =  «3  «-1  Ihi , 
9Pi2  =  «1  ^S  Ihz  ,  91h3  =  «4 «2  Pi2  , 

Qlhz  =  f^l  «4^14  ,  QPu'^  «2  «3i^23  • 

Aus  je  zwei  neben  einander  stehenden  Gleichungen  ergibt  sich 


Q     =  «1«2«3 


Nach  Elimination  von  q  bleiben  daher  nur  drei  von  einander  unab- 
hängige Gleichungen,  etwa  die  folgenden: 

^sPuPlS  ^^^  ^2Ä22'42; 
^4^34^4  ^^  ^2^2^23? 
«11^12^4  ==«3  1^23  ^^34; 

sie  stellen  drei  besondere  Complexe  zweiten  Grades  dar,  denen  die  Er- 
zeugenden der  Fläche  angehören,  und  deren  interessante  Eigenschaften 
wir  später  näher  studiren  werden*). 

Setzt  man  den  gefundenen  Werth  ()  =  +  Y a^a.^a^a^  ein,  so  er- 
geben sich  sechs  lineare  Complexe: 

Pi4.  y^3^4  =   +  1^12  V^%  , 

(7)  ^42  Vcc^cc^  =  +  Pn  V^l  ^3  , 

P23  y«2«3  =  :JZPU  y«l  «4  • 

Je  zwei  Complexe,  deren  Gleichungen  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen unterscheiden,  enthalten  zusammen  alle  Erzeugenden  der 
Fläche.  Der  Wahl  des  Vorzeichens  von  q  entspricht  also  die  ZerfäUung 
der  Erzeugenden   in   die   leiden   Schaaren,    deren  Vorhandensein    uns 

*)  Vgl.  unten  den  Abschnitt  über  allgemeine  reciproke  Verwandtschaften. 
Die  dort  näher  definirte  Singnlavitätenfläche  zerfällt  z.  B.  für  den  ersten  Com- 
plex  in  die  vier  durch  aj^  ic^  («2  ^'2 '  +  ß'3^'3')  =  0  dargestellten  Ebenen. 
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bereits  bekannt  ist.  Man  muss  natürlich  in  allen  drei  Gleichungen 
gleichzeitig  entweder  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  wählen;  in 
jedem  Falle  erhält  man  drei  lineare  Complexe,  deren  gemeinsame 
Linien  eben  die  Erzeugenden  der  einen  oder  der  anderen  Art  sind. 
Dass  in  der  That  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  drei  lineare 
Complexe  bestimmt  wird,  haben  wir  früher  gesehen  (p.  68). 

In  Folge  der  Gleichungen  (7)  hängt  die  Realität  der  Erzeugenden 
scheinbar  von  den  Vorzeichen  der  Producte  der  reellen  Zahlen  a^, 
«2,  «3,  «4  zu  je  zweien  ab;  in  Wirklichkeit  kommt  es  aber  nur  auf 
die  Realität  von  q  an.  Auszuscheiden  ist  allein  der  Fall,  wo  alle  «; 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  denn  dann  ist  zwar  q  reell,  die  Fläche 
2J<XiXi^  =  0  besitzt  aber  überhaupt  keinen  reellen  Punkt. 

Die  reellen  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  nicht  verschivindender 
Determinante  verfallen  daher  in  zwei  Klassen: 

1)  Flächen  mit  unendlich  vielen  reellen  Er  zeugenden-^  zwei  der 
Grössen  a,-  sind  positiv,  die  beiden  anderen  sind  negativ. 

2)  Flächen  mit  imaginären  Erzeugenden;  drei  der  Grössen  ai  haben 
unter  sich  gleiches  Zeichen,  die  vierte  hat  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen. 

Die  Realität  der  Erzeugenden  muss  unabhängig  sein  von  der 
Wahl  des  zur  Coordinatenbestimmuug  dienenden  Folartetraeders;  es 
ergibt  sich  hieraus  das  sogenannte  „Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen",  welches  dahin  lautet,  dass  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel 
in  der  Reihe  der  Coefficienten  ai  immer  dieselbe  ist,  wie  man  auch 
die  Transformation  auf  ein  reelles  Polartetraeder  ausführen  mag*). 

Es  soll  noch  die  Aufgabe  behandelt  werden:  die  beiden  Erzeugen- 
den zu  finden,  ivelche  durch  einen  gegebenen  Funkt  y  der  Fläche  gehen; 
und  zwar  mögen  zwei  verschiedene  Ausätze  zur  Lösung  betrachtet 
werden. 

Es  bezeichne  z  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welcher  nicht  in  der  Tangentenebene  von  y  liegt;  dann  sind 
die  Gleichungen  der  Tangentenebenen  von  y  und  z: 

Q,jx  ^  UUaayiOCj,  =  0 ,     Qzx^  ESttikZiXk  =  0 , 
und  die  unendlich  vielen  Flächen 
(8)  flx)  +  lQy,Q,,  =  0 

schneiden  sich  sämmtlich  in  den  vier  Erzeugenden,  welche  paarweise 
durch    die  Punkte   y   und   z  hindurchgehen.     Es   ist   auch   leicht   zu 


*)  Vgl.  Sylvester:  Philosophical  Magazine  1852  und  1853,  ferner  Jacobi 
und  Her  mite,  Crelle's  Journal  Bd.  53. 

C  leb  seh,  Vorlesungen.   II,  1.  10 
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sehen,  dass  alle  möglichen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  ge- 
nannten vier  Geraden  enthalten,  durch  die  Gleichung  (8)  dargestellt 
werden,  und  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  eine  Fläche 
des  Systems  hindurchgeht.  Für  einen  besondern  Werth  von  A  stellt 
daher  (8)  das  Ebenenpaar  dar,  dessen  Axe  mit  der  Linie  y-z  zu- 
sammenfällt, und  dessen  einzelne  Ebenen  je  zwei  der  vier  Erzeugen- 
den enthalten,  Dass  in  der  That  ein  solches  Ebenenpaar  existirt, 
ist  klar,  da  durch  jeden  Punkt  eine  Erzeugende  jeder  Art  geht,  und 
somit  die  Erzeugende  der  einen  Art,  welche  durch  y  geht,  noth- 
wendig  die  Erzeugende  der  andern  Art  trifft,  welche  durch  z  geht. 
Die  vier  Erzeugenden  können  daher  aufgefasst  werden  als  Seiten  eines 
ivindscliiefen  Vierecks  oder  als  die  vier  Kanten  eines  Tetraeders,  dessen 
heide  fehlenden  Kanten  durch  die  Linie  y-0  und  durch  deren  conjiigirte 
Polare  geliefert  werden. 

Um  dies  Ebenenpaar  zu  finden,  hat  man  X  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Fläche  (8)  durch  einen  beliebigen  Punkt  t  der  Linie  y-z  hindurch- 
geht (wobei  also   ti  ==  fiyi  -}-  vZi)'^    die  Gleichung   des  Ebeuenpaares 

i^T    ri  R  n  f^i* 

Den  links  stehenden  Ausdruck  hat  man  noch  in  seine  beiden  linearen 
Factoren  Vx  und  Wx  zu  zerfallen  nach  einer  Methode,  die  im  nächsten 
Abschnitte  erörtert  werden  wird;  die  gesuchten  beiden  Erzeugenden 
ergeben  sich  schliesslich  als  Schnittlinien  der  Ebene  Qyx  =  0  mit 
den  beiden  Ebenen  Vx  =  0  und  tVx  =  0. 

Auf  ein  Problem  der  ebenen  Geometrie  wird  die  gestellte  Auf- 
gabe direct  zurückgeführt,  wenn  man  in  folgender  Weise  verfährt. 
Es  seien  z,  t  zwei  Punkte  in  der  Ebene  Qyx  =  0,  und  man  setze 

Xi  =  nyi  +  IZi  -f-  iiti] 
dann   ist    ein   Punkt  x   dieser    Ebene    bestimmt   durch    seine    ebenen 
homogenen  Punktcoordinaten  k,    X,   ^   (vgl.   p.  99 f.);    die   Gleichung 
f{x)  =  0  geht  über  in 

Qyy^'  +  Q^d'  +  Qu^'  +  2Qy,KX  +  2Q.d^  +  2Quj^K  =  0, 

d.  h.  in  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  in  x,  X,  ft,  welche 
in  der  Ebene  Qyx  =  0  die  beiden  gesuchten  Erzeugenden  darstellt. 
Es  erübrigt  nur  noch,  die  linke  Seite  der  Gleichung  in  ihre  beiden 
linearen  Factoren  zu  zerfallen,  was  in  bekannter  Weise  geschehen 
kann  (Bd.  I,  p.  104). 

Durch  die  Gleichung  (8)  war  uns  ein  System  von  Flächen  dar- 
gestellt, deren  gemeinsame  Schnittcurve  aus  vier  Kanten  eines  Te- 
traeders   bestand.      Legt    man    dieses    Tetraeder    einer    Coordinaten- 
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bestimmung  zu  Grunde,  so  ist  leicht  zu  sehen,  class  sieh  alle  Flächen 
(8)  in  die  Form  bringen  lassen 

(9)  n,^,-{-(i^^,i,  =  o, 

von  welcher  wir  noch  wiederholt  Gebrauch  machen  werden.  Die 
gemeinsamen  Erzeugenden  sind  bestimmt  durch  die  Paare  von  Glei- 
chungen: 

während  die  Kanten  ^^  =  0,  I4  =  0  und  I2  =  0;  ^3  =  0  ein  Paar 
von  coujugirten  Polaren  liefern*).  Man  erkennt  hieraus  sofort  die 
Richtigkeit  der  folgenden  Sätze: 

Wenn  man  die  Schnittpunkte  zweier  conjugirten  Polaren  mit  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  unter  einander  verbindet,  so  entstehen  vier  Er- 
zeugende der  Fläche,  welche  auf  ihr  ein  windschiefes   Vierseit  hilden. 

Schneidet  eine  Gerade  die  Fläche  in  den  PtinJcten  A,  B  und  wird 
die  Fläche  von  der  conjugirten  Geraden  in  C,  D  getroffen,  so  ist 
ACD  die  Tangentenebene  von  A,  BCD  die  von  B,  ABC  die  von  C 
und  ABB  diejenige  von  B. 

Auf  einer  Fläche  mit  reellen  Erzeugenden  ist  hiernach  die  Con- 
struction  der  Geraden,  welche  zu  einer  gegebenen  Geraden  conjugirt 
ist,  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Erzeugenden  auszuführen. 

III.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  verschwindender  Determinante. 

In  unserer  allgemeinen  Polarentheorie  mussten  wir  die  mit  A 
bezeichnete  Determinante  der  Fläche  als  von  Null  verschieden  vor- 
aussetzen (p.  136).     Wir  nehmen  nunmehr  an,  dass  die  Bedingung 


(1)  A  = 


a^i  ^12  ^13  ^hi 

^21  ^22  ^23  ^'24 

'^31  %2  %3  %4 

^iX  ^42  ^^43  ^44 


=  0 


*)  Die  Gleichungsform  (9)  lässt  sofort  wieder  die  Erzeugung  der  Fläche  als 
Ort  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  in  projectivischen  Büscheln  (p.  35  ff.) 
erkennen;  sie  ist  auch  zur  Ableitung  mancher  anderen  Sätze  besonders  brauchbar. 
Plücker  gibt  dafür  zahlreiche  Beispiele  in  seinem  System  der  Geometrie  des 
Raumes,  p.  99  ff.  (Düsseldorf  1846),  insbesondere  auch  zur  Ableitung  einer  Aus- 
dehnung des  Pascal' sehen  Satzes  auf  den  Raum.  Andere  derartige  Analoga 
zum  Pascal' sehen  Satze  sind  von  Steiner  (Gergonne's  Annales  de  mathema- 
tiques,  tome  19,  Ges.  Werke,  Bd.  1),  Bobillier  und  Chasles  gefunden  (vgl. 
des  letztern  Aper9u  historique,  Note  XXXII)  und  neuerdings  von  F.  Klein 
(1873),  vgl.  Math.  Annalen  Bd.  22. 

10* 
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erfüllt  sei,  dass  aber  die  ersten  Unterdeterminanten  von  Ä  nicht  sämmt- 
licli  gleich  Null  seien.  Die  entsprechende  Bedingung  für  die  Kegel- 
schnitte genügte,  um  die  betreffende  Curve  in  zwei  gerade  Linien 
zu  zerspalten.  Etwas  Aehnliches  wird  im  Räume  noch  nicht  sofort 
möglich;  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  jetzt  nur  mit  einem  singu- 
lären  Punkte  behaftet.  In  Folge  der  gemachten  Voraussetzung  gibt 
es  vier  Grössen  l,,  welche  den  vier  Gleichungen 

(2)  anii  +  «/2I2  +  ai^lz  +  a.-dli  =  0  (für  i=\,  2,  3,  4) 
genügen.  Man  findet  so  einen  singidären  Punkt  ^,  dessen  Polarehene 
vollkommen  unbestimmt  ist,  und  dessen  Coordinäten  den  ersten  Unter- 
determinanten von  A  proportional  sind.  Dieser  Punkt  liegt  auf  der 
Polarebene  eines  jeden  beliebigen  Punktes  x,  denn  es  ist  nach  (2) 
identisch: 

(3)  Qc^  =  2:  («all  +  a/äis  +  «/sIs  +  «/ili)  «/  =  0 ; 

er  liegt  auch  auf  der  Fläche,  denn  die  Multiplication  von  (2)  mit  |j 
und  die  Summation  über  i  ergeben  /"(!)  =0.  Ist  y]  ein  beliebiger 
anderer  Punkt  der  Fläche,  so  wird  hiernach  auch 

f{l  +  in)^f(^)  +  ^^Qin  +  ^'t\'n)  =  0 

für  jeden  Werth  von  /l;  d.  h.  verbindet  man  |  mit  einem  beliebigen 
Punkte  der  Fläche,  so  liegt  diese  ganze  Verbindungslinie  in  der  Fläche, 
oder: 

Unsere  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  ein  Kegel  und  der  singulare 
PunJct  I  ist  die  Spitse  desselben. 

Umgekehrt  muss  für  jeden  Kegel  zweiter  Ordnung  mit  der  Spitze 
I  die  Gleichung  (3)  identisch  erfüllt  sein,  da  die  Tangentenebene  der 
Spitze  vollständig  unbestimmt  ist;  es  bestehen  also  die  Gleichungen 
(2),  und  folglich  verschwindet  auch  für  jeden  Kegel  ziveiter  Ordnung  die 
Determinante  (1). 

Die  allgemeine  Polarentheorie  erleidet  hier  dadurch  Modificationen, 
dass  nach  (3)  nur  solche  Ebenen  als  Polarebenen  eines  ßaumpnnktes 
aufgefasst  werden  können,  welche  durch  den  Punkt  |  gehen.  Den 
dreifach  unendlich  vielen  Polen  entsprechen  daher  nur  die  zweifach 
unendlich  vielen  Polarebenen  eines  Bündels;  jeder  solchen  Ebene 
sind  umgekehrt  unendlich  viele  Pole  zugeordnet,  und  diese  befinden 
sich  auf  einer  durch  die  Spitze  gehenden  Geraden,  „der  zur  Ebene 
conjiigirten  Polaren",  denn  die  Gleichung  Qj;,,  ==  0  wird  nach  (3)  nicht 
geändert,  wenn  man  y  durch  y  -\-  l^  ersetzt. 

Einer  beliebigen  geraden  Linie  entspricht  hiernach  als  conjugirte 
Polare  ein  Strahl  durch  die  Spitze.  Den  vierfach  unendlich  vielen 
Geraden  entsprechen  also  nur  zweifach  unendlich  viele  Strahlen  eines 
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Bündels-,  jedem  Strahle  des  letzteren  sind  umgekehrt  doppelt  unend- 
lich viele  Polaren  zugeordnet;  diese  bilden  offenbar  dasjenige  Strahlen- 
feld, dessen  Ebene  die  Spitze  enthält,  und  zu  welcher  der  betrachtete 
Strahl  nach  der  soeben  eingeführten  Bezeichnung  conjugirte  Polare  ist. 
Nach  den  allgemeinen  Gesetzen  der  Dualität  stehen  sich  Kegel 
und  Kegelschnitt  dualistisch  gegenüber  (vgl.  p.  21  u.  25);  es  ist  daher 
nicht  nöthig,  die  Eigenschaften  des  Kegels  selbstständig  zu  entwickeln, 
man  kann  sie  vielmehr  aus  der  Kegelschnitttheorie  entnehmen,  wenn 
man  nur  den  Kegelschnitt  nicht  nur  in  seiner  Ebene,  sondern  auch 
in  seiner  Beziehung  zum  umgebenden  Räume  ins  Auge  fasst.  Es 
wird  genügen,   hier  einige  solche  Sätze  einander  gegenüberzustellen. 


Sucht  man  in  der  Ebene  auf 
jedem  durch  einen  Punkt  y  gehen- 
den Strahle  den  vierten  harmoni- 
schen Punkt  B  zu  y  und  zu  seinen 
beiden  Schnittpunkten  mit  dem 
Kegelschnitte,  so  bilden  alle  Punkte 
ä  eine  gerade  Punktreihe:  die  Polare 
des  Poles  y. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  auf  einer 
Geraden,  so  dreht  sich  seine  Polare 
um  den  Pol  dieser  Geraden. 

Die  Polare  eines  Punktes  des 
Kegelschnittes  ist  seine  Tangente. 


Es    gibt   in    der   Ebene 


des 


Kegelschnittes  dreifach  unendlich 
viele  Polardreiecke,  d.  h.  solche 
Dreiecke,  bei  denen  jede  Ecke  der 
Pol  der  gegenüber  liegenden  Seite 
ist. 

Die  Gleichung  des  in  der 
Ebene  x^  =  0  gelegenen  Kegel- 
schnittes, bezogen  auf  ein  Tetraeder, 
von  dem  drei  Kanten  ein  solches 
Polardreieck  bilden,  ist  in  Punkt- 
coordinaten  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 


Sucht  man  für  jeden  Strahl, 
welcher  durch  die  Spitze  des  Kegels 
geht  und  in  einer  gegebenen  Ebene 
V  liegt,  die  vierte  harmonische 
Ebene  w  z\x  v  und  den  beiden 
Tangentenebenen  des  Kegels, 
welche  den  Strahl  enthalten,  so 
schneiden  sich  alle  Ebenen  iv  in 
einer  Geraden:  der  Polaren  von  v. 

Dreht  sich  eine  Ebene  um 
einen  durch  die  Spitze  gehenden 
Strahl,  so  beschreibt  ihre  Polare 
einen  Strahlbüschel,  dessen  Ebene 
zu  dem  ersten  Strahle  conjugirt  ist. 

Die  Polare  einer  Tangenten- 
ebene des  Kegels  ist  die  in  ihr 
liegende  Erzeugende, 

Durch  die  Spitze  des  Kegels 
gehen  dreifach  unendlich  viele 
Tripel  von  Strahlen  (je  eine  drei- 
seitige Ecke  bildend),  von  denen 
jeder  die  Polare  der  durch  die  beiden 
anderen  bestimmten  Ebene  ist. 

Die  Gleichung  eines  Kegels, 
bezogen  auf  ein  Tetraeder,  von 
dem  die  drei  durch  die  Spitze  u^  =  0 
gehenden  Kanten  ein  solches  Tripel 
bilden,  ist  in  Ebenencoordinaten 
durch     die      beiden     Gleichungen 
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«1 X-^  -\-  «2^2^  +  ^3^3'"^  =  0,  X^  =  0 
gegeben,  in  Ebenencoordinaten 
(p.  27)  durch  die  eine  Gleichung: 

in  räumlichen  Liniencoordinaten 
durch  (p.  42  u.  143): 

Soll  der  hier  vorkommende  Kegel  auf  dem  in  der  Ebene  x^  =  0 
angenommenen  Kegelschnitte  stehen,  so  hat  man  /3^  =  0:20:3,  ß.y  =  a^cc^, 
ß.^  ==  «^«2  ^^  setzen. 


gegeben,  in  Punktcoordinaten  durch 
die  eine  Gleichung: 

in     räumlichen    Liniencoordinaten 
durch : 

ßlß2lh2'  +  ß^ßsP^s'  +  ßsßlP,x'  =  0. 


Jedem  Punkte  der  Kegel- 
schnittebene entsprechen  alle 
Ebenen  eines  Büschels  als  Polar- 
ebenen; die  Axe  des  Büschels  ist 
die  Polare  des  Punktes  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt.  Die  Polar- 
ebene irgend  eines  andern  Punktes 
ist  mit  der  Kegelschnittebene 
identisch. 

Jeder  Linie  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  entsprechen  als  con- 
jugirte  Polaren  alle  Strahlen  eines 
Bündels,  dessen  Scheitel  in  dem 
Pole  der  gegebenen  Linie  liegt. 
Die  coDJugirte  Polare  irgend  einer 
andern  Geraden  ist  identisch  mit 
der  Polare  des  Punktes,  in  welchem 
sie  die  Kegelschnittebene  durch- 
stösst. 

Schon  aus  den  Bemerkungen,  die  soeben  an  ein  specielles  Coor- 
dinatensystem  geknüpft  wurden,  ist  ersichtlich^  dass  die  Liniencoor- 
dinatengleicliung  heim  Kegel  ihre  volle  Bedeutung  behält,  dass  dies  aber 
nicht  bei  der  Ebenencoordinatengleichung  der  Fall  ist.  In  der  That 
haben  wir  bereits  gesehen  (p.  148),  dass 


Jeder  Ebene  durch  die  Kegel- 
spitze entsprechen  alle  Punkte  einer 
geraden  Linie  als  Pole;  diese  Ge- 
rade ist  die  Polare  der  Ebene  in 
Bezug  auf  den  Kegel.  Der  Pol 
irgend  einer  andern  Ebene  ist  mit 
der  Kegelspitze  identisch. 


Jeder  Linie  durch  die  Spitze 
des  Kegels  entsprechen  als  conju- 
girte  Polaren  alle  Strahlen  einer 
Ebene,  nämlich  der  Polarebene  der 
gegebenen  Linie.  Die  conjugirte 
Polare  irgend  einer  andern  Ge- 
raden findet  man  als  Polare  der- 
jenigen Ebene,  welche  durch  sie 
und  die  Kegelspitze  hindurchgeht. 


^1  :  I.  :  ^3 


=  ^21 

=  -^31 


A2 
A2 
^32 
-4. ig 


■^13 
^23 
-^33 
■^43 


Ä 


24 


A 


44' 


Man  kann  also  setzen: 
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(4)  Qiik  =  Äik, 

und  somit  ivird  die  mit  Ebenencoordinaten  geränderte  Determinante,  „die 
adjungirte  quadratische  Form'',  gleich  einem  vollständigen  Quadrate: 

(5)  HHAii^UiUk  =  Q  («1^1  +  «2I2  +  «';5^y  +  ^Uiif- 

In  der  That  wird  der  Kegel  auch  von  jeder  Ebene  berührt  (d.  h. 
in  einem  Linienpaare  geschnitten),  welche  die  Spitze  |  enthält;  Be- 
rührung im  eigentlichen  Sinne  tritt  freilich  nur  bei  einfach  unend- 
lich vielen  dieser  Ebenen  ein,  und  dann  sogleich  in  allen  Punkten 
einer  Erzeugenden. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  dass  nicht  nur  die  Determinante  A  ver- 
schwinde, sondern  dass  auch  ihre  ersten  Unterdeterminanten  (nicht  aber 
die  zweiten)  sämmtlich  gleich  Null  seien. 

In  diesem  Falle  werden  die  Gleichungen  (2)  von  unendlich  vielen 
Punkten  |  befriedigt;  dieselben  bilden  eine  Gerade,  denn  genügen  |' 
und  I"  jenen  Gleichungen,  so  gibt  |'  -f-  /l|'  wiederum  eine  Lösung 
derselben  Gleichungen.  Ist  y  irgend  ein  anderer  Punkt  der  Fläche, 
so  liegt  (wie  im  vorher  untersuchten  Falle)  auch  jeder  Punkt  der 
Verbindungslinie  y-^  auf  der  Fläche;  die  von  den  Punkten  y,  |',  |" 
bestimmte  Ebene  bildet  also  einen  Theil  der  vorgelegten  Fläche 
zweiter  Ordnung;  letztere  muss  ausserdem  eine  andere  Ebene  ent- 
halten, welche  ebenfalls  durch  die  Linie  |'-|"  geht.  Unsere  Fläche 
zerfällt  also  in  zwei  Ebenen. 

Um  die  beiden  einzelnen  Ebenen  zu  bestimmen,  wird  man  die 
Fläche  mit  einer  beliebigen  Geraden  in  bekannter  Weise  (p.  133) 
zum  Schnitte  bringen;  jeder  Schnittpunkt  gibt  dann  zusammen  mit 
zwei  Punkten  |',  |",  welche  aus  (2)  direct  gefunden  werden,  eine 
der  beiden  Ebenen. 

Die  sechs  Coordinaten  der  Linie  |'-|"  ergeben  sich  auch  leicht 
direct,  wenn  man  beachtet,  dass  die  linJce  Seite  der  Liniencoordinaten- 
gleichung  jetzt  das  vollständige  Quadrat  eines  linearen  Ausdrucks  ist, 
welch'  letzterer,  gleich  Null  gesetzt,  eben  die  Gleichung  der  Linie  |'  - 1" 
in  Liniencoordinaten  gibt.  Sind  nämlich  u,-,  Vi  bez.  die  Coordinaten 
der  beiden  Ebenen,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

2aik  =  UiVk  +  UkVi, 
und  folglich: 

aiäaik  —  ai,i,au  =  {uiVk  —  ihVz)  (^ihv,,  —  n^Vi) 
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wenn  man  mit  g,/  in  bekannter  Weise   (p.   87)   die  Coordinaten   der 
Schnittlinie  der  Ebenen  u,  v  bezeichnet.     Es  wird  somit 

(7)  ^^K^«^^  —  ^k'^i^PkiPik  =  -  (:^^/>a-)%  q-  e-  tl- 

In  der  That  kann  jetzt  unsere  Fläche  nur  dann  von  einer  Ge- 
raden j)  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  geschnitten  werden, 
wenn  letztere  zu  den  Treffgeraden  der  Linie  q^  gehört;  und  dieses  wird 
durch  das  Verschwinden  der  rechten  Seite  ausgesagt  (p.   101). 

In  einem  Linienpaare  wird  das  Ebeneupaar  jetzt  von  ^eder  Ebene 
geschnitten;  dem  entsprechend  verschwinden  der  Annahme  nach  alle 
Coefficienten  der  Ebenencoordinatengleichung. 

Wie  sich  die  Folarentheorie  für  das  Ebenenpaar  specialisirt,  ist 
leicht  zu  übersehen;  wir  stellen  daher  die  betreffenden  Sätze  hier 
nur  kurz  zusammen. 

Die  Polarebene  jedes  beliebigen  Punktes  geht  durch  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  des  Paares,  „die  Doppellinie  der  Fläche", 
hindurch;  sie  ist  die  vierte  harmonische  zu  den  beiden  Ebenen  des 
Paares  und  der  Ebene,  welche  durch  den  Pol  und  die  Doppellinie 
bestimmt  wird.  Liegt  der  Pol  in  der  Fläche,  so  fällt  seine  Polar- 
ebene mit  der  betreffenden  Ebene  des  Paares  zusammen;  ein  Punkt 
der  Doppellinie  kann  als  Pol  jeder  beliebigen  Ebene  aufgefasst 
werden. 

Eine  beliebige  Ebene  hat  einfach  unendlich  viele  Pole,  nämlich 
alle  Punkte  der  Doppellinie;  eine  Ebene  aber,  welche  durch  letztere 
gelegt  ist,  hat  doppelt  unendlich  viele  Punkte  zu  Polen,  nämlich  alle 
Punkte  der  zu  ihr  und  dem  Ebenenpaare  vierten  harmonischen  Ebene. 

Die  conjugirte  Polare  einer  beliebigen  Geraden  fällt  mit  der 
Poppellinie  zusammen;  einer  Linie  jedoch,  welche  von  der  Doppel- 
linie getroffen  wird,  entsprechen  ausserdem  einfach  unendlich  viele 
conjugirte  Polaren,  nämlich  alle  Strahlen  eines  Büschels,  dessen 
Centrum  auf  der  betrachteten  Geraden  liegt  und  dessen  Ebene  die 
vierte  harmonische  ist  zu  dem  Ebenenpaare  und  derjenigen  Ebene, 
in  welcher  sich  Gerade  und  Doppellinie  befinden.  Liegt  die  Gerade 
ganz  in  einer  Ebene  des  Paares,  so  kommen  ihr  zweifach  unendlich 
viele  conjugirte  Polaren  zu,  nämlich  alle  Linien,  welche  sich  in  der- 
selben Ebene  befinden. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ergibt  sich  sofort,  dass  die  Gleichung 
des  Ehenenpaares  immer  auf  die  Form 

gebracht  werden  Icann,   wo   dann   die  Ebenen  |^  =  0,   l^  =  0   sich  in 
der  Doppellinie  schneiden  und  zu  dem  Paare  harmonisch  liegen. 
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Die  Zerspaltung  der  Fläche  in  die  heiden  einzelnen  Ebenen  kann 
auch  auf  folgende   Weise  geschehen : 

Die    von    uns    aufzulösenden  Gleichungen  (6)    werden    identisch 
erfüllt,  wenn  man  setzt 

UiVi  =  au, 

(8)  UiVk  =  ttik  —  Qik, 

UkVi  =  üik  +  Qik  =  ttki  —  Qki, 

wobei  also  Qki  =  —  Qik]  die  Zahl  der  Gleichungen  ist  dadurch  um 
sechs  vermehrt,  und  es  sind  ebenso  viele  neue  Unbekannte  Qik  ein- 
geführt worden.  Aus  (8)  folgt,  indem  man  das  Product  UiVkUkVi  auf 
doppelte  Weise  bildet: 

UiViUkVk  =  auakk  =  aik  —  Qik^, 


(9)  Qik  =  Vüik^  —  auakk  =  ]/—  Äik,  ik, 

wobei  Ä,,  .,  =a,.a,,  —  a,,a,.   eine   zweite  Unterdeterminante  von  A 

hl,  ik  hl     kl  hk     li 

bedeutet;  nach  (7)  sind  also  die  Qik  proportional  zu  den  Goordinaten 
der  Doppellinie;  und  es  tritt  so  die  Analogie  dieser  Zerlegungs- 
methode mit  der  entsprechenden  beim  ebenen  Linienpaare  hervor 
(Bd.  I,  p.  104). 

Die  Berechnung  der  Qik  erfordert  nur  das  Ausziehen  einer  einzigen 
Quadratwurzel;  denn  ist  z.  B.  q^^^  bekannt,  so  findet  man  alle  anderen 
nach  (7)  mittelst  der  Relationen 

—  Qhi9ik  =  ^hi'^ik  —  ''hk'^u^ 

Die  hier  einzuführende  Irrationalität  ist  dieselbe,  welche  bei  der 
zuerst  angegebenen  (p.  151)  Zerlegungsart  auftritt.  Zur  Bestimmung 
der  Schnittpunkte  einer  Linie  mit  der  Fläche  dient  nämlich  nach 
p.  133  die  Quadratwurzel  aus  dem  Ausdrucke 

dessen  Verschwinden  aussagt,  dass  die  Linie  y-8  Tangente  der  Fläche 
sei,  welcher  also  identisch  ist  (bis  auf  einen  Factor)  mit  der  linken 
Seite  der  Flächengleichung  in  Liniencoordinaten  p.^  =  y.Zj^  —  Z-ij,^. 
In  der  That  ist  identisch 

Q  2  _  Q    Q     _  2J2Ä.,,,p.,p„. 

^yj  ^l/y^^z  .,     ,,       ik^hl^ikJ^hl 

i,k    h,l 

Die  rechte  Seite  ist  nach  (7)  ein  vollständiges  Quadrat,  und  somit 
wieder  nur  eine  Wurzel  auszuziehen,  etwa  y Aik^ik,  q-  e«  d. 
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Verschwinden  auch  sämmtliche  zweiten  Unterdeterminanten  von  A, 
so  wird  nach  (8)  tmd  (9)  Ui  =  V/,  d.  h.  die  Fläche  zweiter  Ordnung 
hesteht  aus  einer  Doppelebene.  Durch  passende  Wahl  einer  Coordi- 
natenebene  kann  man  ihre  Gleichung  offenbar  in  die  Form  |^^  =  0 
bringen. 

Damit  die  Grössen  (9)  gleich  Null  werden,  genügt  es  zwar,  dass 
die  sechs  Determinanten  Aik,rs  verschwinden,  bei  denen  i  =  r^h  =^  s 
ist;  schon  dann  ist  eine  Doppelebene  vorhanden;  bei  einer  solchen 
aber  ist  die  Doppellinie  unbestimmt,  es  muss  also  der  Ausdruck  (7) 
identisch  verschwinden,  d.  h.  es  sind  auch  alle  übrigen  zweireihigen 
Unterdeterminanten  Null.  Solcher  gibt  es  im  Ganzen  fünfzehn,  und 
man  kann  im  Allgemeinen  sechs  von  ihnen  beliebig  auswählen,  deren 
Verschwinden  alsdann  auch  das  Nullwerden  der  übrigen  neun  be- 
diügt*),  wie  dies  die  Determinantentheorie  lehrt.  In  besonderen 
Fällen  kann  es  eintreten,  dass  sechs  solche  Gleichungen  ein  Werth- 
system  aik  gestatten,  welches  den  übrigen  nicht  genügt,  und  deshalb 
empfiehlt  es  sich,  das  Nullwerden  sämmtlicher  fünfzehn  ünterdetermi- 
nanten  als  Bedingung  für  eine  Doppelebene  zu  fordern.  Diese  Forderung 
ist  immer  nur  sechs  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  äquivalent. 
In  der  That  hängt  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  von  neun, 
eine  Doppelebene  nur  von  drei  willkürlichen  Constanten  ab. 

Ebenso  ist  das  Verschivinden  aller  zehn  ersten  ünterdeterminanten 
nur  mit  drei  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  äquivalent;  denn 
ein  Ebenenpaar  enthält  sechs  willkürliche  Bestimmungsstücke.  Aus 
denselben  Gründen  wie  bei  der  Doppelebene  verlangt  man  die  Er- 
füllung von  mehr  Gleichungen,  als  im  Allgemeinen  nothwendig  sind. 

Es  bliebe  endlich  der  Fall  zu  erwähnen,  in  welchem  alle  dritten 
ünterdeterminanten  der  Determinante  A,  d.  h.  alle  Coefficienten  anc  selbst, 
verschwinden.  Alsdann  ist  keine  Fläche  dargestellt;  jeder  Punkt  des 
Raumes  genügt  der  Gleichung  HHancXiX],  =  0. 

IV,  Beziehungeii  zur  unendlich  fernen  Ebene.  —  Conjugirte  Durchmesser. 

In  der  ebenen  Geometrie  dient  die  Lage  der  Kegelschnitte  zur 
unendlich  fernen  Geraden  dazu,  sie  nach  ihrer  Gestalt  zu  unter- 
scheiden und  in  Ellipsen,  Hyperbeln,  Parabeln  einzutheilen.  Wenn  da- 
bei das  unendlich  ferne  Punktepaar  des  Kegelschnittes  bestimmend 
auftrat,    so   leistet  Entsprechendes   der   unendlich   ferne   Kegelschnitt 


*)  Vgl.   die  Kronecker'schen    Sätze    in  Baltzer's  Determinantentbeorie 
p.  42  der  dritten  Auflage;  vgl.  auch  Bd.  I,  p.  389,  691,  695,  703. 
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(d.  h.  Schnitt  der  Flüche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene,  vgl.  p.  88) 
für  die  Flächen  zweiter  Ordnung.  Nur  ist  dieser  Kegelschnitt  nicht 
allein  für  die  Gestalt  entscheidend;  denn  wir  sahen,  dass  die  reellen 
Flächen  zweiter  Ordnung  sich  eintheilen  in  solche  mit  reellen  und 
solche  mit  imaginären  Erzeugenden.  Ein  imaginärer  unendlich  ferner 
Kegelschnitt  zeigt  entweder  eine  ganz  imaginäre  Fläche  an  oder 
eine  reelle,  ganz  im  Endlichen  gelegene  Fläche  ohne  reelle  Gerade 
(entsprechend  dem  Vorkommnisse  in  der  Ebene);  ein  reeller  unend- 
lich ferner  Kegelschnitt  lässt  auf  die  Ausdehnung  der  Fläche  ins 
Unendliche  schliessen,  entscheidet  aber  noch  nicht  darüber,  ob  diese 
Fläche  geradlinig  ist  oder  nicht. 

Neben  der  Realität  des  Schnittes  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
ist  zu  berücksichtigen,  ob  dieser  Schnitt  ein  wirklicher  oder  ein  zer- 
fallender Kegelschnitt  ist.  In  letzterem  Falle  wird  die  Fläche  von 
der  unendlich  fernen  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  berührt,  und 
man  hat  zu  untersuchen,  ob  das  nun  auftretende  Linienpaar  reell 
oder  imaginär  ist.  Ersteres  bedingt  eine  Fläche  mit  lauter  reellen, 
letzteres  eine  solche  mit  lauter  imaginären  Erzeugenden*). 

Die  Flächen  mit  verschwindender  Determinante  gestatten  eine 
analoge  Betrachtung.     Sie  können  reell  oder  imaginär  sein  fje  nach 


dem  Vorzeichen  der  Coefficienten  in  der  Gleichung  a^x-^  -f-  «2^2^ 
~h  ^3^3^  =  0);  die  Spitze  ist  immer  reell.  Ein  reeller  Kegel  enthält 
reelle  Erzeugende,  sein  unendlich  ferner  Kegelschnitt  ist  also  reell 
und  umgekehrt;  derselbe  zerfällt  nur  dann  in  ein  Linienpaar,  wenn  die 
Spitze  selbst  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegt.  Einen  Kegel  mit 
unendlich  weiter  Spitze  nennt  man  einen  Cylinder.  Der  Schnitt  eines 
solchen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  kann  ein  reelles  oder  ein 
imaginäres  Linienpaar  sein,  oder  endlich  eine  Doppellinie;  denn 
eine  durch  die  Kegelspitze  gelegte  Ebene  kann  den  Kegel  entweder 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Erzeugenden  schneiden,  oder 
sie  berührt  den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden. 

Bei  einem  reellen  Ebenenpaare  endlich  besteht  der  Schnitt  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene  aus  einem  reellen  Linienpaare;  insbe- 
sondere kann  letzteres  in  eine  Doppellinie  ausarten,  in  welchem  Falle 
die  beiden  Ebenen  des  Paares  einander  parallel  sind.  Auch  kann 
die  unendlich  ferne  Ebene  (^=0)  selbst  dem  Paare  angehören;  die 
Gleichung  der  Fläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  dann  von 
der  Form 


*)  Die  Eintheilung  der  Flächen  2.  Grades  nach  ihren  Beziehungen  zur  unend- 
lich fernen  Ebene  gab  Poncelet  (1822,  Traite  des  proprietes  projectives, 
Nr.  591  ff.). 
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t  {ax  -\-  h\j  -\-  C2  -^  dt)  =-  Q , 

sie  ist  also,  da  in  der  Regel  ^=1  genommen  wird,  linear;  dieser 
Fall  soll  deshalb  im  Folgenden  nicht  weiter  berücksichtigt  werden. 
Die  Resultate  unserer  Ueberlegung  stellen  wir  in  folgender 
Tabelle  zusammen,  und  belegen  die  einzelnen  reellen  Flächen  sogleich 
mit  den  üblichen,  sich  meist  von  selbst  erklärenden  Namen. 

I.  Flächen  mit  nicht  zerfallendem  unendlich  fernen 
Kegelschnitte. 

A.  Flächen  mit  imaginärem   unendlich   fernen  Kegelschnitte. 

1)  Imaginäre  Fläche  (ohne  irgend  einen  reellen  Punkt). 

2)  Ellipsoid,  reelle,  ganz  im  Endlichen  gelegene  Fläche. 

3)  Imaginärer  Kegel  mit  reeller,  im  Endlichen  gelegener  Spitze. 

B.  Flächen  mit  reellem  unendlich  fernen  Kegelschnitte. 

4)  Hyperboloid  erster  Art  (einschaliges  Hyperboloid),  reell  und 
geradlinig. 

5)  Hyperboloid  ztveiter   Art    (zweischaliges   Hyperboloid),    reell 
und  nicht  geradlinig. 

6)  Reeller  Kegel  mit  im  Endlichen  gelegener  Spitze. 

IL  Flächen  mit  zerfallendem  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitte. 

A.  Flächen  mit  imaginärem  unendlich  fernen  Linienpaare. 

7)  Elliptisches  Pardboloid,  nicht   geradlinig,  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  in  einem  reellen  Punkte  berührt. 

8)  Elliptischer  Cylinder  (insbesondere  gerader  Kreiscylinder). 

9)  Imaginäres  Ehenenpaar  mit  reeller,   im  Endlichen  gelegener 
Doppellinie. 

B.  Flächen  mit  reellem  unendlich  fernen  Linienpaare. 

10)  Hyperbolisches  Pardbaloid,  geradlinig,  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  berührt. 

11)  Hyperbolischer  Cylinder  (gebildet  von  allen  einer  bestimmten 
Richtung  parallelen  Geraden,  welche  eine  gegebene  ebene 
Hyperbel  treflfen). 

12)  Reelles  Ebenenpaar,  dessen  Axe  (Doppellinie)  im  Endlichen  liegt. 

C.  Flächen  mit  unendlich  ferner  Doppellinie. 

13)  Parabolischer  Cylinder  (gebildet  von  allen  einer  Richtung 
parallelen  Strahlen,  welche  eine  ebene  Parabel  treffen). 
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14)  Zwei  reelle,  einander  parallele  Ebenen. 

15)  Zwei   conjiigirt  imaginäre  Ebenen,    deren  reelle  Schnittlinie 
unendlich  weit  liegt. 

16)  Eine  Doppelebene. 

Die  den  Flächen  beigelegten  Namen  erinnern  an  die  charak- 
teristischen ebenen  Schnitte,  welche  auf  ihnen  möglich  sind.  Jeder 
reelle  ebene  Schnitt  des  Ellipsoids  ist  eine  Ellipse,  da  dasselbe  keinen 
unendlich  fernen  Punkt  besitzt;  die  Ellipse  zieht  sich  auf  einen  Punkt 
zusammen  (artet  in  ein  Paar  conjugirt  imaginärer  Geraden  aus),  falls 
die  schneidende  Ebene  zu  den  Tangentenebenen  gehört. 

Bei  den  Hyperboloiden  können  alle  drei  Kegelschnitte  vorkommen. 
Trifft  die  unendlich  ferne  Gerade  der  schneidenden  Ebene  den  unend- 
lich fernen  Kegelschnitt  der  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten,  so  ist 
die  Schnittcurve  eine  Hyperbel;  trifft  jene  unendlich  ferne  Gerade  die 
Fläche  in  zwei  imaginären  Punkten,  so  entsteht  als  Schnittcurve  eine 
Ellipse;  berührt  sie  endlich  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  der 
Fläche,  so  haben  wir  eine  Parabel.  Beim  Hyperboloide  erster  Art 
endlich  kann  der  ebene  Schnitt  auch  in  ein  Linienpaar  ausarten; 
dasselbe  besteht  insbesondere  aus  zwei  parallelen  Linien,  wenn  die 
Ebene  durch  eine  Tangeute  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  der 
Fläche  hindurchgeht;  beim  Hyperboloide  zweiter  Art  gibt  es  solche 
Linienpaare  nicht. 

Ebenso  treten  bei  dem  unter  6)  genannten  Kegel  die  drei  Arten 
von  ebenen  Schnitten  auf,  wie  aus  den  Elementen  bekannt  ist,  auch 
das  Linienpaar,  falls  die  Ebene  durch  die  Spitze  geht;  letzteres  artet 
in  eine  Doppellinie  aus  für  eine  Taugentenebene  des  Kegels. 

Aus  dem  elliptischen  Paraboloide  kann  man  nur  Ellipsen  und 
Parabeln  ausschneiden;  letztere  entstehen,  wenn  die  Ebene  durch  den 
einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt  des  Paraboloids  gelegt  wird; 
alle  anderen  ebenen  Schnitte  sind  Ellipsen  (bez.  imaginäre  Linien- 
paare). 

Auch  auf  dem  elliptischen  Cylinder  erhält  man  nur  dann  nicht 
eine  Ellipse,  wenn  die  Ebene  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Cylin- 
ders  enthält  (d.  h.  einer  Erzeugenden  desselben  parallel  ist);  in  diesem 
Falle  besteht  der  Schnitt  aus  zwei  reellen  oder  imaginären  parallelen 
Geraden  oder  aus  einer  doppelt  zählenden  Erzeugenden. 

Auf  dem  hyperbolischen  Paraboloide  dagegen  lässt  sich  keine 
Ellipse  ziehen,  denn  jede  Ebene  trifft  das  unendlich  ferne  Linienpaar 
in  zwei  reellen  Punkten.  Im  Allgemeinen  ist  also  jeder  ebene  Schnitt 
eine  Hyperbel;  diese  wird  zur  Parabel,  wenn  die  Ebene  den  Scheitel 
des  Linienpaares  enthält.     Alle  Linien  der  einen  Erzeugungsart  treffen 
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diejenige  unendlich  ferne  Gerade,  welche  zu  den  Erzeugenden  der 
anderen  Art  gehört,  sind  also  ein  und  derselben  Ebene  parallel.  So- 
mit entsteht  der  Satz*): 

Eine  Gerade,  welche  sich  so  bewegt,  dass  sie  stets  zwei  feste  Gerade 
trifft  und  einer  festen  Ehene  parallel  hleibt,  erzeugt  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Beim  hyperbolischen  Cylinder  arten  die  ebenen  Schnitte,  welche 
durch  die  unendlich  ferne  Spitze  gelegt  werden,  in  Paare  paralleler 
Linien  aus;  alle  anderen  geben  wiederum  Hyperbeln. 

Jeder  ebene  Schnitt  des  parabolischen  Cylinders  endlich  berührt 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem  Punkte  der  Doppellinie,  ist  also 
eine  Parabel.  Eine  durch  die  Doppellinie  gelegte  variable  (d.  h.  sich 
selbst  parallel  bleibende)  Ebene  schneidet  die  Erzeugenden  des  Cy- 
linders aus. 

Es  wird  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  unterscheidende  analytische 
Merkmale  für  die  verschiedenen  Gestalten  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
aufzustellen,  d.  h.  diejenigen  Bedingungen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Gleichung  aufzusuchen,  durch  welche  die  soeben  aufgezählten 
Flächen  analytisch  definirt  werden.  Die  Gleichung  der  Fläche  in 
rechtwinkligen  Punktcoordinaten  sei 

f(x,  y,  z)  EEE  a,^x^  +  a^.jf   +  a^^z"-   +  2a^^xy  +  2a^^yz 

+  2a.^^zx  +  2a^^x  +  2^24?/  +  2a^,^z  -j-  «44  =  0 ; 

dann  ist  die  Gleichung  der  nämlichen  Fläche  in  rechtwinkligen 
Ebenencoordinaten : 

A^^u^  +  ^22'^^  +  ^33^^  +  2A^^uv  -\-  2A^^vw  -\-  2AqiWU 
^^^  +  2A,,u  -i-2A,,v  +  2A,,w  +  ^^^  =  0 . 

Die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  der  Fläche 
in  homogenen  Coordinaten  x,  y,  z  (oder  diejenige  des  auf  diesem 
Kegelschnitte  stehenden,  vom  Anfangspunkte  ausgehenden  Kegels  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  eines  Kegels,  welcher  dem  vom  Mittel- 
punkte ausgehenden  Asymptotenkegel  parallel  läuft)  wird  gegeben  durch : 

(3)  <p(x,y,z)^a^iX^  +  «22^^  +  ^33'^" -\-2a^^xy -\-2a.^^jjz-\-2a.^^zx  =  0. 

Um  zu  entscheiden,  ob  diese  Curve  reell  oder  imaginär  ist, 
wähle  man  in   der  unendlich  fernen  Ebene    drei  Punkte  x^^   y^,   ^^ ; 


*)  Aus  demselben  geht  insbesondere  hervor,  dass  eine  früher  in  der  Theorie 
des  linearen  Complexes  benutzte  Fläche  (p.  57)  als  ein  hyberbolisches  Paraboloid 
zu  bezeichnen  ist;  vgl.  auch  Fig.  8,  p.  36. 
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^2  5  y^)  -^2  5  ^3?  Vz}  ^3  SO,  dass  sie  die  Ecken  eines  Polardreiecks  bilden, 
d.  h.  dass  sie  den  drei  Gleichungen 

(4j    ^: ^.  +  ^_ ?y/..  +     -g- %  =  0 ,  ^  ^  Je, 

genügen.  Es  ist  dies  immer  möglich,  sobald  die  Determinante  des 
Kegelschnittes  (3),  d.  i.  A^^,  nicht  verschwindet,  was  vorläufig  ange- 
nommen werden  mag.  Ist  der  Kegelschnitt  reell,  so  werden  zwei 
Seiten  des  Polardreiecks  von  ihm  geschnitten,  d.  h.  einer  der  drei 
Ausdrücke  q)(xi,  yi,  0i)  hat  ein  anderes  Vorzeichen,  als  die  beiden 
anderen;  während  für  eine  imaginäre  Curve  (3)  alle  drei  Ausdrücke 
gleiches  Zeichen  haben  (da  sie  nicht  durch  Null  gehen  können). 

Ist  J.44  =  0,  so  zerfällt  (3)  in  ein  Linienpaar,  d,  h.  wir  haben 
ein  Paraboloid  oder  einen  Cylinder  vor  uns;  in  der  That  wird  als- 
dann die  Gleichung  (2)  durch  die  Werthe  u  =  0,  v  ==  0,  w  ==  0, 
d.  h.  durch  die  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Ebene,  befriedigt. 
Ob  das  Linienpaar  reell  oder  imaginär  ist,  entscheidet  sich  in  der- 
selben Weise  wie  vorhin;  nur  liegt  jetzt  eine  Ecke  des  betreffenden 
Polardreiecks  im  Scheitel  des  Linienpaares,  welcher  sich  in  bekannter 
Weise  bestimmt;  und  es  kommt  nur  noch  darauf  an,  ob  die  Function 
cp  in  den  beiden  anderen  Punkten  dasselbe  Vorzeichen  oder  verschie- 
dene Vorzeichen  besitzt. 

Verschwinden  auch  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  von 
J.44,  so  fallen  die  beiden  Linien  des  Paares  in  eine  Doppellinie  zu- 
sammen, welche  immer  reell  ist;  von  einem  Polardreiecke  kann  nicht 
mehr  die  Rede  sein.     Zusammenfassend  finden  wir  das  Resultat: 

Kommt  in  der  Reihe  der  drei  Ausdrüclie  (p  {x^ ,  Pi,  ^i),  (p  {x,^ ,  2/2 ?  ^2 ) 
fp{x^,  2/3?  ^3)  ^^^'^  Zeichenwechsel  vor,  so  ist  durch  (1)  eine  der  unter 
1),  2),  3),  7),  8),  9)  genannten  Flächen  dargestellt;  im  andern  Falle 
eine  der  Flächen  4),  5),  6),  10),  11),  12). 

In  analoger  Weise  entscheidet  man,  ob  die  vorgelegte  Gleichung 
überhaupt  eine  reelle  Fläche  darstellt,  und,  wenn  dieses  der  Fall  ist, 
ob  die  Fläche  reelle  gerade  Linien  enthält.  Man  bezeichne  mit  ^i, 
fji,  li  die  Coordinaten  der  vier  Ecken  {i  =  1,  2,  3,  4)  eines  beliebigen 
Polartetraeders;  dieselben  genügen  also  den  sechs  Gleichungen: 

^^^         H^ ''  + H '^'+"~^~~^^^ dt -^^^ 

wobei  für  den  Augenblick  t  als  vierte  homogene  Variable  in  f  ein- 
zuführen ist.  Eine  imaginäre  Fläche  nun  wird  von  keiner  Kante  des 
Polartetraeders  reell  durchsetzt;  für  sie  haben  also  die  vier  Ausdrücke 
f(^i,  rji,  ^i)  gleiches  Vorzeichen. 


160  Zweite  Abtheilung. 

Ist  die  Fläche  reell  und  geradlinig,  so  wird  sie  von  jeder  Ebene 
in  einem  reellen  Kegelschnitte  geschnitten.  In  jeder  Ebene  des  Polar- 
tetraeders bilden  die  drei  Kanten  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  die 
in  ihr  liegende  reelle  Schnittcurve;  von  je  drei  solchen  Kanten  müssen 
daher  zwei  die  Fläche  in  reellen  Punkten  treffen.  Fasst  man  alle 
sechs  Tetraederkanten  ins  Auge,  so  sieht  man  leicht,  dass  dies  nur 
möglich  ist,  indem  zwei  gegenüberliegende  Kanten  die  Fläche  in 
imaginäreu,  die  vier  übrigen  hingegen  (welche  ein  windschiefes  Viereck 
bilden)  in  reellen  Punkten  schneiden.  Von  den  vier  Functionen 
fi^h  Vi}  ^i)  sind  daher  zwei  positiv,  die  beiden  anderen  negativ. 

Haben  dagegen  drei  dieser  vier  Ausdrücke  unter  einander  gleiches 
Vorzeichen,  während  dem  vierten  das  entgegengesetzte  zukommt,  so 
haben  wir  es  mit  einem  Ellipsoide  oder  einem  Hyperboloide  zweiter 
Art  zu  thun.  Die  Entscheidung  hierüber  wird  durch  Untersuchung 
des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  in  besprochener  Weise  getroffen. 

Die  Untersuchung  des  letztern  kann  man  mit  der  Betrachtung 
des  soeben  benutzten  Polartetraeders  enger  verbinden,  indem  man 
eine  der  Tetraeder-Ebenen  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen- 
fallen lässt.  Jeder  Strahl,  welcher  durch  die  gegenüberliegende  Ecke 
geht,  wird  dann  von  der  Fläche  einerseits,  von  der  Ecke  und  seinem 
unendlich  fernen  Punkte  andererseits,  harmonisch  getheilt,  d.  h.  jede 
durch  den  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  gelegte  Sehne  der  Fläche 
wird  von  diesem  Pole  halhirt.  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene 
heisst  deshalb  der  Mittelpunld  der  Fläche;  eine  durch  ihn  gelegte  Sehne 
heisst  ein  Durchmesser  der  Fläche.  Es  ist  leicht,  seine  Coordinaten  an- 
zugeben. Die  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polarebene  wird  für  die 
Fläche  (1)  durch  folgende  Gleichungen  vermittelt: 

QU  =  a^iX-\-  a^^y  +  a^^s  +  a^^,     6x  =  A^^u  +  A.^^v  +  A.^^iv  +  A^^ , 

QV    =  «21^  +  «22!/  +  «23^  +  «24;       ^y  =  A2«  +  ^22«^  +  ^2^  +  ^42; 

Qiv=  a^^x  +  «gc.?/  -f  «33^  +  034,     ÖS  =  A^^u  +  A^^v  +  A^^w  +  A^^, 

Die  unendlich  ferne  Ebene  hat  die  Coordinaten  u  =  0,  v  =  0,  w  =  0] 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind  daher: 

(6)  i=t'  ^=t'  i-k- 

Der  Mittelpunkt  existirt  natürlich  nur  bei  den  Ellipsoiden,  Hyper- 
boloiden und  Kegeln;  er  liegt  unendlich  weit  bei  den  Paraboloiden 
und  Cy lindern;  er  ist  unbestimmt  beim  Ebenenpaare  und  bei  der 
Doppelebene. 
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In  diesen  Mitlelpunkt  logen  wir  also  eine  Ecke  des  Polartetrai'ders; 
die  drei  anderen  liegen  dann  in  der  unendlich  fernen  Ebene  und  bilden 
daselbst  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt 
der  Fläche.  Will  man  die  Coordinaten  derselben  in  (1)  einsetzen, 
so  braucht  man,  da  sie  unendlich  gross  sind,  nur  die  Glieder  zweiter 
Dimension  zu  berücksichtigen,  um  das  Vorzeichen  der  entstehenden 
Aggregate  zu  beurtheilen.  Statt  der  vier  Ausdrücke  f  {li,  rj;,  t)  ^«^ 
mmi  also  nur  den  einen  /"(l,  r;,  ^)  m  herecJmen  und  ausserdem  dieselben 
drei  Ausdrüelie  (p  {xi,  y-,,  si)  m  lenutzcn,  deren  wir  bereits  hei  Unter- 
suchung des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  der  Fläche  bedurften. 

Nun  wird 

+  ^(«21^14  +  «22^24  +  «23^34  +  «^24  ^4 1) 
+  ^(«31^4  +  «32^24  +  «33^34  +  %4  ^44) 
+      («41^14  +  «42^24  +  «43^34   +  «44^44) 

=    A. 

Das  Vorzeichen  von  /"(!,  j^,  l)  ist  daher  dasselbe,  wie  dasjenige  des 
Productes  A  ■  A^^. 

Die  Resultate  dieser  analytischen  Untersuchungen  fassen  wir  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammen,  indem  wir  wieder  obige  sechszehu  Flächen 
aufzählen,  sie  aber  jetzt  nach  einem  etwas  anderen  Principe  eintheilen. 
In  dieser  Tabelle  bedeutet  A  die  Determinante  der  Fläche,  Anc  die  mm 
Elemente  aik  gehörige  Unterdeterminante;  X/,,  yi,  Si  sind  (für  i  =  \,2,?>) 
die  Coordinaten  dreier  unendlich  fernen  Punkte,  deren  Verhältnisse  den 
Gleichungen  (4)  genügen'^-);   (p  (xi,  yi,  ^i)  =  cpi  ist  durch   (3)   definirt. 

I.  Flächen  mit  nicht  verschwindender  Determinante: 

A)  ^44  ^  0,  Flächen  mit  Mittelpunkt 
1)  Die  vier  Ausdrücke  A  ■  A^^,  cpx,  <P2,  <Ps  haben  gleiches  Zeichen: 
Imaginäres  Ellipsoid  ''^^). 


*)  Nach  der  sogleicli  zu  erläuternden  Bezeiclinungsweise  sind  dies  die  Co- 
ordinaten .  der  unendlicli  fernen  Punkte  von  drei  einander  conjugirten  Durcli- 
messern. 

**)  Da  sich  A  bei  linearer  Transformation  der  Coordinaten  nur  um  das 
Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  ändert  und  bei  Beziehung  auf  ein  Polar- 
tetraeder gleich  dem  Producte  der  vier  Coefficienten  wird,  so  folgt,  dass  die 
Determinante  Ä  in  diesem  Falle  und  im  Falle  3)  stets  positiv  ist.  In  der  Ebene 
kann  das  Vorzeichen  der  Determinante  eines  Kegelschnittes  nicht  in  analoger 
Weise  bestimmenden  Eiufluss  haben,  da  diese  Determinante  ihr  Zeichen  ändert, 
sobald  die  Zeichen  aller  Coefficienten  geändert  werden. 

0  leb  seil,  VoilesuiigeD.    II.  1.  11 
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2)  Die  Ausdrücke  g)^,  (p.2,  q)^  haben  unter  sich  gleiches  Vor- 
zeichen, das  Product  A-  Ä^^  hat  das  entgegengesetzte  Zeichen: 
Reelles  Ellipsoid. 

3)  Von  den  vier  Ausdrücken  A  •  A^^,  fpi,  cp^,  cp^  sind  zwei 
positiv,  die  beiden  anderen  negativ:  Einschdliges  Hyperboloid 
(geradlinig). 

4)  Zwei  der  Ausdrücke  (pi  haben  dasselbe  Vorzeichen  wie  das 
Product  A  •  A^^,  aber  ein  anderes  wie  der  dritte  Ausdruck 
(p:  Zweisclidliges  Hyperboloid. 

B)    J-44  =  0,  Paraboloide. 

Einer  der  Punkte  Xi,  yi,  Zi  (sagen  wir  x^,  y^,  z^  fällt  in  den 
unendlich  weiten  Mittelpunkt;  und  es  kommt  nur  noch  auf  die  beiden 
anderen  an. 

5)  (py  und  ^2  haben  gleiches  Vorzeichen:  Ellipüsclies  Paraboloid. 

6)  cpi  und  g?2  haben  verschiedenes  Vorzeichen:  Hyperbolisches 
Paraboloid  (geradlinig). 

II.    Flächen  mit  verschwindender  Determinante:  A  =  0, 
während   nicht   alle    ersten    Unterdeterminanten    Null    sind. 

A)   J.44^0,    eigentliche  Kegel. 

7)  (pi,  q)2,  9^3  haben  gleiches  Vorzeichen:  Imaginärer  Kegel. 

8)  (pi,  cp2,  (fs  haben  nicht  gleiches  Vorzeichen:  Beeiler  Kegel. 

B)  ^44  =  0,   Cy linder. 

Der  Punkt  x^,  y^,  %  fällt  in  die  unendlich  ferne  Spitze  des 
Cylinders. 

9)  cp^  und  9)2  haben  gleiches  Vorzeichen:   Elliptischer  Cylinder. 

10)  (p^  und  ^2  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen:  Hyperbolischer 
Cylinder. 

11)  qp^  =  0  und  9P2  =  0;  ^-  ^'  ^s  verschwinden  alle  Unterdeter- 
minanten von  ^44:  Parabolischer  Cylinder. 

III.    Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterminanten 
ersten   Grades,    nicht   aber  diejenigen    zweiten   Grades    ver- 
schwinden: Aik  =  0. 

12)  qp^  und  9^2  haben  gleiches  Vorzeichen:  Imaginäres  Ebenenpaar. 

13)  qpj  und  gjg  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen:  Eeelles  Ebenen- 
paar. 

14)  qp^  =  0,   (p2  =  0  (alle  Unterdeterminanten  von  A^^  sind  Null): 
Zwei  parallele  Ebenen. 

Dieselben  sind   reell,   falls  /i  und  f^  verschiedene  Vorzeichen 
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haben,    wobei  f,  ==  f{xi,   y-,,  zi)  gesetzt,    und  der  Punkt 
x^,  ^1,  ^1  zu  x^,  y^,  ^2  conjugirt  ist. 

15)  Dieselben  sind  conjugirt  imaginär,  falls  f^  und  f^  gleiche  Vor- 
zeichen aufweisen. 

IV.    Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  verschwinden. 

16)  Enic  Doppelebene. 

Die  Berechnung  der  charakteristischen  Ausdrücke  (p^,  cp.,,  cp.^ 
kann  man  sich  dadurch  vereinfachen,  dass  man  die  Ecken  des 
benutzten  Polardreiecks  zu  dem  Coordinatendreiecke  in  besondere 
Beziehung  setzt.  Sei  z.  B.  %  =  0,  0^  =  0,  so  sind  noch  folgende 
aus  (4)  hervorgehende  Gleichungen  zu  befriedigen: 

{a^^Xs  +  «12^3   +  «13^3)0^2  +  («21^3   +  «22^/3  +  «23^3)2/2  =  0; 

{(^n^3  +  «122/3  +  «13^3)^1  +  Kl  ^3  +  «222/3  +  «23^3)2/1  =  ^; 
(a^^x^  -f  ai2«/i)^2  +  («21^1  +  «222/1)2/2  =  0? 
und  dieselben  werden  identisch  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

QXi  ==  «22  }        ^^2  ^^  ^  7        '^'^3  ""^  -^13'  44  ""^^  «12«32  «22«13  7 

(>2/l   =   —  «127        <?2/2  =   l7        T«/3  =  J.23,44  =  ai2«13  —  «11«23  7 
9^1=  0,  0^2=0,        T%    =  ^33,44  =  aiia22  —  «12- 

Ifaj^  Aawii  f/aAe/'  c?ic  Äusdrüehe  cp^,  g}^,  9)3  &e^.  ersetzen  durch 

«22\«11«22  «12/'       «22  7       -^44  ^«11  «22  «12/  7 

oder  auch  durch 

«11  («u«22       «12/  7     «11 7     ^44  («11  «22       «12/  • 

Diese  und  andere  analoge  Verbindungen  der  Coefficienten  ent- 
scheiden gleichzeitig  darüber,  ob  eine  gegebene  Fläche  (abgesehen 
von  ihrer  Beziehung  zur  unendlich  fernen  Ebene)  geradlinig  ist  oder 
nicht,  wie  aus  der  Tabelle  hervorgeht,  nämlich:  Eine  Fläche  hat 
reelle  Geraden,  wenn  von  den  vier  Ausdrücken  A-A^^,  {aixa^.^  —  «12)^44' 
(«^^«22  —  «12)^227  «22  ^^^^  positiv  und  zwei  negativ  sind,  oder  wenn 
(falls  -4^4  =  0  ist)  «22  ^^<"^  «n  «22  —  «12  ^'y^ig^ffengesetzfe  Vorzeichen 
hahen.  Verschwindet  zufällig  einer  der  beiden  letzteren  Ausdrücke, 
so  sind  die  drei  Hülfspunkte  Xi,  yi,  Si  anders  zu  wählen. 

Hiermit  ist  eine  früher  nur  in  Bezug  auf  ein  besonderes  Coor- 
dinaten-Tetraeder  beantwortete  Frage  (vgl.  p.  145)  allgemein  erledigt. 
Allerdings  muss  hervorgehoben  werden,  dass  unsere  obige  Ueber- 
legung    auf   das   Engste    mit    der   auf   ein   Polartetraeder  bezogenen 

11* 
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kanonischen  Form  zusammenhängt,  denn  es  kamen  eben  die  Werthe 
der  Function  f{x,  y,  z)  in  den  Ecken  eines  solchen  Tetraeders  in 
Betracht.  Man  könnte  dies  noch  weiter  durch  wirkliche  Durchführung 
der  Transformation  verfolgen*);  doch  unterlassen  wir  es,  darauf  ein- 
zugehen. 

Im  Vorstehenden  benutzten  wir  ein  Polartetraeder,  dessen  eine 
Ebene  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammenfällt,  dessen  eine 
Ecke  also  im  Mittelpunkte  der  Fläche  liegt.  Die  drei  Kanten  eines 
solchen  Tetraeders,  welche  im  Mittelpunkte  zusammentreffen,  nennt 
man  einander  conjugirte  Durchmesser;  vorausgesetzt  wird  natür- 
lich, dass  man  es  mit  einer  Mittelpunktsfläche  zu  thun  hat.  Ein 
solches  Tripel  conjugirter  Durchmesser  hat  demnach  die  Eigenschaft, 
dass  die  conjugirte  Polare  eines  jeden  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
beiden  anderen  verbindet. 

Man  sagt  auch,  dass  der  eine  dieser  drei  Durchmesser  conjugirt 


*)  Man  findet  die  Classification  der  Flächen  zweiten  Grades  im  Anschlüsse 
an  dieses  Transformationsproblem  eingehend  behandelt  in  Plücker's  System  der 
Geometrie  des  Raumes  (1846),  p.  54 ff.  und  81.  Die  wirklich  berechneten  Coef- 
ficieuten  der  transformirten  Form  entscheiden  durch  ihre  Vorzeichen  über  die 
Natur  der  Fläche.  Die  Berechnung  dieser  Coefficienten  gestaltet  sich  nach  den 
von  Jacobi  (1856,  Crelle's  Journal  Bd.  53),  Weierstrass  und  Kronecker  ge- 
gebenen Methoden  eleganter  und  einfacher;  vgl.  Gundelfinger's  Darstellung 
in  den  beiden  ersten  Supplementen  zur  dritten  Auflage  von  H esse's  Vorlesungen 
über  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Jacobi's  Untersuchung  (die  nach 
Borchardt's  Zusätze,  ib.  p.  283^  aus  dem  Jahre  1847  stammt)  bezieht  sich 
auf  den  allgemeineren  Fall  bilinearer  Formen,  stimmt  aber  für  quadratische 
Formen  von  vier  homogenen  Variabein  im  Resultate  mit  Plücker's  früherer 
Untersuchung  (für  beliebig  viele  Variable  a.  a.  0.  p.  69  S.)  überein.  Letztere 
enthält  implicite  das  Sylvester 'sehe  Trägheitsgesetz  (vgl.  oben  p.  145).  — 
Die  verschiedenen  Typen  von  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  sind  zuerst 
vonEuler  aufgestellt,  Introductio  in  analysin  infinitorum  vol.  II,  appendix,  cap.  V, 
1748;  er  bezeicbnet  die  Fläche  2)  unserer  letzten  Tabelle  als  EUipsoid,  3)  als 
elliptisch-hyperbolische,  4)  als  hyperbolisch-hyperbolische,  5)  als  elliptisch-para- 
bolische, 6)  als  parabolisch  -  hyperbolische  Fläche;  die  heute  gebräuchlichen 
Namen  sind  von  Monge's  Schülern  in  der  Ecole  polytechnique  eingeführt.  — 
Die  Rotationsflächen  (sicher  die  Kegel  und  Cylinder)  waren  vielleicht  schon  von 
Euclid  in  dessen  verloren  gegangenen  Schriften  behandelt  (vgl.  Chasles'  Aper9u 
historique,  Note  II  und  Heiberg,  Litterargeschichtliche  Studien  über  Euclid, 
Leipzig  1882,  p.  79).  —  Die  geraden  Linien  auf  dem  Rotationshyperboloide 
(damals  hyperbolisches  Cylindroid  genannt)  vrurden  von  Wren  (Philosophical 
Transactions  1669,  p.  961)  und  Parent  (1698,  in  der  oben  p.  3  citirten  Schrift, 
t.  II,  p.  645  und  t.  III,  p.  470)  entdeckt,  auf  den  allgemeinen  geradlinigen 
Flächen  von  Monge's  Schülern,  besonders  Chasles  (vgl.  a.  a.  0.  p.  241  und 
oben  die  Note  zu  p.  69). 
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sei  zu  der  Eigene  der  beiden  anderen.  Der  Fol  einer  Diametralebene 
ist  also  der  unendlich  ferne  Punkt  des  ihr  conjugirten  Durchmessers. 
Aus  den  Eigenschaften  der  harmonischen  Theilung  folgen  sofort  die 
Sätze: 

Alle  Sehnen  der  Fläche,  welche  zu  demselben  Durchmesser 
parallel  laufen,  werden  von  der  zu  diesem  Durchmesser  conjugirten 
Diametralebene  halbirt. 

Alle  Sehnen,  welche  einer  Diametralebene  parallel  sind  und  den 
ihr  conjugirten  Durchmesser  treffen,   werden  durch  letzteren  halbirt. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  einer  Diametralebene  ist  die  conju- 
girte  Polare  des  der  Ebene  conjugirten  Durchmessers, 

Die  Tangentenebenen  der  Fläche  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
einer  Diametralebene  umhüllen  einen  Cjlinder,  dessen  Kanten  zum 
conjugirten  Durchmesser  parallel  laufen. 

Benutzt  man  die  conjugirten  Durchmesser  eines  Tripels  als 
Axen  eines  schiefwinkligen  Coordiuatensystems  (p,  94),  so  können 
nach  den  Sätzen  über  Polartetraeder  nur  die  Quadrate  der  Variabein 
vorkommen;  die  Gleichung  der  Fläche*)  wird  also  von  der  Form 

al^  -\-hrf  +  ct,'  +  d  =  Q. 

Es  ist  nun  sehr  wichtig,  dass  man  immer  ein  Tripel  conjugirfer 
Durchmesser  bestimmen  kann,  ivelche  auf  einander  senkrecht  stehen, 
welche  also  ein  naturgemäss  ausgezeichnetes  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  an  die  Hand  geben.  Die  Existenz  dieses  Systems  nach- 
zuweisen, und  die  Transformation  auf  dasselbe  durchzuführen,  soll 
unsere  nächste  Aufgabe  sein. 

Hat  die  vorgelegte  Fläche  keinen  Mittelpunkt,  so  ist  die  eben 
erwähnte  Transformation  nicht  möglich;  man  wird  dann  andere  aus- 
gezeichnete rechtwinklige  Axensysteme  aufsuchen,  um  eine  besondere 
Gleichungsform  für  die  Fläche  herzustellen. 

V.   Transformatioii  der  Mittelpunktsfläclieii  auf  die  Hauptaxen. 

Im  Folgenden  wird  das  Nichtverschwinden  von  A,^^,  d.  h,  die 
Existenz    eines    Mittelpunktes,   vorausgesetzt.     Führen    wir    zunächst 


*)  Aus  dieser  Form  lassen  sich  zahlreiche  metrische  Sätze  über  die  Längen 
{Pi  9.>  *■)  cl^r  conjugirten  Durchmesser  ableiten;  vgl.  Livet  (Journal  de  l'ecole 
polytechnique,  cah.  13,  1806),  Binet  (ib.  cah.  16,  1813),  Chasles  (Correspon- 
dance  sur  Fecole  polytechnique  3,  1814  —  16,  und  Memoire  de  geometrie,  Anhang 
zum  Aper9U  historique,  p.  823  ff.);  Plücker  (System  der  Geometrie  des  Raumes, 
p.  160  fF.);  vgl.  Bd.  I,  p.  92  ff. 
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den   letztern   als   Coordinaten- Anfangspunkt  ein.      Die    ursprüngliche 
Gleichung  der  Fläche  sei 

(1)  a.^x'^  +  a,2!/'^  +  «33^'^  +  ^a^^oc'y'  +  . . .  +  2a,^x  +  . . .  +  a^^  =  0. 

Wir  setzen 

x'  =  X  -{-  ^, 

y'  =-y  -\-n, 
^'  =^  +  ^ 

wobei  i,,  ri,  t,  durch  die  Gleichungen  (6),  p.  160  als  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  definirt  sind.     Wir  haben  also: 

«iJ  +  «12"^   +   «13^  +  %4  ==  0, 

«21  I  +  «22^  +  «23^  +  %4  =  0  , 
%1^  +  «32^  +  «33?  +  «34  =  0  , 

«11  ^  4-  «42 -f?   +  «43?  +  «44  =  -J-  ; 

und  hieraus: 

«11^'  +  «122/'  +  «13^'  +  «14  =  «11^?  +  %.?/  +  «13^, 

a.i^x'  +  a.^^ij'  +  a.3^'  +  «^4  =  «21^  +  «22^  +  «23^? 

«31^'   +  «32^'  +  «33^'   +  «34   =  «31  ^  +  «32?/  +  «33^; 

«41^'  +  «42«/'   +  «43^'   +  «44  =  «41^  +  «42^/  +  «43^  +  1"  ' 

■^44 

Multiplicirt  man  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  bez.  mit 
x' ,  y' ,  s' ,  1  und  die  rechten  Seiten  bez.  mit  x-\-^,  2/4~^>  ■^  +  ?;  1? 
so  entsteht  nach  Addition  aller  vier  Gleichungen  links  der  Ausdruck 
(1);  die  Gleichung  der  Fläche  wird  daher: 

(2)  aji;z;2H-a22«/^  +  «33^^  +  2«i2^2/  +  2«232/^  +  2«3i^Ä;  +  ^-  =  0. 

-^44 

Die  in  x,  y,  z  linearen  Glieder  sind  also  herausgefallen,  was  wir 
nach  den  Eigenschaften  des  Mittelpunktes  hätten  voraussehen  können. 
Die  Formel  (2)  gilt  für  die  beiden  Hyperboloide,  das  Ellipsoid,  die 
imaginäre  Fläche  und  den  (reellen  oder  imaginären)  Kegel;  denn 
durch  das  Verschwinden  von  A  wird  unsere  Ableitung  nicht  gestört. 
Die  vermöge  (2)  zu  einem  Funkte  x,  y,  s  gehörige  Polarebeue 
u,  V,  w  ist  gegeben  durch 

QU  =  a^iX  +  «12?/  +  «13^J 

I  I  ^ 

-^44 

Qtv=  a^^x  +  %2/  +  «33^, 
die  Gleichung  der  Polarebene  von  x,  y,  z  ist  daher 

(3)  Xm  +  Yv  +  Z«(;  +  ^  =  0 . 

-Aid 
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Wir  stellen  nun  die  Aufgabe,  die  zu  einem  gegebenen  Durchmesser 
„conjugirte  Ebene"  m  finden  (vgl.  p.  164f.).  Es  seien  A,  ^,  v  die  Rich- 
tungswinkel des  Durchmessers;  jR  bedeute  die  Entfernung  des  Punktes 
x^  y,  z  vom  Mittelpunkte,  so  dass 

X  =  li  cos  l,     y  =  R  cos  ^,     z  =  R  cos  v. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  (3)  ein,  dividiren  mit  R  und  lassen  R 
ins  Unendliche  wachsen;  denn  die  conjugirte  Ebene  ist  ja  die  Polar- 
ebene des  unendlich  fernen  Punktes  der  Linie  A,  ft,  v.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Ebene  wird  daher: 

X(an  cos  A  -f-  0^12  cos  ft  -|-  0^13  cos  v) 
-f-  Y(o.2i  cos  A  -j-  «22  cos  /i  -|-  «23  COS  v) 
-\-  Z(a.^^  cos  A  -j-  %2  cos  fi  -j-  a^^  cos  v)  =  0. 

Die  Richtungswinkel  a,  ß,  y  ihrer  Normalen  findet  man  demnach 
durch  die  Gleichungen 

Q   cos  CC  =   «ji  cos  A  -{-  «12  cos  ^  -{-  «13  COS  V, 

(4)  p  cos  ß  =   «21  cos  A  -f-  «22  cos  ^  -f-  «23  COS  V, 

Q  cos  y  =  «31  cos  A  +  %2  cos  fi  -f-  «33  cos  V, 

worin  ()  sich  durch  die  Forderung  cos^  a  -\-  cos^  ß  -\-  cos^  y  =  1 
bestimmt. 

Insbesondere  kann  es  eintreten,  dass  die  Winkel  a,  ß,  y  bez. 
mit  den  Winkeln  A,  ft,  v  zusammenfallen.  Ein  Durchmesser,  welcher 
so  zu  seiner  conjugirten  Ebene  senkrecht  steht,  heisst  eine  Hauptaxe 
der  Fläche.  Um  eine  solche  zu  finden,  lassen  wir  in  (4)  die  er- 
wähnten Winkel  zusammenfallen  und  erhalten 

(«11  —  q)  cos  a  -}-  «12  cos  ß  -f-  «13  cos  y  =  0, 

(5)  «21  cos  a   -f-  («22  —  q)   cos  ß   -j-        «23  COS  y  =  0, 
«31  COS  a   -f-        «32  COS  ß   +  («33  —  q)   COS  ^  =  0, 

und  hieraus  eine  cubische  Gleichung  für  q: 
«, 


(6)  ^{q), 


"11 

«9 


=    0 


"21  ""22  (r       "^23 

«31  «32  «33  Q 

^  ^44  (>  [(^11^22 ^12^  +  (^22^3  ~  ^23^)  +  (%3^11  ^is")] 

+  Q^  («11  +  «22  +  «33)  —  Q^' 
Es    seien   nun  q,  q'  zwei    von    einander   verschiedene    Wurzeln 
dieser  Gleichung ;  zu  q  gehören  vermöge  (5)  die  Winkel  a,  ß,  y,  ebenso 
zu  q'  die  Winkel  a',  ß',  y'  vermöge  der  entsprechenden  Gleichungen 
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q'  cos  a'  =  üj^i  cos  a'  -f-  a^g  cos  ß'  -f-  «jg  cos  }^', 
(5a)  ()'  cos  ß'  =  »21  cos  a'  -{~  ^22  cos  ^'  -|~  ^^23  cos  j'', 

()'  cos  y'  =  «31  cos  a'  -j-  «33  cos  /3'  -\-  «33  cos  y '. 
Die  letzteren  Gleichungen  multipliciren  wir  mit  cos  u,  cos  ß,  cos  y 
lind  addiren;  dann  entstellt  rechts  dieselbe  Summe,  welche  man 
mittelst  der  analogen,  aus  (5)  zu  entnehmenden  Gleichungen  durch 
Multiplication  mit  cos  a',  cos  ß',  cos  y'  und  Addition  auf  der  rechten 
Seite  erhält.     Es  folgt  somit 

(7)       (q  —  q')  (cos  «  cos  a'  +  cos  ß  cos  ß'  -j-  cos  y  cos  y')  =  0. 
Dieses  Resultat   lässt  uns  zunächst  erkennen,  dass  die  drei  Wurzeln 
von  (6)  stets  reell  sind.     Wäre  nämlich 

cos  a  =  p  -\-  ip' ,     cos  ß  =  g, -\-  ig,' y     cos  y  =  r  -\-  ir', 
so  müsste  es  eine  zweite  Wurzel  q'  geben,  für  welche 

cos  a   ==  p  —  ip' ,     cos  ß'  =  q  —  iq' ,     cos  y'  =  r  —  ir' 
würde;  dann  aber  würde  aus  (7)  folgen: 

p2  J^  p'2  4.  g2  _^  ^^'2  _|_  ^.2  _|.  ^'2  _  0. 

Die   Wurzeln  der  Gleichung  (6)  sind  also  immer  reell'*). 

*)  Die  Existenz  der  drei  zu  einander  rechtwinkligen  conjugirten  Durch- 
messer wurde  von  Monge  und  Hachette  gefunden  (1803,  Journal  de  l'Ecole 
polytechnique,  cah.  11,  jd.  153  flF.).  Auf  Gleichung  (6)  wurde  das  Problem  von 
Hachette  und  Poisson  zurückgeführt  und  gleichzeitig  die  Realität  der 
Lösungen  gezeigt  (ib.  p.  170).  Dieselbe  Gleichung  tritt  auch  in  der  Theorie 
der  säcularen  Störungen  der  Planeten  auf  (Laplace,  Memoires  de  racademie 
de  Paris,  1772,  t.  2,  p.  293  und  362),  die  Realität  ihrer  Wurzeln  wurde  von 
Lagrange  zuerst  bewiesen  (Memoires  de  Facademie  de  Berlin,  1773,  iJ.  108), 
für  entsprechende  Determinanten  mit  n  Reihen  von  Cauchy,  Exercises  de 
mathematiques ,  1829,  t.  4,  p.  140,  Jacob i  (1812,  Crelle's  Journal  Bd.  12)  imd 
Sylvester  (1852,  Philosophical  Magazine  vol.  2).  Hiermit  steht  im  Zusammen- 
hange, dass  sich  die  Discriminante  der  fraglichen  Gleichungen  als  Summe  von 
Quadraten  darstellen  lässt,  wie  Kummer  (Crelle's  Journal  Bd.  26),  Jacobi 
(ib.  Bd.  30),  Borchardt  (Liouville's  Journal,  t.  12,  und  Crelle's  Journal  Bd.  30, 
1846),  Hesse  (ib.  Bd.  57  und  „Vorlesungen"),  Bauer  (ib.  Bd.  71),  Geyser 
(ib.  Bd.  82)  und  Sourander  (Liouville's  Journal  1879)  gezeigt  haben.  —  Der 
Satz  über  die  Realität  der  Wurzeln  bleibt  bestehen,  wenn  man  allgemeiner  eine 
aus  den  n"  Elementen  «j^t  "1"  ^'^/yt  ^^  bildende  Determinante  (wo  O'ik  =  ai'kii 
c.^  =  c^j.-)  gleich  Null  setzt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  quadratische 
Form  SSc-y.x^Xj^  eine  definite  sei,  d.  h.  für  alle  reellen  Werthe  der  n  Variabein 
nur  positive  Werthe  annehme;  vgl.  besonders  für  mehrfache  Wurzeln  Weier- 
strass  und  Kronecker,  Berliner  Monatsberichte  1858  und  1868.  Nach 
Clebsch  (1862,  Crelle's  Journal  Bd.  62)  wird  auch  zugelassen,  dass  a-^  zu  a^. 
conjugirt  complex  sei.  —  Die  Bestimmung  der  Hauptaxen  bei  Annahme  schief- 
winkliger Coordinaten  (p.  94)  ist  von  Plücker  (a.  a.  0.  p.  212 IF.)  behandelt. 
Für  das  Hauptaxenproblem  vgl.  auch  unten  p.  184  f.  und  255  ff. 
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Sind  sie  überdies  von  einander  verschieden,  so  gibt  es  drei  licmpt- 
axen  für  eine  Mittelimnläs fläche \  und  in  Folge  von  (7)  steht  jede  Haupt- 
axe  auf  den  beiden  anderen  senkrecht. 

Hat  man  eine  Wurzel  q  von  (6)  berechnet,  so  findet  man  aus  (5), 
vrenn  z//i  die  ünterdeterminanten  von  ^(q)  bedeuten, 

cos  a :  cos  ß :  cos  y  =  ^^^ :  ^^2  •  ^i3  ^^  ^°^^  "         •  ^^^  ^  ^^^  ß  •  *^^^  ^  ^^s  y, 
=  ^21 :  zi.,2 :  z/23  ^^  cos  ^  cos  a  :  cos^  ß         :  cos  ß  cos  y, 

=  ^31 :  z/32 :  z/33  =^  cos  y  cos  «  :  cos  y  cos  /3 :  cos"  y, 
also: 

w  cos'^  «  =  ^11,       w  cos  /3  cos  y  =^  z/23, 

(8)  w  cos^  ß  =  z/22;       ^^^  cos  y  cos  a  =  z/.^, 
m  cos^  j^  =  z/33,       ***  cos  «  cos  ß  =  z/jo, 

wobei  w  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

(9)  m  =  z/,,  +  z/2,  +  z/33  =  -  -^^  • 

jPwr  eine  Boppelwurzel  q  verschivinden  sämmtliche  Unterdetermi- 
nanten von  ^{q),  denn  wegen  (9)  ist  dann  m  =  0,  und  folglich 
wegen  (<S)  auch  z/,i.  =  0.  In  diesem  Falle  gibt  die  einfache 
Wurzel  der  Gleichung  noch  eine  völlig  bestimmte  Hauptaxe.  Ist 
aber  ö  die  Doppelwurzel,  und  setzt  man  in  (5)  q  =  6,  so  sind  zwei 
der  drei  Gleichungen  eine  Folge  der  dritten;  zu  der  Wurzel  <?  gehört 
daher  kein  bestimmtes  System  von  Richtungswinkeln  a,  ß,  y;  viel- 
mehr ist  jetzt,  wie  wir  sehen  werden,  jeder  Durchmesser  als  Haupt- 
axe anzusehen,  welcher  zu  dem  zuerst  gefundenen  senkrecht  steht. 
In  der  That  müssen  wegen  z//i((?)  =  0  die  Coefficienten  der  Glei- 
chungen (5)  einander  proportional  sein,  und  man  kann  setzen : 

^hl  ^  ^^  /^l^lJ  ^23   ^^  f*2^3  ^"^  ^3^2> 

^22  ^  ^^  ^2^2'  ^31  ^^^  ^■d'^l   ^^  ^1^3  7 

%3  ^  '"^^  ^o'^Zy  ^i2  ^^^{^1^2^^^  t^2^Ü 

die  Zahlen  ftj  verhalten  sich  also  wie  die  x,;  lässt  man  noch  einen 
hinzutretenden  Proportionalitätsfactor  in  die  Definition  der  Zahlen  x, 
eingehen,  so  wird  auch: 

11   ~ —        ~T"      1    y  23  ^2^3? 

(10)  «22  =  <?  +  %';         «31=»«3»«l; 
%3  ^^^  ^     1     ^3   ;  %2   '^^  ^15*2  • 

Aus  diesen  Gleichungen  hat  man  die  Grössen  jci  zu  bestimmen;  die 
Einführung   der  letzteren  in  die  Gleichung  der  Fläche  ergibt  sodann 

(11)  a{x'  +  f-\-  ,')  +  {^,x  +  ^,y  +  %,zy  +  -^-  -  0. 
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Die  hier  ausgezeichnete  Ebene  x^^x  -{-  x.^y  -\-  x^2  ==  0  steht  senkrecht 
zu  der  einen  noch  völlig  bestimmten  Hauptaxe;  denn  aus  (5)  und 
(10)  folgt 

O   —   6  M,  M,  Ho 


«1  COS  a  -}"  "2  cos  ß  -{-  ■H3  cos  y         cos  a         cos  ß         cos  y 

Von  dieser  Ebene  wird  unsere  Fläche  in  einem  Kreise  geschnitten, 
demselben,  welchen  auf  ihr  die  Kugel  6  A^^{x^  -\-  'if  -{-  s^)  =  A  aus- 
schneidet; ebenso  ist  die  Schnittcurve  unserer  Fläche  mit  irgend 
einer  parallelen  Ebene  (für  die  also  x^x  -{-  n.^y  +  ^-^^  =  Const.) 
ein  Kreis. 

Hat  also  die  Gleichung  ^(q)  =  0  eine  Doppelwursel ,  so  ist  die 
vorgelegte  Fläche  eine  Botations fläche,  deren  Axe  durch  die  noch  vor- 
handene einfache   Wurzd  q  mittelst  (5)  bestimmt  ivird. 

Vermöge  einer  orthogonalen  Substitution,  deren  erste  Gleichung 
lautet; 
(IIa)  y%^  +  Xg^  -\-  x^  X=  x^x  +  x^^J  -\-  x^z, 

während  die  beiden  anderen  nicht  vollkommen  bestimmt  sein  können, 
führt  man  leicht  neue  Variable  X,   Y,  Z  ein,  und  da 


^2  _|_  ^2  _|_  ^2  _  ^2  ^    Y^  _|_  ^2^ 


findet  man 


^(X^^  +  r^  +  Z^)  +  X^  (x,2  +  X,'  +  x.^)  +  ~  =  0. 
Nun  ist  aber  nach  (6)  und  (10) 

^  +  2(>  =  «n  +  «22  +  «33, 
^l'  +  '^2     +  ^3^  +  '^   =  ^11   +  ^22  +  %3  2(5  =  Q-^ 

die  Gleichung  der  Botationsfläche  tvird  daher: 

(12)  Z"  + J~  -  1  =  ^• 

Die  angewandte  Transformation  wird  unbrauchbar,  falls  ()  =  (?, 
d.  h.  falls  unsere  Gleichung  z/  =  0  drei  msammenfallende  Wurzeln 
ergibt.     Dann  folgt  aus  den  soeben  benutzten  Gleichungen 

Xy   "T"  ^2  ~r  ^3  ^^^  ^7 
also 

^1  =0,        3<2  =  0,       Xg  =  0, 

folglich  auch  nach  (10): 

«11  =  «22  '^  ^33  =  ^j     %3  =  Oj     %i  ^^  ^y     ^12  ^^  O5 
und  (11)  geht  über  in: 

(13)  ö{x^^  j^fj^,^)j^A.  =  o, 
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Sind  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung/  zI{q)  =  0  einander  (jlcieh, 
so  hat  man  es  also  mit  einer  Kttgel  zu  tlmn.  Letztere  ist  reell  oder 
imaginär,  je  nachdera  den  Ausdrücken  <5A^^^  und  A  entgegengesetztes 
oder  gleiches  Vorzeichen  zukommt. 

In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  drei  Wurzeln  von  ^{q)  =  0 
von  einander  verschieden  sind,  haben  wir  jetzt  noch  die  orthogonale 
Substitution  durchzuführen,  vermöge  deren  die  drei  Hauptaxen  als 
Coordinatenaxen  eingeführt  werden. 

Die  drei  Wurzeln  seien  mit  q,  q' ,  q"  bezeichnet;  zu  jeder  ge- 
hören vermöge  (5)  drei  Winkel  a,  ß,  y  bez.  a,  ß' ,  y'  oder  a.'\  ß'\  y" . 
Die  anzuwendende  Coordiuateutransformation  lautet  dann: 

X  =  iccoso;  +?/cos/3  -\-B^Q's,y  ,  x  ==  X cos  a -\- Y cos  a' -{- Z cos  a" , 
Y=xcosa'  -\-yeosß'  -{- zcosy' ,  y  =  Xcosß-{-  Ycosß'  -f-  Zcosß", 
Z  =  X  cos  a"  -\-  ycosß"  -j-  scosy",  s  =Xcosy  -\-  Ycos  y'  -}-  Zcosy". 
Aus  dem  rechts  stehenden  Systeme  folgt  vermöge  (5): 

«ii^r  -f-  a^^^y  -\-  a^^s  =  Xq  cos  a  -\-  Yq'  cos  a'  -f-  Zq"  cos  a", 
«21^  +  %22/  ~l~  ^23^  =  ^Q  cos  ß  +  ^Q  cos  ß'  -\-  Zq"  cos  ß", 
^31^  +  %22/  ~l~  ^s'^  =  ^Q  cos  y  -{-  Yq'  cos  y'  -\-  Zq"  cos  y" . 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  bez.  mit  x,  y,  0  und  addirt, 
so  entsteht  links  die  linke  Seite  von  (1),  welche  mit  f{x',  y',  0')  be- 
zeichnet werde;  die  neue  Gleichung  der  Fläche  wird  daher: 

(14)  f{x',y',  /)  =  qX'  +  q'Y'  +  q"Z'  +  #"  =  0. 

Um  die  Gleichung  der  Fläche,  bezogen  auf  ihre  Hauptaxen,  anzu- 
geben, braucht  man  also  nur  die  Gleichung  ^{q)  =0  zu  lösen;  man 
braucht  nicht  die  Coiifficienten  der  orthogonalen  Substitution  selbst  erst 
zu  berechnen. 

Ist  zunächst  Ä  von  Null  verschieden,  so  ergeben  sich  aus  (14) 
die  vier  uns  bekannten  Mittelpunktsfiächen,  wenn  man  die  Vorzeichen 
der  reellen  Wurzeln  q,  q\  q"  in  Betracht  zieht.  Zu  dem  Zwecke 
schreiben  wir  die  Gleichung  (14)  in  der  Form: 

(15)  X"  +         A     + Z~  —1  =  0, 

9^4  Q'Ai  9"Ai 

aus  welcher  für  q'  =  q"  =  0  wieder  (13)  hervorgeht.  Im  Folgen- 
den sollen  unter  a,  b,  c  reelle  Zahlen  verstanden  werden  der  Art,  dass 
bei  richtiger  Wahl  des  Vorzeichens 
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auch  können  wir,  ohne  zu  specialisiren,  «^  >  &^  >  c^  annehmen  5  dann 
sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 
I.   Imaginäre  Fläche-. 

V2  V2  72 

(16)  1^  +  1,  +  ^+  1=0. 

IL  Ellipsoid: 
(")  ^  +  ^.  +  ^-1=0. 

III.  Einschaliges  Hyperholoicl: 

-57-2         vs         y  'i 
(18)  ^  +  ^-4-1  =  0. 

IV.  Zweischaliges  Hyperljoloid: 

V2  V»  7  2 

(10)  §  -  -^r  -1-1=0. 

D/e  hier  gebrauchten  Benennungen  der  Flächen  sind  mit  den  früher 
eingeführten  vollliommen  identisch  (vgl.  p.  156).  In  der  That  ist  bei 
(16)  und  (17)  die  Schnittcurve  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

v»  -Vi  y  2 

J+|.  +  ^  =  o, 

also  imaginär.  Dass  die  Fläche  (16)  keinen  reellen  Punkt  enthält, 
ist  evident.  Die  Fläche  (17)  ist  reell;  sie  wird  von  den  Ebenen 
X  =  0,  Y=0,  ^=0  bez.  in  den  reellen  Elli^isen  (den  sogenannten 
drei  Hauptschnitten  des  FUii^soids) 

T'c^+  ZH'^  —  h'c^  =0, 

Z^a^  +  X^c^  —  c'a^  =  0, 

geschnitten.  Die  Zahlen  2a,  2b,  2c  geben  die  Längen  der  drei  ,.Haupt- 
axen  des  EUipsoids"'. 

In  (18)  und  (19)  haben  wir  unsere  früheren  Hyperboloide  wieder- 
gefunden;  denn  ihre  Schnittcurven   mit  der  unendlich  fernen  Ebene: 

„2  -r  ^2       gä 

und 

a"  b-  c- 

sind  reell.  Die  Fläche  (18)  enthält  nach  unserem  allgemeinen  Satze 
gerade  Linien  (vgl.  p.  145  und  p.  163),  stellt  also  das  einschalige 
Hyberboloid   dar;    auf  (19)   dagegen    gibt  es   keine   reellen   Geraden. 
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Bei  (18)  sind  alle  drei  „Hauptschnitte"  reell  (vgl.  p.  IGO);  der  eine 
ist  eine  Ellipse  (die  sogenannte  „Kcldellipse") 

die  beiden  anderen  sind  Hyperbeln,  deren  reelle  Axen  bez.  mit  der 
X-  und  F-Axe  zusammenfallen.  Bei  (19)  ist  der  Hauptschnitt  X  =  0 
imaginär;  die  beiden  anderen  sind  reelle  Hyperbeln. 

Es  ist  leicht  die  geraden  Linien  des  einschaligen  Hyperboloids 
wirklich  anzugeben,  indem  man  die  Fläche  als  aus  zwei  projecti- 
vischen  Ebenenbüscheln  erzeugt  auffasst  (vgl.  p.  36  ff.).  Es  wird 
nämlich  durch  die  beiden  Büschel 

(f  +  l)-4t+D  =  o.    (i-f)-^(f-f)-o 

die  eine  Schaar  von  Erzeugenden  gegeben-,  denn  durch  Elimination 
von  A  folgt  wieder  (18);    und  die  andere  Schaar  ist  bestimmt  durch: 

Um  sich  eine  deutliche  Vorstellung  von  der  räumlichen  Gestalt 
unserer  drei  reellen  Flächen  011  machen,  empfiehlt  es  sich,  zunächst  den 
Fall  der  Rotationsflächen  in's  Auge  zu  fassen,  deren  Gleichung  in 
(12)  bereits  zusammenfassend  angegeben  war.  Die  Gestalt  einer 
solchen  Fläche  ist  bekannt,  sobald  man  die  Meridiancurve  gezeichnet 
hat.  Geringe  Aenderungen  in  den  Symmetrieverhältnissen  geben  so- 
dann eine  hinreichend  getreue  Anschauung  der  betrefifenden  all- 
gemeinen Fläche;  man  braucht  nur  die  Schaar  der  Farallelkreise 
durch  eine  Schaar  paralleler  Ellipsen  ersetzt  und  die  Schaar  der 
Meridiancurven  in  entsprechender  Weise  verzerrt  zu  denken. 

Das  Ellipsoid  gibt  Veranlassung  zu  zwei  verschiedenen  Rotations- 
flächen, je  nachdem  (wenn  a>&>c)  a  =  h  oder  h  =  c  wird,  nämlich: 

1)  Das  abgeplattete  Botationsellipsoid  oder  Sphäroid.  Es  entsteht, 
indem  a  ==  h  wird,  hat  also  die  Gleichungsform: 

(na)  ^^  +  f;  =  i. 

2)  Das  verlängerte  Rotationsellipsoid  mit  der  Gleichung: 

(Hb)  ^  +  IL±ll^r, 

Die  erste  Fläche  wird  erzeugt,  indem  eine  Ellipse  mit  den  halben 
Axen  a  und  c  um  ihre  kleinere,  die  andere  Fläche,  indem  sie  um  ihre 
ijrössere  Axe  rotirt. 
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Aus 
für  a  = 

(18a) 


(18)  kann  nur  eine  Rotationsfläche    hervorgehen,    nämlich 
1)  das  einsclialige  Rotationshyperholoid: 


X'2  _^  Y' 


^=1 


Fig.  19. 


Es  wird  erzeugt,  indem  eine  Hyperbel 
um  die  von  ihr  nicht  geschnittene  Axe 
rotirt;  Fig.  19  zeigt  die  auf  der  Fläche 
liegenden  Geraden. 

Rotirt  dieselbe  Hyperbel  um  die  reelle 
Axe,  so  entsteht  das  gweischalige  Rotations- 
hyperholoid: 

X^  _  Y^  +  Z^- 


(19a) 


=  1; 


dasselbe    besteht 
Schalen*). 


aus    zwei    getrennten 


Verschtvindet  die  Determinante  Ä  unserer  Fläche,  so  werden  die 
vorstehenden  Betrachtungen  nicht  wesentlich  gestört.  Man  hat  wieder- 
um die  Gleichung  (6)  zu  lösen,  um  dann  aus  (5)  die  Richtungen  der 
drei  Hauptaxen  des  Kegels  zu  bestimmen.  Nach  der  Transformation 
erscheint  die  Gleichung  des  Kegels  in  der  Form: 

er  ist  imaginär,    wenn    alle   Wurzeln  q  gleiches    Vorzeichen    haben, 
reell,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist. 

Eine  Rotationsfläche  entsteht,  wenn  zwei  Wurzeln  zusammen- 
fallen; dieselbe  ist  identisch  mit  (ievn  geraden  Kreisicegel  Aqx  ^\ein.Qni2Lr- 
sceometrie. 


VI.  Die  Flächen  mit  zerfallendem  unendlich  fernen  Kegelschnitte. 

Ist  Ä^  ==  0,  so  wird  die  Fläche  /"==  0  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  berührt,  und  wir  haben  ein  Paraboloid,  einen  Cylinder  oder 
ein  Ebenenpaar  vor  uns.  Letzteres  würde  nur  vorkommen,  wenn  gleich- 
zeitig alle  ersten  ünterdeterminanten  von  A  verschwinden,  was   wir 


*)  Diese  Fläche,  sowie  die  beiden  Rotationsellipsoide  wurden  schon  von 
Archimedes  betrachtet  (auch  das  Rotationsparaboloid);  vgl.  oben  die  Note  zu 
p.  164.  —  Klarer  als  durch  Zeichnung  kann  man  sich  durch  Modelle  die  Gestalt 
der  verschiedenen  Flächen  zweiter  Ordnung  vergegenwärtigen.  Solche  in  Gyps 
oder  (für  die  geradlinigen  Flächen)  in  Seidenfäden  ausgeführte  Modelle  sind 
von  Gh.  Delagrave  (Librairie,  Paris)  zu  beziehen  oder  von  der  Verlagshandlung 
von  L.  Brill  in  Darmstadt.  —  Für  die  Figuren  19  und  20  des  Textes  vgl.  Schlö- 
milch's  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  (Leipzig  1863). 
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zunächst  ausschliessen  wollen.  Ein  Cylinder  ergibt  sich,  wenn  mit 
A^  zugleich  Ä  gleich  Null  ist. 

Man  kann  beim  Paraboloide  nicht  mehr  von  einem  Mittelpunkte, 
also  auch  nicht  von  Durchmessern  und  Hauptaxen  sprechen;  doch 
behält  die  Gleichung  J(q)  =  0  ihre  Bedeutung  für  die  daran  ge- 
knüpfte orthogonale  Substitution,  und  letztere  bleibt  ganz  ebenso 
ausführbar.  In  Folge  des  Verschwindens  von  Ä^  sondert  sich  der 
Factor  q  von  z^(p)  ab  (d.  h.  die  eine  Wurzel  q  wird  gleich  Null), 
lind  p',  q"  sind  bestimmt  durch  die  quadratische  Gleichung: 

(1)  Q^  —  ^(a,i   +  «22  +  «33)   +   («11%2  —  «12^)  +   («22«33    "   «23^ 

+  («33  «11  —  «3l0  =  0; 

deren  Wurzeln  zunächst  von  einander  verschieden  sein  mögen.  Die 
Richtungen  der  neuen  Coordinatenaxen  bestimmen  sich  durch  (5) 
für  Q  =  0,  bez.  durch  (5a)  für  q  =  q'  und  durch  ein  analoges 
System  von  Gleichungen  für  q  =  q".  Die  neuen  Coordinatenaxen 
werden  jetzt  eingeführt,  ohne  dass  vorher  eine  Parallelverschiebung 
des  Systems  stattgefunden  hätte,  d.  h.  durch  die  Gleichungen: 
x'  =  X'  cos  a    -\-  Y'  cos  ß    -\-  Z'  cos  y  , 

(2)  ^/  =  X'  cos  a    +  F  cos  ß'  +  Z'  cos  y' , 
z'  =  X'  cos  ß"  +  ^'  cos  ß"  -\-  Z'  cos  y" . 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  oben  (14),  ergibt  sich  jetzt  (indem  9  =  0): 
f{x',y',z')  =  q'T'  +  q"Z''  +  2\X'  +  2&,r  +  ^hZ'  +  «44  =0, 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

h^  =  a^^  cos  tt    -\-  «24  cos  ß    -j-  «34  cos  y  , 

62  =  «14  cos  a    -\-  «24  cos  ß'  -f-  «34  COS  y' , 

63  =  «14  cos  a"  -\-  «24  cos  ß"  +  «34  COS  y" . 

Zwei  der  linearen  Glieder  und  das  constante  Glied  kann  man  durch 
eine  Parallelverschiebung  des  Coordinatensystems  zu  Null  machen; 
zu  dem  Zwecke  setzen  wir 

(3)  z'  =  x  +  ^,    r  =  r+ij,    z'  =  z+t 

und  bestimmen  ^,  r],  t,  durch  die  Bedingungen 

q't  +  q"1'  +  2(61 1  +  l,n  +  &3O  +  «44  =  0, 
oder  (wobei  \  nicht  gleich  Null  sein  mag): 

Die  Gleichung  des  Paraholoids  wird  sodann: 

(5)  f{x',  y',  z')  =  9'  F  +  9"Z'  +  2&,  X  =  0. 
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Dasselbe  ist  ein  elliptisches,  ivenn  q'  und  q"  gleiches  Zeichen  hohen 
{d.  h.  ivenn  das  constante  Glied  in  (1)  positiv  ist),  es  ist  ein  hyper- 
holisches  im  entgegengesetzten  Falle. 

Ist  &j  =  0^  so  kann  wegen  (4)  die  Transformation  (3)  nicht  aus- 
geführt werden.  In  diesem  Falle  artet  die  Flüche  in  einen  Cylinder 
aus.     In  der  That  hatten  wir 

«11  cos  K  -{-  a^2  cos  ß  -f-  «13  cos  y  =  0, 

(6)  «21  cos  a  -f-  «22  cos  ß  -\-  a.>^  cos  7  =  0, 

«31  cos  a  -|-  «32  cos  ß  -j-  «33  cos  7  =  0. 

Bezeichnen  also  Btk  die  Unterdeterminanten  der  dreireihigen  De- 
terminante A^^y  so  ist  (vgl.  Bd.  I,  p.  102) 

oi  cos^  a  =  I>ii,      %  cos  ß  cos  y  =  B^^, 

(7)  3f  cos^  ß  =  1?22>      ^  COS  y  cos  «  =  2?3j , 
jc  cos^  }^  =  ^33,      yc  cos  a  cos  ß  =  jBi2, 

;C  =  ^11    +   B,,  +   ^33. 

Nun  folgt  aus  A^^  =  0: 

^  =  «14^14   +  ^24^24   +   «34^34  =  «14(^14^X1   +   «24^12  +  ^d^is) 

4-  «24K4J52I   +  «24^22   +  «34^5,3) 
+  «3.l(«14l?31   4-  «24B32  +  «34^3:0; 

und  andererseits  wegen  (7): 

X^^  =  «i/7iii    +   «2,^7^22   +  «-34'^  ^33 

+  2«24«34-B23   +   2«34«i453i   +   2«,,i  «24l>i2, 

also  auch 

(8)  A  =  (i?ii  +  1>>22  +  B,,)h,'- 

d.  h.  wenn  &i  =  0,  so  ist  auch  ^  =  0,  und  unsere  Fläche  bildet 
einen  Kegel.     Aus  A  =  0  folgt  umgekehrt  nur  dann  &i  ==  0,  wenn 

•^11   +  ^22   +  ^33» 

d.  i.  das  constante  Glied  in  (1),  von  Null  verschieden  ist;  verschwindet 
dasselbe,  so  fallen  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  ^(p)  =  0 
zusammen  {q  =  q'  =  0),  und  unsere  orthogonale  Transformation 
kann  nicht  ausgeführt  werden;  auch  dann  ist  die  Flüche  f=0  ein 
Cylinder,  wie  wir  weiterhin  sehen  werden  (p.  180). 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Bedeutung  der  von  uns  ausgeführten 
Coordinaten- Transformationen.  Der  Scheitel  des  unendlich  fernen 
Linienpaares  besitze  in  der  unendlich  fernen  Ebene  die  homogenen 
Coordinaten  |y,  rj^^,  t,^-,  dann  ist  (vgl.  Bd.  I,  p.  102): 
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Nach  (7)  sind  also  cc,  ß,  y  die  RichtungswinJcel  einer  nach  dem  Scheitel 
des  unendlich  fernen  Linienpaares  gehenden  Geraden.  Einer  solchen 
Geraden  ist  die  neue  X'-Axe  parallel,  und  die  Ebenen  Y'  =  0,  Z'  =0 
halbiren  den  von  den  beiden  Linien  des  unendlich  fernen  Paares  ein- 
geschlossenen Winkel,  wodurch  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Coordinatenaxen  festgelegt  sind. 

Vermöge  (3)  ist  sodann  das  Coordinatensystem  so  verschoben, 
dass  der  neue  Anfangspunkt  auf  die  Fläche  fällt,  und  dass  die  Tan- 
genteuebeue  desselben  senkrecht  zur  X-Axe  steht;  in  der  That  ist 
die  Gleichung  dieser  Ebene  mit  X  =  0  identisch.  Der  durch  (4)  he- 
stimmte  PunJct  hat  also  die  Eigenschaft,  dass  seine  Tangentenebene  senlc- 
recht  steht  zur  „Äxe  des  Paraholoids" ;  er  heisst  der  „Scheitel  des 
Paraholoids". 

Da  der  Scheitel  eindeutig  bestimmt  ist,  müssen  sich  seine  Coor- 
dinaten  |',  rj' ,  ^'  im  ursprünglichen  Systeme  rational  durch  die 
Coefficienten  der  Fläche  darstellen  lassen.  Man  kann  dies  auf  folgen- 
dem Wege  erreichen.  Die  Gleichung  einer  zur  Axe  des  Paraholoids 
senkrechten  Ebene  ist 

x'  cos  cc  -{-  y'  cos  ß  -\-  z'  cos  y  —  p  =  0 . 

Soll  sie  das  Paraboloid  berühren,  so  muss  die  Gleichung  in  Ebeneu- 
coordinaten  erfüllt  sein;  daraus  ergibt  sich: 

-4jj  cos^  a  -\-  Ä22  cos^  ß  -f-  -^33  cos^  y  +  2  J.12  cos  a  cos  ß  -{-  .  .  . 

^  2(^j4  cos  ci  -f-  ^24  cos  ß  -\-  ylg^  COS  y) 

oder  nach  (7): 

^^^ik^ik _, 

2(5^1  +  £.,2  +  £33)  (Ai  cos  a  +  ^2^  cos  ß  +  A^^  cos  y) ' 

Der  Punkt  |',  vj' ,  t,'  kann  als  Berührungspunkt  unserer  Tangential- 
ebene definirt  werden;  man  hat  daher: 

fi|'  =  Ä^^  cos  a  -j-  A^^  cos  ß  -{-  -4i3  cos  y  —  -^uP, 
^1]'  =  Ä21  cos  a  -{-  A22  cos  ß  -\-  ^23  cos  y  —  ■^2iP7 
iit,'  =  A^i  cos  a  -\-  Aq2  cos  ß  -f-  J.33  cos  y  —  -^siP, 
ft      ==  A^i  cos  a  -f-  J.42  cos  ß  -f-  J.43  cos  y  —  A^^^p. 

Setzt  man  hierin  den  Werth  von  p  ein  und  wendet  die  Sätze  über 
Unterdeterminanteu  adjungirter  Systeme  an,  sowie  auch  wieder  die 
Gleichungen  (7),  so  findet  sich  das  einfache  Resultat: 

Clebsch,  Vorlesiingpii.    II,  1.  12 
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vi'  =  A Zi:Äu,ik  Au,  ik  , 

vfj'  =  AZ:Z!Au,ikA2i,ik, 
^^^  v^'  =  A2JUAi^,i,Ai^^,k, 

V     =  22JIJAii  Au  Au ,  ik , 
wobei  Aim,ik  den  Coefficienten  von  aik  in  Ai,n  bedeutet,  so  dass  z.  B. 

■^14=,  ik  =  Sik- 

Wir  untersuchen  weiter  die  räumliche  Gestalt  unserer  beiden 
Paraboloide. 

1)  Bas  elliptische  Paräboloid;  q'  und  q"  haben  gleiches  Zeichen; 
das  unendlich  ferne  Linienpaar  q' Y^ -{- q" Z^  =  0  ist  imaginär. 
Hier  kann  insbesondere  q'  =  q"  werden,  und  von  diesem  besonderen 
Falle  schliesst  man  leicht  auf  die  Gestalt  der  allgemeinen  Fläche. 
Ist  aber  q'  =  q"  ,  so  wird  unsere  Transformation  (2)  unmöglich, 
und  wir  müssen  das  Frühere  etwas  modificiren. 

Es  werde  q'  =  ^"  =  <?  gesetzt;  dann  gelten  wieder  die  Glei- 
chungen (10)  p.  169;  mittelst  der  dort  benutzten  orthogonalen  Trans- 
formation erhält  man  also  als  Gleichung  der  transformirten  Fläche: 

ö(X'2  +  Y''  +  Z'')  -f  X''  (k,'  +  x.^  +  x,^) 

+  2&/X'  +  26/  r  -f  2h,' Z'  +  a,^  =  0, 

oder,  da  hier  q  =  jc^^  +  ^2^  +  %^  H~  <^  =  0  zu  nehmen  ist: 

(10)      a{Y''  -f  Z'')  -f  2b,' X'  +  2b,'  Y'  +  2b,' Z'  +  «,,  =  0 ; 

durch    passende    Einführung    eines    neuen    Anfangspunktes    entsteht 

hieraus  (vgl.  p.  175): 

(10a)  6(Y'  +  Z')  +  2&;X=  0, 

also  dasselbe  Resultat,  welches  sich  direct  aus  (5)  ergeben  haben 
würde;  nur  ist  hier  &/  noch  von  einem  willkürlichen  Parameter  ab- 
hängig, da  das  neue  Coordinatensystem  nicht  vollkommen  bestimmt 
war.  Die  Fläche  (10  a)  entsteht  durch  Botation  der  Parahel  öY^ 
+  2&/X  =  0  um  die  X-Axe;  aus  ihr  erhält  man  das  allgemeine 
elliptische  Paräboloid  durch  Variation  der  Constanten. 

2)  Das  hyperbolische  Paräboloid;  q'  und  q"  haben  verschiedenes 
Zeichen;  das  unendlich  ferne  Linienpaar  ist  reell.  Die  Gleichung  der 
Fläche  lässt  sich  so  schreiben  (wenn  etwa  q'  >  0): 

(11)   WV Y- V~^^'z)  (]// r+  }/=^''z)  +  2b^x  =  o, 

d.  h.  jede  Ebene  der  beiden  Schaaren 


Vq'Y±V—  q"Z=  Const. 
schneidet  die  Fläche  in   einer  Erzeugenden;   es  folgt  hieraus  wieder, 
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dass    die    Erzeugenden    jeder  Schaar    einer    gewissen   Ebene    parallel 
laufen  (vgl.  p.  158). 

Sollte  q' =  q"  werden,  so  hätte  zi  (q)  =  0  drei  zusammen- 
fallende Wurzeln,  was  wir  vorläufig  ausscliliessen;  es  gibt  hier  also 
keine  Rotationsfläche.  Man  erhält  am  einfachsten  eine  Vorstellung 
von  der  Gestalt  der  Fläche,  wenn  man  sie  als  Grenzfall  eines  ein- 
schaligen Hyperboloids  auffasst.     Die  Gleichung  eines  solchen  ist 

Durch    die   Substitution   X  =  X'  -{-  a  legen   wir  den   Anfangspunkt 
auf  die  Fläche,  deren  Gleichung  dann  wird: 

—  +  2X'  +  ^.Y^  -  -Z''  =  0. 

Wir  lassen  nun  a,  h,  c  ins  Unendliche  wachsen,  abor  so,  dass  a -.1? 
und  a  :  c^  endlich  bleiben,  etwa  gleich 
endlichen  Zahlen    «,    ß  werden;   dann 
entsteht 

2X'  -\-aY^  —  /3Z2  =  0, 
in    der    That    die    Gleichung    unseres 
hyperbolischen    Paraboloids;    dasselbe 
wird  sonach  eine  sattelförmige  Gestalt 
haben  (vgl.  Fig.  20).  \         \l.    Y^\     I      I  ..J 

Die  letztere  kann  durch  die  ebenen 
Schnitte  noch  näher  bestimmt  werden. 
Die  Ebene  X  =  0  berührt  die  Fläche 
im  Anfangspunkte;  sie  schneidet  in  den  beiden  Geraden 


Fig.  20. 


(12)     yQ'Y—y—Q"z=o,  yQ'Y-{-y—Q"z=o. 

Die  Ebene  X  =  C  schneidet  in  einer  Hyperbel,  deren  Projection  auf 
die   Y-Z^- Ebene,  nämlich 

Q'Y'  +  Q''Z'--{-2h,'C=0, 

diese  beiden  Geraden  zu  Asymptoten  hat.  Ist  C  positiv,  so  erfüllen 
die  Hyperbeln  den  einen  Winkelraum,  ist  C  negativ,  den  anderen. 
Jeder  ebene  Schnitt,  welcher  durch  die  in  Fig.  20  vertical  stehende 
X-Axe  (Axe  des  Paraboloids)  gelegt  wird,  schneidet  auf  der  Fläche 
eine  Parabel  aus,  deren  Scheitel  im  Anfangspunkte  liegt.  Es  gibt 
zwei  Lagen  der  Ebene,  für  welche  die  Parabel  in  je  eine  der  Geraden 
(12)  ausartet.  Die  Oeffnung  der  Parabel  ist  nach  oben  gekehrt  für 
die  Ebenen  in  dem  einen  hierdurch  bestimmten  Winkelraume;  die 
Oeffnung  liegt  nach  unten  in  dem  anderen  Winkelraume. 

12* 
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Wenn  in  Gleichung  (2)  &i  verschwindet,   so  rückt  nach  (4)  der 
Scheitel    des   Paraboloids   ins   Unendliche,   und    die    Substitution   (3) 
kann  nicht  mehr  angewandt  werden.     Die  Gleichung  der  Fläche 
(13)  q'T'-^-q"  Z"'  +  2&2  r  +  2&3  ^'  +  a^,  =  0 

ist  von  X'  ganz  unabhängig;  sie  stellt  also  einen  Cylinder  dar,  dessen 
Seitenlinien  der  X'-Axe  parallel  sind  (vgl.  oben  p.  176). 

Die  Substitution   Y'  =  Y ! ,   Z'  =  Z fr  führt  zu  der  ein- 

fächeren  Gleichungsform 

(13a)  ^'r^  +  ^"Z2  +  O  =  0, 

wo: 

^*  Q  Q 

Hiermit  ist  der  Mittelpunkt  des  in  der  F-^- Ebene  gelegenen  ebenen 
Schnittes  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  gemacht. 

Der  Cylinder  ist  imaginär,  falls  q',  q"  und  C  dasselbe  Zeichen 
haben;  er  ist  elliptisch,  falls  q'  und  q"  dasselbe,  C  aber  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  haben;  er  ist  hyperholisch,  weim  die  Vorzeichen 
von  q'  und  q"  einander  entgegengesetzt  sind. 

Ist  ()'  =  q" ,  so  hat  man  insbesondere  einen  Eotationscylinder 
(geraden  Kreiscylinder  der  Elementargeometrie);  die  einfachste  Glei- 
chungsform desselben  wird  aus  (10)  gewonnen. 

Wenn  G  verschwindet,  wird  ein  Ehenenpaar  durch  die  Flächen- 
gleichung dargestellt;  dasselbe  ist  reell,  falls  q'  und  q"  verschiedenes 
Vorzeichen  haben,  imaginär  im  anderen  Falle;  die  Axe  des  Paares 
fällt  in  die  X-Axe  und  ist  stets  reell.  Die  Bedingungen  für  das 
Ebenenpaar  erscheinen  also  hier  in  der  Form 

^44  =  0;     \  =  ^>     C=-0. 
Dass  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante Ä  folgt,   ist  schon  durch  (8)  gezeigt  worden.     Nun  ist  die 
Determinante  des  in  (13)  gegebenen  Kegelschnittes  gleich 

9  Q   ^u  —  Q   W  ~  Q  h   =  Q  Q    ^5 
ihr  Verschwinden  sagt  aus,  dass  unser  Kegel,  dessen  Spitze  unend- 
lich weit  liegt,  von  der  Ebene  X  =  0  (die  also  nicht  durch  die  Spitze 
geht)    berührt    wird;    und    dies    eben    wird    durch   das   Zerfallen   des 
Kegels  ermöglicht. 

Nur  wenn  q'  oder  q"  gleich  Null  ist,  kann  die  besagte  Deter- 
minante verschwinden,  ohne  dass  (7=0  ist.  In  diesem  Falle  aber 
wird  die  orthogonale  Substitution  (2)  überhaupt  unmöglich,  wie  schon 
bei  Gelegenheit  der  Relation  (8)  hervorgehoben  wurde.     Nehmen  wir 
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an,  es  sei  ^  =  ^'  =  ^  =  0  eine  Doppelwurzel  von  ^ {q)  =  0;  dann 
liaben  wir  die  'auf  p.  178  besprochene  (und  nicht  völlig  fest  be- 
stimmte) orthogonale  Substitution  auf  die  ursprüngliche  Gleichung 
anzuwenden  und  gewinnen  das  Resultat 

(14)     fix',  y',  /)  =  (a,,  +  «22  +  «33)  X"  +  2h; X'  +  2K;  Y' 

denn  die  übrig  bleibende  einfache  Wurzel  der  cubischen  Gleichung 
wird  nun  gleich  a^^  -j~  ^22  +  %3  =  Q  -     ^ii'  setzen 

&;r  +  v^'  _  Y"     -  K  Y'  ±±s'z^  _  ^ 

d.  h.  wir  verschieben  den  Anfangspunkt  auf  der  X-Axe  und  drehen 
das  Coordinatensystem  gleichzeitig  um  diese  Axe;  das  gibt  zunächst: 

q"x'  +  2ybj^TK'  y"  +  «.4  +  ^  =  0 . 

Die  weitere  Substitution 

Y"  =  y  —  -^— i*ü-it_^^ 

2W  +  V' 
führt  endlich  zu  der  einfachen  Gleichung: 


(15)  Q"X'-\-2Vh^'  +  ipY=0, 

der  Gleichung  eines  parabolischen  Cylinders:  jeder  ebene  Schnitt  parallel 
zur  I^-X- Ebene  ist  eine  Parabel  (p.  158). 

Die  zuletzt  benutzte  Transformation  wird  unbrauchbar,  wenn 
62'  und  h^  gleichzeitig  gleich  Null  sind;  dann  stellt  (14)  zwei  mr 
Ebene  X'  =  0  parallele  Ebenen  dar.  Letztere  fallen  insbesondere  in 
eine  einzige  zusammen^  wenn  auch  b^'  =  0  ist. 

Hiermit  sind  alle  die  früher  aufgezählten  Flächen  siveiter  Ordnung 
(vgl.  p.  156)  durch  Discussion  ihrer  einfachsten  Gleichungsformen  wieder- 
gefunden. 

Es  kann  auffallen,  dass  bei  der  Annahme  A^^  =  0  der  Fall 
nicht  besprochen  ist,  wo  z/(^)  =  0  drei  zusammenfallende  Wurzeln 
hat,  welcher  früher  auf  die  Kugel  führte  (vgl.  p.  170f).  In  der  That 
kann  wegen  A^  =  Q  diese  dreifache  Wurzel  nur  gleich  Null  sein; 
wir  hätten  also  oben  ö  =  0  zu  nehmen,  so  dass: 

^11  =  0  J       «22  =  0  7       ^33  =  0  ,       «12  =  ö  >       ^23  ="  ö  J       <^31  =  0 ; 

d.  h.  die  vorgelegte  Gleichung  müsste  lauten 

2a,^x'  4-  2a.,,y'  +  2a.,^z'  +  cr^^  =  0. 
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Sie  stellt  eine  Ebene  dar,  welche  clurcli  die  unendlich  ferne  Ebene 
selbst  zu   einer  Fläche  zweiten  Grades   ergänzt  wird  (vgl.  p,  155f). 

VII.   Kugel  und  Rotationsfläclien.  —  Die  Kreisschnitte  der 
allgemeinen  Flächen. 

Es  ist  aus  der  ebenen  Geometrie  bekannt,  wie  man  den  Kreis, 
also  den  in  metrischer  Beziehung  so  hervorragend  ausgezeichneten 
Kegelschnitt,  definiren  kann  als  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  gewisse  zwei  feste  imaginäre  Punkte  hindurchgeht,  die  sich 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  befinden,  und  wie  man  im  An- 
schlüsse hieran  auch  Sätze  über  Winkelbeziehungen  aus  solchen  über 
Doppelverhältnissrelationen  herleitet,  wie  demnach  der  Begriff  des 
Doppelverhältnisses  erneute  Wichtigkeit  erlangt,  da  derselbe  den  für 
alle  metrischen  Relationen  fundamentalen  Begriff  des  Winkels  formal 
umfasst*).  Analoges  gelingt  für  den  Raum,  wenn  mau  den  Schnitt 
einer  Kugel,  d.  h.  einer  Fläche 

(1)  a;2  _f_  ^2  _}_  ^2  _j_  2Ax  +  27?^  +  2C^  +  D  =  0 

mit  der  unendlich  fernen  Ebene  betrachtet.  Die  Gleichung  des  vom 
Anfangspunkte  nach  dieser  Schnittcurve  gehenden  (imaginären)  Kegels 
ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

(2)  a;2  +  1/2  +  02  _  0 ; 

d.  h.  dieses  ist  in  der  unendlich  fernen  Ebene  die  Gleichung  jener 
Schnittcurve  in  homogenen  Punktcoordinaten  x,  y,  s. 

Wir  sehen,  dass  die  Curve  (2)  völlig  unabhängig  ist  von  der 
Lage  der  Kugel  (1)  im  Räume,  d.  h.  von  der  Lage  ihres  Mittel- 
punktes und  der  Länge  ihres  Radius.  Alle  Kugeln  schneiden  also  die 
unendlich  ferne  Ebene  in  einem  und  demselben  festen  imaginären  Kegel- 
schnitte. Man  nennt  daher  letzteren  den  (unendlich  fernen)  imaginären 
Kugelkreis.  Offenbar  gilt  auch  umgekehrt  der  Satz:  Jede  Fläche 
zweiter  Ordnung,  deren  Determinante  nicht  verschwindet,  und  welche 
durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis  hindurchgeht,  ist  eine 
Kugel.  Jeder  ebene  Schnitt  der  Kugel  ist  bekanntlich  ein  Kreis  (dessen 
Radius  für  eine  Tangentialebene  unendlich  klein  wird);  andererseits  trifft 
jeder  Kreis  die  unendlich  ferne  Gerade  seiner  Ebene  in  den  beiden 
„imaginären  Kreispunkten";  die  sogenannten  Kreispunkte  einer  Ebene 
sind  daher  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  imaginären  Kugelkreise. 

Sämmtliche  Tangentialebenen  des  Kugelkreises  (Ebenen  durch 
eine  Tangente  desselben,  vgl.  p.  23 ff.)   sind   imaginär;    also   nur  für 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  145  ff. 
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imaginäre  Ebenen  können  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  zu- 
sammenfallen. Die  Coordinaten  der  Tangentialebenen  genügen  einer 
Gleichung  zweiten  Grades,  denn  ein  Kegelschnitt  ist  als  Fläche 
zweiter  Klasse  aufzufassen.  Sind  nun  m^,  i«2,  %,  u^  die  homogenen 
Coordinaten  einer  Ebene,  so  sind  w^,  %,  Wg  die  ebenen  Linien- 
coordinaten  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Ebene  x^  =  0  (vgl.  p.  99  f.). 
Die  Liniencoordinatengleichung  des  Kugelkreises  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  ist  nach  Sätzen  der  ebenen  Geometrie 

(3)  u^  -{-v^  +  «(^'  =  0. 

Dies  ist  also  auch  die  Gleichung  des  imaginären  Kugelhreises  in  räum- 
lichen Ehenencoordinaten^\  Dieselbe  Curve  kann  endlich  durch  eine 
Gleichung  in  Plücker'schen  Liniencoordinaten  dargestellt  werden, 
und  zwar  findet  man  (vgl.  p.  150)  als  Gleichimg  des  imaginären  Kugel- 
hreises in  räumlichen  Liniencoordinaten 
(3a)  /  +  22_|_^2_o. 

Durch  Vermittlung  dieser  imaginären  Curve  wird  nun  der  Be- 
griff des  Winkels  auf  projectivische  Vorstellungen  in  folgender  Weise 
zurückgeführt. 

Zwei  gerade  Linien  sind  rechtwinklig  zu  einander  (Bd.  I,  p.  147  f.), 
wenn  sie  harmonisch  liegen  zu  den  beiden  Geraden,  die  in  ihrer 
Ebene  von  ihrem  Schnittpunkte  aus  nach  den  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  (Schnittpunkten  der  letzteren  mit 
dem  imaginären  Kugelkreise)  gezogen  werden  können.  Alle  Geraden, 
welche  durch  denselben  Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene  gehen 
(zu  einander  parallel  sind)  schliessen  der  Definition  nach  mit  einer 
beliebigen  festen  Geraden  denselben  Winkel  ein;  bei  Betrachtung  der 
Winkel  zweier  Geraden  im  Räume  kommt  es  also  nur  auf  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  beiden  Geraden  an.  Da  nun  zwei  sich 
schneidende  Gerade  auf  einander  senkrecht  waren,  wenn  sie  die 
unendlich  ferne  Ebene  in  zwei  Punkten  treffen,  die  zu  den  Schnitt- 
punkten ihrer  Verbindungslinie  mit  dem  Kugelkreise  harmonisch 
liegen  (d.  h.  die  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  sind), 
so  gilt  allgemein  der  Satz: 

Zwei  gerade  Linien  sind  auf  einander  senkrecht,  wenn  ihre  unend- 
lich fernen  Punkte  ein  Paar  conjugirter  Pole  in  Besug  auf  den  imagi- 
nären Kugelkreis  bilden. 


*)  Dasselbe  Resultat  ergibt  sich,  wenn  man  mittelst  Gleichung  (4)_,  p.  143 
die  Gleichung  der  Schnittlinie  einer  Ebene  v  mit  der  Fläche  darstellt  und  die 
Fläche  durch  eine  beliebige  Kugel,  die  Ebene  v  durch  die  unendlich  ferne 
Ebene  ersetzt. 
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Eine  gerade  Linie  steht  auf  einer  Ebene  senkrecht,  wenn  sie 
mit  jeder  Linie  der  Ebene,  die  durch  ihren  Fusspunkt  gelegt  wird, 
einen  Winkel  von  90*^  einschliesst,  und  umgekehrt;  also  folgt: 

Eine  gerade  Linie  Nldet  mit  einer  Ebene  einen  rechten  Winlcel, 
wenn  die  unendlich  ferne  Gerade  der  letzteren  in  Bemg  auf  den  imagi- 
nären Kiigellcreis  die  Polare  des  unendlich  fernen  Funläes  der  ersteren  ist. 

Schliessen  die  Normalen  zweier  Ebenen  einen  rechten  Winkel 
ein,  so  thun  die  Ebenen  selbst  dasselbe;  also: 

Zivei  Ebenen  sind  zu  einander  senhrecht,  wenn  ihre  unendlich 
fernen  Geraden  ein  Paar  conjugirter  Polaren  in  Bezug  auf  den  imagi- 
nären Kugelhreis  bilden. 

Hieraus  ist  sofort  klar,  dass  bei  der  Kugel  jeder  Durchmesser 
auf  der  conjugirten  Diametralebene  senkrecht  steht;  denn  Ebene  und 
Durchmesser  hiessen  conjugirt,  wenn  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
einen  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der  anderen  ist  in  Bezug 
auf  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  der  betrachteten  Fläche  zweiter 
Ordnung;  und  letzterer  fällt  ja  bei  der  Kugel  mit  dem  imaginären 
Kugelkreise  zusammen.  Aber  auch  das  wichtige  Problem  der  Haupt- 
axen  erscheint  nunmehr  in  neuem  Lichte.  Dasselbe  bestand  darin,  ein 
Tripel  von  conjugirten  Durchmessern  zu  suchen,  welche  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  deren  unendlich  ferne  Punkte  demnach  ein  Polar- 
dreieck in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  bilden;  nun  hiessen 
aber  drei  Durchmesser  einander  conjugirt,  wenn  ihre  unendlich  fernen 
Punkte  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitt der  vorgelegten  Fläche  zweiter  Ordnung  bilden.  Bas  Problem 
der  Hauptaxen  einer  Fläche  ziveiter  Ordnung  ist  also  zurüclcge führt 
auf  das  in  der  ebenen  Geometrie  behandelte  Problem*),  das  gemein- 
same Polardreieclc  zweier  Kegelschnitte  zu  finden. 

Die  cubische  Gleichung,  von  welcher  letztere  Aufgabe  abhängt, 
erscheint  hier  nur  in  einfacherer  Gestalt,  weil  der  Kugelkreis  bei 
Benutzung  rechtwinkliger  Coordinaten  schon  auf  ein  Polardreieck 
bezogen  vorliegt.     Sei  nämlich 

(4)     f=  a,^x^  +  «22^/^  4-  %3^^  +  2ai2^^  +  Sa^g?/^  -f-  2a.^^zx  =  0 
die  Gleichung  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  unserer  Fläche,  und 
werde  g^  =  x^  -{-  y^  -^  z'^  gesetzt,  so  hat  man  die  cubische  Gleichung 


(5)  z^(A) 


ly^  K  0(^2  ^13 


^91  ö'99  —  A     a< 


9-|  U'9£>  /t  ^'yK 

C^Qi  6vq4>  Cvqq  A 


=  0 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  123  ff. ;  sowie  unten  Abschnitt  XI.  —  Diese  Auffassung  des 
Hauptaxenproblems    hebt    Poncelet   hervor  (Traite  des   pioprietes  projectives, 


Dio  Flilcheu  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  185 

uufzulösei),  um  die  drei  Liuieupaare  des  Büschels  f —  X(p  uud  damit 
die  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks  zu  bestimmen:  in  der 
That  genau  dieselbe  Gleichung,  welche  oben  für  das  Hauptaxcn- 
problem  fundamental  war.  Führt  man  ferner  durch  Drehung  des 
Coordiuatensystems  um  den  Mittelpunkt  die  drei  Hauptaxen  als 
Coordinatenaxen  ein,  so  macht  man  damit  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  eine  lineare  Transformation 

(6)  y  =  ß.;x  +  ß.;'Y-\-ß.rz, 

^  =  ß,'X  +  ß,"Y-{-ßrZ, 

vermöge  deren  das  gemeinsame  Polardreieck  als  neues  Coordinaten- 
drereck  zu  Grunde  gelegt  wird.  Die  Coefficienten  in  (6)  bestimmen 
sich  also  durcli  die  Formeln  (18)  auf  Seite  133,  Bd.  I;  es  ist  hier 
nur  B  =  1  zu  setzen,  da  B  die  Determinante  von  q)  bezeichnete. 
Somit  wird 

(7)  /3(*)/3(,'')  =-  ^'^^^^^''^ 

wobei 


^('') 


jiA^'^  =  /i'  =  (A"  —  A')    (A'"  —  A'), 

^(')  =  ^"  =  (A'"—  A")   (A'    —  A"), 

^(^)  =  ^'"=  (r  —  A'")  (A"  —  A'")- 

Die  Gleichungen  (7)  unterscheiden  sich  in  der  That  nicht  von 
den  Gleichungen  (8),  p.  169,  welche  früher  die  Cosinus  der  Richtungs- 
winkel der  Hauptaxen  lieferten;  denn  man  hat  z.  B.: 

(r--r)(r"-A-).=  f'^-^'><'-/"»^-''"')      =-(^) 

==z^,,(A')  +  z/,,(A')  +  ^33(n 

Die  Ausführung  dieser  Transformation  ist  völlig  unabhängig  von 
der  Lage  des  Anfangspunktes  im  Räume,  denn  sie  ist  ausschliess- 
lich in  der  unendlich  fernen  Ebene  durchgeführt;  sie  hat  also  ihre 
Bedeutung  nicht  nur  für  die  Mittelpunktsflächeu,  sondern  auch  für 
die  Paraboloide  und  Cy linder,  was  mit  Obigem  übereinstimmt  (p.  175 
und  p.  180);  nur  wird  bei  letzteren  Flächen  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung (5)  gleich  Null. 

Die  Bestimmung  des  gemeinsamen  Polardreiecks  wurde  nur 
unmöglich  oder  unbestimmt,  wenn  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Glei- 


Nr.  621  f.);  ihm  verdankt  man  überhaupt  die  Einführung  des  imaginären  Kugel- 
kreises (ib.  Nr.  619  ff.). 
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chuiig  zusammenfallen,  d.  h.  wenn  sich  die  beiden  Kegelschnitte  be- 
rühren. Da  der  unendlich  ferne  Kugelkreis  imaginär  ist,  so  kann 
eine  solche  Berührung  hier  auch  nur  in  einem  imaginären  Punkte 
stattfinden;  da  ferner  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  unserer  Fläche 
entweder  reell  ist  oder  doch  durch  eine  Gleichung  mit  reellen  Coef- 
ficienten  dargestellt  wird,  so  muss  in  dem  conjugirt  imaginären 
Punkte  gleichzeitig  Berührung  eintreten.  Der  Fall  einer  Berührung 
zweiter  Ordnung  an  einer  Stelle  ist  aus  demselben  Grunde  auszu- 
schliessen,  wie  derjenige  einer  einzelnen  Berührung.  Es  bleibt  also 
nur  die  Möglichkeit  einer  Berührung  an  zwei  getrennten  Stellen; 
dieser  einzige  Ausnahmefall  muss  die  Rotationsflächen  liefern;  und  in 
der  That  ist  für  ihn  das  gemeinsame  Polardreieck  nicht  unmöglich 
sondern  unbestimmt  geworden:  Eine  Ecke,  der  Pol  der  Berührungs- 
sehne, ist  fest,  die  zweite  Ecke  kann  auf  dieser  Sehne  willkürlich 
gewählt  werden,  wodurch  dann  die  dritte  bestimmt  ist.  Die  erste 
Ecke  gibt  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Rotationsaxe;  die  Un- 
bestimmtheit der  zweiten  Ecke  entspricht  der  willkürlichen  Lage 
der  zweiten  Hauptaxe  bei  den  Rotationsflächen.  Jede  Ebene,  deren 
unendlich  ferne  Gerade  mit  der  Berührungssehne  zusammenfällt, 
steht  senkrecht  zur  Rotationsaxe  (nach  der  eben  gegebenen  De- 
finition, p.  184)  und  schneidet  die  Fläche  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  durch  die  beiden  auf  dem  Kugelkreise  gelegenen  Berührungs- 
punkte hindurchgeht,  d.  h.  in  einem  Kreise.  Nur  beim  einschaligeu 
(geradlinigen)  Hyperboloid  ist  dieser  Kreis  stets  reell;  bei  den  anderen 
Rotationsflächen  kann  er  imaginär  sein,  kann  auch  (wenn  die  Fläche 
von  der  Ebene  berührt  wird)  in  ein  imaginäres  Linienpaar  ausarten, 
dessen  reeller  Scheitel  dann  einen  unendlich  kleinen  Parallelkreis 
repräsentirt.  Eine  Botationsfläche  zweiter  Ordnung  ist  hiernach  da- 
durch charaliterisirt ,  dass  ihr  unendlich  ferner  Kegelschnitt  den  imagi- 
nären Kugelkreis  in  zwei  Punkten  herührt. 

Man  ersieht  aus  vorstehender  Erörterung,  dass  man  die  Zahl 
der  verschiedenen  Klassen  von  Flächen  zweiter  Ordnung  noch  um 
zwei  vermehren  müsste,  wenn  man  auch  Flächengleichungen  mit 
imaginären  Coefficienten  zulassen  wollte;  doch  pflegt  man  dies  zu- 
nächst nicht  zu  thun,  da  solche  Gleichungen  nicht  direct  geometrisch 
verwendbar  sind. 

Wendet  man  bei  den  Rotationsflächen  wieder  die  Gleichungen  (6) 
zur  Transformation  an,  und  soll  die  X-Axe  zur  Rotationsaxe  werden, 
so  sind  /3/,  ßg',  ß^'  die  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  Y-Z-Ebeue,  d.  h.  die  Coordinaten  der  Berührungssehne,  und  man 
kann   dieselben  aus   den  auf  Seite  139   des  ersten  Bandes  gegebenen 
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Gleicliungeu  entnehmen.     Ist  l'  die  einfache,    l"   die   Doppelwurzel, 
so  wird 

/Q\         13  '2  ^W^')  li'a'   ^12  (''-')  /?'/?'  ^13  (^  )      . 

Diese  Werthe   stimmen   mit  den   in  (Ha),  p.  170  auftretenden  Coef- 
ficienteu  überein,  indem 

Tn  der  That  war  z//^-(A")  =  0;  also  kann  man  setzen: 

^n  ('i)  =  («..  -  '^)  («33  -  ^)  -  «.a'  =  ^n  -  '^(«.2  +  «33)  +  ^' 

=  (A-r')(A  -  ft), 

^12 W  =  «23«31   —  «21  (%3  —  A)  =  J5i2  +   Acf,.^  =  «i^  (A   —  X") , 
^13  W  =  -^13  +   ^^«13  =  «13  (^  —  ^"), 

worin  Biu   die  ünterdeterminanten  der  Determinante  A^^  bezeichnen. 
Es  ist  ferner 

X'  4-  2A"  =  «1,  4-  a,2  +  «33,       fi  +  A"  =  «22  +  «33, 
also 

^ii(^')  =  (^'  -  n  (^'  -  f*)  =  {^'  -  n  («11  -  n, 

lind  somit: 

Pi    —  r-r''    P1P2— x'-A"'    P1P3— r-r'' 

übereinstimmend  mit  den  früheren  Resultaten,  da  A"  =  (?,  A'  =  ()  zu 
setzen  ist. 

Schon  das  Beispiel  der  Rotationsflächen  lässt  in  der  eben  be- 
sprochenen Weise  erkennen,  dass  auf  unserer  Fläche  zweiten  Grades 
eine  jede  Ebene  einen  Kreis  ausschneidet,  welche  den  unendlich 
fernen  Kegelschnitt  der  Fläche  und  den  imaginären  Kugelkreis  in 
denselben  beiden  Punkten  trifft,  d.  h.  welche  durch  eine  gemein- 
schaftliche Sehne  beider  Kegelschnitte  hindurchgeht.  Berühren  sich 
letztere  nicht,  so  gibt  es  sechs  solche  Sehnen,  die  sich  in  drei  Paare 
anordnen  (vgl.  Bd.  I,  p.  122  ff.).  Es  gibt  also  sechs  Scliaaren  von 
ParoMelebenen ,  welche  eine  Fläche  siveiten  Grades,  die  nicht  Rotations- 
fläche ist,  in  Kreisen  treffen.  Insbesondere  kann  eines  dieser  Sehnen - 
paare  mit  dem  Kegelschnitte  f=0  identisch  sein;  dann  schneiden 
die  zugehörigen  Ebenen  die  Fläche  in  je  einer  Schaar  von  Erzeugen- 
den; auf  den  Paraholoiden  gibt  es  daher  nur  noch  vier  Schaaren  von 
Kreisschnitten. 

Die  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  f  =  0  und  (p  =  0  sind 
einander  paarweise  conjugirt  imaginär,  da  qp  =  0  selbst  eine  imaginäre 
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Curve  darstellt.  Nur  eines  der  drei  Sehuenpaare  ist  daher  reell; 
und  auf  dem  Ellipsoide,  den  beiden  Hyperboloiden  und  dem  Kegel 
gibt  es  nur  zivei  ScJiaarcn  reeller'  KreisscJmitte,  deren  jede  durch  ein 
System  von  parallelen  Ebenen  bestimmt  wird.  Die  beiden  Sehnen  jedes 
Paares  treffen  sich  in  einer  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks; 
also  durch  jede  Hauptaxe  gehen  gwei  Kreisschnitte  hindurch;  aber  nur 
für  eine  Axe  sind  dieselben  reell;  beim  Kegel  sind  diese  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Kreisschnitte  natürlich  in  imaginäre  Linien- 
paare ausgeartet.  Dadurch  ist  eine  Axe  vor  den  beiden  übrigen  aus- 
"•ezeichnet;  wir  haben  dieselbe  bei  den  einzelnen  Flächen  zu  be- 
stimmen. 

Es  seien 

/■=  A'X^  +  A"  T'  +  A"'Z2  =  0, 

die  Gleichungen  der  beiden  unendlich  fernen  Kegelschnitte;  dann 
handelt  es  sich  um  die  drei  Sehnenpaare: 

(A"  —  A')r'  +  (A'"-  A')^'  =  0, 

(A'"-  A")  Z^  +   (A'  -  X")X^  =  0, 

(A'  —  A'")X2+  (A"  —  A"')3^=  0. 

In  allen  Fällen  sei  a  ^  b  ^  Cj  dann  ist  beim  Ellipsoide 

X'  =  a-2,      A"  =  Ö-2,      A'"  =  c-2, 

also  das  mittlere  Paar  reell.    Für  das  einschalige  Hyperboloid  hat  man 

A'  =  a-S       A"  =  &-2,       A"'  =  —  c-% 

und   das  erste  Paar  ist  reell.     Beim  zweischaligen  Hyperboloide  sei 

A'  =  a-',       A"  =  —  &-^       A'"  =  —  c-2; 

das  mittlere  Linienpaar  ist  reell. 

Beim  Ellipsoide  hann  man  also  zivei  reelle  Kreisschnittebenen  durch 
die  mittlere  Hauptaxe  legen,  beim  einschdligen  Hyperboloide  durch  die 
grosse  Axe  der  Kehlcllipse  (vgl.  p.  173),  beim  giveischaligen  Hyperboloide 
durch  diejenige  Axe,  tvelche  senkrecht  steht  su  der  flacheren  der  beiden 
Hyperbeln,  die  von  zweien  der  Hauptschnitte  bestimmt  iverden. 

Es  ist  noch  hervorzuheben,  dass  bei  letzterer  Fläche  die  beiden 
Kreisschnittebenen  zwar  reell  sind,  nicht  aber  die  betreffenden  Kreise. 
Die  dem  Mittelpunkte  zunächst  liegenden  Ebenen  der  beiden  Parallel- 
schaaren  treffen  das  Hyperboloid  nämlich  nicht;  je  zwei  Ebenen  in 
jeder  Seh  aar  berühren  sodann  die  Fläche,  und  erst  die  weiteren 
Ebenen  schneiden  wirklich  reelle  Kreise  aus.    In  der  That,  legt  man 
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die  Gleichung  (19)  j).  172  zu  Grunde,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
der  beiden  reellen  Kreisschnittschaaren  in  der  einen  Gleichung 


(9)  ^<^  +  ^x±^^^Z  +  p 


0 


zusammenfassen,  wo  p  einen  variaheln  Parameter  bedeutet.  Die  Pole 
dieser  Ebenen  bilden  die  zur  gemeinsamen  unendlich  fernen  Sehne 
conjugirte  Polare;  ihre  Coordinaten  sind 


|i/a^  +  ö%  0,  +^y&^ 


„2  . 


die  conjugirte  Polare  durchsetzt  die  Fläche  in  den  beiden  Punkten, 
in  welchen  ein  Kreis  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht  (d.  h.  Be- 
rührung einer  Ebene  stattfindet);  ,onan  findet. für  diese  Schnittpunkte, 
die  sogenannten  „Kreispunkte"  ^oder  „Nahelpunkte"  des  einschaliyen 
Hyperboloids,  die  Coordinaten: 


(10)     z  =  ±a-|/^|;,    r=o,.,  z  =  ±^K^ 


-\-  c^  '■;         -.-     — ■       Y   cir  -\-  c^ 

Eine  ganz  ähnliche  üeberlegung  gilt  für  das  reelle  Ellipsoid;  die 
Schaaren  reeller  Kreisschnitte  sind:  ' 


(11)  y^z^x+y^^^^z-\-p=o, 

und  die  Coordinaten  der  Nahelpunkte  des  Ellipsoids: 


(12)       X^±ay^^„     r=0,     ^=±.K- 


Hier  liefern  die  dem  Mittelpunkte  zunächst  liegenden  Ebenen  des 
Büschels  (11)  reelle  Kreise,  die  über  die  Nabelpunkte  hinaus  ent- 
fernten dagegen  treffen  das  Ellipsoid  nicht. 

Auf  dem  einschaligen  Hyperboloide  (18),  p.  172  werden  die  Kreis- 
schnitte durch  die  Ebenen 


(13)  >^-iL^-r  +  ?^^^^^-fi)  =  o 

ausgeschnitten.     Das  einsclialige  Hyperholoid  hesitst  keine  reellen  Kreis- 
punkte; alle  Ebenen  (13)  treffen  die  Fläche  in  reellen  Kreisen*). 


*)  Die  Kreisschnitte  auf  dem  Ellipsoide  wurden  von  d'Alembert  gefunden 
(Opuscules  mathdmatiques,  t.  VII,  Paris  1780,  p.  163),  auf  den  anderen  Flächen 
von  Monge  und  Hachette  (1802,  Journal  de  l'ecole  polytechnique,  cah.  11, 
p.  161  flf.),  mit  Hülfe  des  imaginären  Kugelkreises  von  Poncelet  (Traitö  des 
proprietes  projectives,  Nr.  621).  Die  auf  dem  allgemeinen  Kegel  gelegenen 
Kreise  fand  schon  ApoUonius  von  Pergae  (Conica  I,  5).  —  Die  beiden  Schaaren 
von  Kreisschnitten  kann  man  sehr  gut  zur  Anschauung  bringen,  indem  man 
eine  Anzahl  von  Kreisen  jeder  Schaar  aus  Carton  ausschneidet  und  dann  in  ge- 
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Dass  beim  reellen  Kegel  (schiefen  Kreiskegel)  ebenfalls  zwei 
reelle  Kreisschnittschaaren  existiren,  ist  unmittelbar  deutlich;  die 
Nabelpunkte  fallen  in  die  Spitze  zusammen. 

Etwas  anders  gestalten  sich  diese  üeberlegungen  bei  den  Para- 
boloiden.  Ist  das  unendlich  ferne  Linienpaar  imaginär,  so  erlauben 
seine  Schnittpunkte  mit  dem  imaginären  Kugelkreise  noch  zwei  reelle 
Verbindungslinien.  Das  elliptische  Paraboloid  hesiUt  daher  swei  reelle 
Kreisschnittschaaren;  gleiches  gilt  für  den  elliptischen  Gylinder.  Geht 
man  von  der  Gleichung  (5),  p.  175  aus,  so  sind  die  Gleichungen  der 
drei  Linienpaare,  um  die  es  sich  handelt. 

Eines   dieser  Paare   ist  reell   beim   elliptischen   Paraboloide;   die   be- 
treffenden Kreisschaaren  werden  gegeben  durch 


(14)  yQX±yQ"-Q'z-\-p  =  o, 

wenn  etwa  ()">p';  es  ergeben  sich  0wei  NabelpunMe  mit  den  Coor- 
dinaten: 


(15)         x  =  -^^^-=;-^,    Y=0,   Z=^h/'" 

2  p 


Vq'q" 

Ist  das  unendlich  ferne  Linienpaar  der  Fläche  reell,  so  ist  es 
mit  dem  ersten  der  drei  angegebeneu  Paare  identisch:  auf  dem  hyper- 
holischen  Paraboloide  und  dem  hyherholiscJien  Gylinder  gibt  es  daher  keine 
reellen  Kreisschnitte  und  NabelpunMe. 

Wird  schliesslich  die  unendlich  ferne  Ebene  von  der  Fläche  längs 
einer  geraden  Linie  berührt,  so  fallen  zwei  Sehnenpaare  in  diese 
eine  Doppellinie  zusammen,  das  dritte  wird  zu  einem  Paare  imaginärer 
Tangenten  des  Kugelkreises;  die  durch  sie  bestimmten  Ebenen  liefern 
nicht  Kreise,  sondern  imaginäre  Parabeln;  auf  dem  parabolischen 
Cylinder  gibt  es  folglich  weder  reelle  noch  imaginäre  Kreisschnitte. 


•wisser  Weise  mittelä  gemachter  Einschnitte  in  einander  steckt;  man  stellt  sich 
so  ein  Modell  der  Fläche  direct  aus  ihren  Kreisschnitten  her;  durch  Ausgiessen 
mit  Gyps  kann  man  dann  weiter  zu  festen  Gypsmodellen  gelangen;  beim  hyper- 
bolischen Paraboloide  treten  gerade  Linien  an  Stelle  der  Kreise,  man  kann  daher 
auch  die  zugehörigen  Schaaren  von  parallelen  Ebenen  in  analoger  Weise  be- 
nutzen; bei  Rotationsflächen  ist  das  Verfahren  nicht  anwendbar.  Dasselbe  ist 
angegeben  von  0.  Henrici,  on  the  construction  of  cardboard  modeis  of  surfaces 
of  the  second  order,  professorial  Dissertations  for  1871  —  1872,  University  College, 
London.  In  dieser  Weise  (nach  Angaben  von  A.  Brill)  hergestellte  Cartonmodello 
sind  von  der  Verlagshandlung  von  L.  Brill  in  Darmstadt  zu  beziehen. 


Die  Fläoben  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  191 

Ganz  dasselbe  Zusammenfallen  von  zwei  Sehnenpaaren  tritt  auch 
bei  den  Rotationsflächen  ein,  wie  nach  dem  Obigen  sofort  klar  ist; 
auf  denselben  gibt  es  also  ausser  den  Parallellcreisen  weder  reelle  noch 
imaginäre  Kreisschnitte. 

Die  hier  gegebene  Behandlung  metrischer  Relationen  mit  Hülfe 
des  imaginären  Kugelkreises  wird  die  Brauchbarkeit  der  Methode, 
insbesondere  der  Interpretation  des  rechten  Winkels  durch  harmo- 
nische Theilung,  hinreichend  klar  gelegt  haben.  Man  kann  aber 
weiter  gehen  und  ähnliche  Betrachtungen  für  beliebige  Winkelrela- 
tionen anstellen. 

Es  war  nämlich  der  Winkel  zweier  Ebenen  u,  v,  tv  und  n',  v',  tv' 

uu'  +  vv'  -\-  ww'                                     II 
w  =  arccos  —  — ,  =  arccos 

'  •./.■>       1       .9       1       ...9      i/..'S       I       .    '2       I       ...'2 


Yu^  -f  v^  +  iv"-  ]/u'^  +  v'2  +  ?o'^  Vgl 


.....  i,     h-Vh'-gl 

(16)  =  s  log ,  ? 

WO  i  =  ]/ —  1  und 

H  =  uu' -{- vv' -\- ww' ,     (r  =  w" -j- ü'-^  +  w%     L  =  u''-^  -jrv"^  -\-tv'^ . 

Nun  ist  früher  (p.  134)  das  Doppelverhältniss  zweier  beliebigen  Punkte 
Xj  y  und  der  beiden  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie  mit  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  berechnet.  Nach  dem  Principe  der  Dualität 
bleibt  dieselbe  Formel  gültig  für  das  Doppelverhältniss  zweier  Ebenen 
V,  w  und  der  beiden  Ebenen  ihres  Büschels,  welche  eine  gegebene 
Fläche  zweiter  Klasse 

(17)  UUAikUiUk  =  0 
berühren;  dasselbe  ist  also  (vgl.  unten  p.  196): 

(18)  a  == ^; 

^     ^  H  +  YH^  —  GL 

wenn 

G  =  2J2JAaViVk,     L  =  SEAikWiWk, 

H=  UUAikViWk. 
Die  frühere  Formel  für  das  Doppelverhältniss  wird  nicht  gestört, 
wenn  die  Fläche  insbesondere  ein  Kegel  ist;  so  bleibt  auch  (18) 
gültig,  wenn  die  Fläche  zweiter  Klasse  (17)  in  einen  Kegelschnitt 
ausartet  (vgl.  p.  23 ff.).  Geht  man  nun  von  homogenen  Coordinaten 
zu  rechtwinkligen  über,  und  nimmt  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 

in  der  Form  (2)  an,  so  wird  cp  =  -  log  a. 

Der   WinJcel  zweier  Ebenen  ist  also  gleich  -  mal  dem  natürlichen 
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Logarithmus  des  Doppelverhältnisses,  welches  durch  sie  und  durch  die- 
jenigen zwei  Tangentenebenen  des  imaginären  Kugelkreises  bestimmt  wird, 
die  durch  die  Schnittlinie  der  gegebenen  Ebenen  hindiirchgehen*). 

Dieses  Doppelverliältniss  ist  dasselbe,  welches  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  bestimmt  wird  durch  die  beiden  unendlich  fernen  Ge- 
raden unserer  Ebene  und  die  beiden  Tangenten,  welche  der  imaginäre 
Kugelkreis  durch  den  Schnittpunkt  beider  Geraden  hindurchschickt; 
man  kann  also  in  der  That  jede  Ebene  parallel  zu  sich  verschieben, 
ohne  den  Winkel  zu  ändern.  Dasselbe  Doppelverhältniss  wird  auch 
durch  die  Schnittpunkte  gedachter  vier  Geraden  mit  der  Berührungs- 
sehne der  beiden  Tangenten  (Polare  des  unendlich  fernen  Punktes 
der  Axe  beider  Ebenen^  bestimmt,  also  auch  durch  die  Verbindungs- 
linien dieser  vier  Punkte  (von  denen  ja  zwei  auf  dem  Kugelkreise 
liegen)  mit  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes,  z.  B.  mit  einem 
Punkte  der  Axe;  die  Ebene  der  letzteren  vier  Linien  steht  aber  senk- 
recht' zur  Axe  der  Ebenen  und  zwei  von  ihnen  liegen  in  diesen  Ebenen; 
also  ist  der  Winkel  sweier  Ebenen  auch  gleich  dem  Winkel  ihrer  beiden 
Schnittlinien  mit  einer  zu  beiden  senkrechten  Ebene,  wie  aus  den  Ele- 
menten bekannt  ist. 

Der  Sinus  des  Winkels  ip  einer  Ebene  und  einer  Geraden  ist 
gleich  dem  Cosinus  des  Winkels  der  Ebene  gegen  eine  zur  Geraden 
senkrechte  Ebene;  letzterer  wird  in  genannter  Weise  gemessen  durch 
das  Doppelverhältniss  der  unendlich  fernen  Geraden  der  gegebenen 
Ebene,  der  Polaren  des  unendlich  fernen  Punktes  der  gegebenen  Ge- 
raden und  der  beiden  von  ihrem  Schnittpunkte  ausgehenden  Tangenten 
au  den  Kugelkreis;  und  dies  Doppelverhältniss  ist  dasselbe  wie  das  der 
Pole  beider  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis 
und  der  Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie  mit  diesem  Kreise. 
Sind  nun  Xq,  y^,  s^  und  x^,  y^,  s^  zwei  Punkte  der  gegebenen  Linie, 
so  hat  ein  beliebiger  Punkt  derselben  die  Coordinaten 

1  +  i   ' 

die  Coordinaten  des  unendlich  fernen  PunJctes  (A  =  —  1)  verhalten  sich 
also  tvie  x^  —  ^o  •  2/i  — Vq'  ^i  —  ^o>  ^-  ^*'  ^^'^  ^^^  Plück  er 'sehen  Linien- 
coordinaten  p,  q,  r  der  Geraden  (p.  43).  Somit  ist  in  üeberein- 
stimmung  mit  (31),  p.  13: 


(19)  -  —  ^  =  -  log  ^ V^        -^- ; 

wo 


*)  Nach  Laguerre,  vgl.  Bd.  I,  p.  148. 
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Q  =  tip  -\-  vq  -\-  ivr ,     P  =  u^  -{-  v^  -{-  w'^ ,     R  =  'p'^  +  2^  +  ^'^ ; 

denn  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  u^  v,  w  in 
Bezug  auf  den  Kugelkreis  hat  eben  wieder  die  Coordinaten  u,  v,  w. 
Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  derselbe,  wie  der  zweier  zu  ihnen 
bez.  parallel  gezogenen  und  sich  schneidenden  Linien  (p.  7),  hängt  also 
nur  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  ab;  er  ist  zu 
messen  durch  das  Doppelverhältniss ,  welches  durch  sie  und  die 
Schnittpunkte  ihrer  Verbindungslinie  mit  dem  Kugelkreise  bestimmt 
wird,  also  gleich 

(20)  llogi^gZgg, 

wenn  p,  q,  r,  7t,  x,  q  und  p',  q,  r',  %\  k,  q'   die  Plück er' sehen 

Liniencoordinaten  der  beiden  Geraden  sind,  und  wenn: 

Q  =  pp' -\- qq  -\- rr' ,       R  =  p^ -\- q^ -\- r"^ ,       P  =  p'^ -\- q^^ -\- r'^^ . 

Im  Vorstehenden  haben  wir  diejenigen  Fälle  eingehend  besprochen, 
in  denen  der  Kegelschnitt  (4)  eine  solche  specielle  Lage  gegen  den 
imaginären  Kugelkreis  (3)  einnimmt,  dass  dadurch  die  Transformation 
auf  die  Hauptaxen  unbestimmt  wird.  Im  Sinne  der  Invariantentheorie 
ist  aber  ebensowohl  jeder  Fall  in  Betracht  zu  ziehen,  in  dem  zwischen 
den  simultanen  Invarianten  der  beiden  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
eine  besondere  Relation  stattfindet.  Diese  simultanen  Invarianten 
sind  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  A  in  dem  durch  (5)  gegebenen 
Ausdrucke  ^(A);  sei  also: 

(21)  z/(A)  =  Ao  +  3A  Ai  +  3A2  A2  +  A'^  A3 , 
so  ist*): 

Aq  =  ^44;  oAj  ==  a^]^a^2       ^12   "I    ^22^3       %3     \    '^33^11        ^'u" } 

A3  =  —   1  ,  3  A2  =  «11   +  «22  +  %3  • 

Aus  ihnen  bildet  man  zwei  absolute  Invarianten: 

A   2  A   2 

(22)  A,=/V'     A2=   ^^     - 


AoA/      "2         A1A3 

Durch  diese  dbsoltden  Invarianten  sind  dann  die  Längen  der  Haupt- 
axen bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor  bestimmt;  nach  den  invarianteu- 
theoretischen  Entwicklungen  kann  man  sich  dies  etwa  in.  folgender 
Weise  vermittelt  denken  (Bd.  I,  p.  302).  Es  seien  y',  y",  y'"  die 
Wurzeln  der  Gleichung 


*)  Vgl.  hier  und  im  Folgenden  Bd.  I,  p.  291  fF.     Die  Invarianten  Aq,  Aj  , 

A2 ,  A3  müssen  mit  6  multiplicirt  werden ,  um  die   dort   benutzten  Invarianten 
Am  Ai2»  A22?  -^222  ^^  geben. 

Clebsch,  Vorlesungen.  II,  1.  13 
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f  +  3  (l  +  3A,A,)  y^  +  A  [i  _  3A, A,  (l  -  9A,  -  OA^)]  y 

dann  findet  man  aus  den  Gleichungen 

r'-i^^^'  y'-i^^:^'  r-if^^i 

die  drei  Doppelverhältuisse  a' ,  a" ,  a"  der  drei  Punktquadrupel, 
welche  von  den  beiden  Kegelschnitten  auf  den  drei  Seiten  des  ge- 
meinsamen Polardreiecks  ausgeschnitten  werden.  Durch  diese  Doppel- 
verhältnisse werden  aber  die  Winkel  der  drei  Linienpaare  gemessen, 
in  denen  der  Asymptotenkegel  unserer  Fläche  (dessen  Spitze  im 
Mittelpunkte  liegt  und  der  auf  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
der  Fläche  steht)  die  drei  Hauptdiametralschuitte  derselben  durch- 
setzt.    Diese  drei  Winkel  sind  also 

9P'=|l0g/;      ^^''^I^Og/',      9)'"=|log/". 

So'  werden  diese  Winkel  einmal  durch  die  absoluten  Invarianten  be- 
stimmt, das  andere  Mal  durch  die  Wurzeln  von  z/(/l)=0,  d.  h. 
durch  die  Längen  der  Hauptaxen;  denn  es  war  auch: 

,  _  {i"  -f  i'"?        n  __  {i'"  -f  i'Y       n,  _  (r  4-  i'y 

^    ~~      4X"X"'      '       ^  41'"  A''       ^      ~      ^l' l" 

Verschwindet  insbesondere  die  Invariante  Ao,  so  kann  man  dem 
Kegelschnitte  (4)  unendlich  viele  Dreiecke  einschreiben,  welche  Polar- 
dreiecke in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  sind.  Hs  ist  daher 
Ag  =  0  die  Bedingung  dafür,  dass  man  auf  dem  Asym-ptotenlcegel  un- 
endlich viele  Tripel  von  einander  rechtivinMig  schneidenden  Geraden 
bestimmen  kann;  gleichzeitig  gibt  es  dann  in  jedem  Systeme  von 
Erzeugenden  der  Fläche  unendlich  viele  Tripel  von  zu  einander 
rechtwinkligen  Geraden. 

Verschwindet  die  Invariante  A^,  so  kann  man  der  Curve  (4) 
unendlich  viele  Dreiecke  umschreiben,  welche  Polardreiecke  in  Bezug 
auf  (3)  sind,  A^  =  0  ist  folglich  die  Bedingung  dafür,  dass  man  an 
die  gegebene  Fläche  unendlich  viele  Tripel  von  su  einander  senkrechten 
Asymptotenebenen  legen  kann*).  Das  Hyperboloid  heisst  in  dieseiu 
Falle  gleichseitig. 

Die  Bedingungen  A^  =  0,  A^  ==  0  können  bei  Gleichungen  mit 


*)  Vgl.  Plücker,   System   der  Geometrie   des  Raumes   p.  15G  (Düsseldorf 

1846),   sowie  für  diesen  und  den  vorhergeliendeu  Satz:    Salmon,   Geometry  of 

three  dimensions,    art.  201  (Dublin  1865);    art.  211    in  Bd.  1  der  deutschen  Be- 

-arbeitung  von  Fiedler  (Leipzig  1874);   vgl.  auch  H.  Vogt,  Crelle's  Journal,  Bd.  8G. 
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reellen   Coefficienten   nie   gleichzeitig   erfüllt  sein,    da   sonst  X'  -f-  A" 
-j-  A"'=  0  und  A'-  +  A"^  4-  A"'2=  0  folgen  würde. 

Eine  andere  bemerkenswerthe  Besonderheit  entsteht,  wenn  der 
Pol  einer  der  gemeinsamen  Sehnen  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis  selbst  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte  (4)  unserer 
Fläche  angehört.     Die  Gleichung  einer  solchen  Sehne  ist 


■j/A'  -  A"  X  +  j/A"  —  A'"  i;  =  0 , 
die    homogenen    Coordinaten    ihres    Poles    in    Bezug    auf    (3)    sind 
}/A'—  A",   0,   ]/Ä"  — A'";   soll  der  Pol  auf  /'=  0  liegen,   so  folgt 

A'  (A'  -  A")  +  A'"  (A"  -  A'")  =  (A'  —  A'")  (A'  —  A"  +  A'")  =  0. 
Soll  diese  Bedingung  rational  in  den  Coefficienten  ausgedrückt  werden, 
so  muss  man  das  Product  aller  analogen  Ausdrücke  gleich  Null  setzen, 
um  eine  symmetrische  Function  zu  erhalten;  also: 

(A'  _  A"  +  A'")  (A'  —  A"  —  A'")  (A'  +  A"  -  A'")  =  (A'  +  A"  +  A'")^' 

~  4(A'  +  A"  +  A"')  (A'A"  +  A"A"'  +  X"  X)  +  8A'A"A"', 
oder: 
(23)  33Ai2  —  2^ .  32Ai  A^  Ao  +  2^  •  AsA^^  =  0 . 

Wenn  aber  der  Pol  auf  /"  =  0  liegt,  so  stehen  die  durch  unsere 
Sehne  zu  legenden  Kreisschnitte  (vgl.  p.  187)  auf  allen  Linien  senk- 
recht, die  ihren  unendlich  fernen  Punkt  in  dem  Pole  haben;  folglich: 

Wenn  die  Bedingung  (23)  erfüllt  ist,  so  gibt  es  auf  der  Fläche 
Bwei  Erzeugende,  die  zu  einer  der  sechs  Kreisschnittschaaren  senkrecht 
stehen. 

Bei  dem  geradlinigen  Hyperboloide  kann  dies  für  eine  reelle 
Erzeugende  und  ein  reelles  Kreisschnittsystem  vorkommen,  nämlich, 
wenn  in  (18),  p.  172: 

i  -  ^  +  i  =  0 

Das  einschalige  Hyperboloid  heisst  dann  orthogonal*).     Etwas  ähn- 


*)  Nach  Schröter:  Crelle's  Journal  Bd.  85, 1878.  Dasselbe  Hyperboloid  wird 
erzeugt  von  einem  Punkte,  dessen  Abstände  von  zwei  festen  sich  nicht  schnei- 
denden Geraden  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  wie  Chasles  gezeigt  hat, 
Liouville's  Journal,  t.  1,  1836.  Das  orthogonale  Hyperboloid  wird  auch  erzeugt 
von  einer  Geraden,  welche  sich  so  bewegt,  dass  man  durch  sie  immer  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Ebenen  legen  kann,  die  bez.  durch  zwei  feste  Gerade 
hindurchgehen;  vgl.  Steiner,  Crelle's  Journal  Bd.  2,  p.  292  (1827;  gesammelte 
Werke,  Bd.  1,  p.  162).  Synthetisch  ist  die  Fläche  von  Schönfliess  (Schlö- 
milch's  Zeitschrift,  Bd.  23  und  24)  behandelt,  von  Schröter  a.  a.  0.  und  von 
Fiedler  (Darstellende  Geometrie  Bd.  2,  p.  287  f.).  Das  „gleichseitige"  hyper- 
bolische Paraboloid  betrachtet  Steiner  in  den  „Systematischen  Entwicklungen" 
(Ges.  Werke,  Bd.  1,  p.  880  ff.). 

13* 
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liches  kann  natürlich  beim  hyperbolischen  Paraholoide  reell  eintreten; 
wenn  nämlich  der  Pol  der  einen  unendlich  fernen  Geraden  desselben 
in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  auf  der  anderen  liegt;  dann  sind  beide 
Gerade  conjugirte  Polaren,  die  durch  sie  gehenden  Ebenen  daher 
senkrecht  auf  einander:  jede  Erzeugende  der  einen  Art  steht  senkrecht 
0u  jeder  Erzeugenden  der  anderen  Art. 

VIII.   Dualistisches. 

Gemäss  dem  Principe  der  Dualität  hätten  wir  ebensowohl  von 
einer  Gleichung  zweiter  Klasse 

(1)  UUAikUiUk  =  0  oder  symbolisch  (Z!AiUiy=0 
ausgehen  können,  wie  von  einer  solchen  zweiter  Ordnung;  denn  wir 
wissen,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  (Kegel  und  Ebenenpaar 
ausgenommen)  auch  von  der  zweiten  Klasse  ist  (p.  39  f.  und  137  f.). 
Die  Discussion  dieser  Gleichung  hätte  uns  ebenfalls  alle  Eigenschaften 
der  Flächen  zweiten  Grades  liefern  müssen,  nur  in  anderer  Reihen- 
folge und  Gruppirung. 

Statt  die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  der  Fläche  zu 
suchen  (vgl.  p.  133),  würden  wir  als  erste  Aufgabe  die  Bestimmung 
der  leiden  durch  eine  gegebene  Gerade  su  legenden  Tangentialebenen  zu 
behandeln  haben. 

Es  sei  die  gegebene  Gerade  durch  die  Ebenen  v  und  w  bestimmt; 
wir  setzen 

G  =  Ei:A.i,ViVk    =  {I^AiV^\ 
L  =  ZSAiT^WiiVk  =  (UAiWiY, 
H=  EZAikVitVk  =  EAiViEAkiVk] 
die  Coordinateu  der  beiden  gesuchten  Ebenen  sind  daher 

(2)  QUi  =  Vi-{'  ilWi, 

wenn  ft  durch  die  Gleichung 

(3)  ii^L-^2^H-]-G  =  0 

bestimmt  wird.  Wie  muss  nun  die  Ebene  iv  liegen,  damit  sie  mit 
einer  gegebenen  Ebene  v  einerseits  und  den  beiden  Ebenen  (2)  anderer- 
seits ein  bestimmtes  Doppelverhältniss  a  bilde? 

Es  ergibt  sich,  ganz  wie  früher,  die  Gleichung  (vgl.  p.  134) 

(4)  («  +  lyGL  ~  4aH'  =  0, 

eine  Fläche  zweiter  Klasse,  die  von  den  betreffenden  Ebenen  tv  um- 
hüllt wird.  Dieselbe  artet  in  einen  doppelt  zählenden  Punkt,  II'^  =  0, 
den  Pol  der  Ebene  v,  aus,  wenn  a  =  —  1,  d.  h.  wenn  das  Doppel- 
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verhältniss  harmonisch  ist.  Die  Coordinateii  des  Poles  von  v  sind 
die  Coefficieuten  der  Gleichung  11  =  0,  d.  h. 

(5)  6yi  =  AiiVi  +  Ai2V2  +  Äisv-i  +  Än_v.i . 

Für  a  =  -\-  1  ergibt  sich  die  Gesammtheit  der  Ebenen  w,  deren 

Schnittlinien  mit  v  Tangenten  der  Fläche  sind  (p.  143),  d.  i.  die  Gleichung 

der  Schnittciirve  unserer  Fläche  (1)  mit  der  Ebene  v  in  Ebenencoor- 

dinaten  iv,  nämlich: 

GL  —  H'  =  0; 

diese  Curve  entspricht  dualistisch  dem  in  Gleichung  (10),  p.  135  auf- 
gestellten Tangeutenkegel.  Man  erkennt  auch  hier  leicht,  dass  sich 
alle  Flächen  des  Systems  (1)  in  dieser  ebenen  Curve  zweiter  Ord- 
nung berühren.  Das  System  ist  also  mit  dem  früher  betrachteten 
(ß  +  lfFB  —  4:aQ'  =  0 

vollkommen  identisch,  eine  Identität,  welche  man  in  derselben  Weise 
eingehender  nachweisen  kann,  wie  dies  bei  der  analogen  Aufgabe 
der  ebenen  Geometrie  geschah  (Bd.  I,  p.  116  flF.). 

An  die  Gleichung  H  ==  0  lässt  sich  wiederum  die  Polarentheorie 
anknüpfen,  führt  aber  nicht  zu  neuen  Resultaten.  Hervorgehoben  sei 
nur  die  aus  (5)  abzuleitende  Gleichung  der  Fläche  (1)  in  Pimldcoordi- 
naten  y,  als  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Ebene  v  und 
Pol  y,  nämlich: 

(6)  ^^^-.kyiyk  =  0, 

wenn  A^vt  die  ersten  ünterdeterminanten  der  aus  den  Aik  zu  bilden- 
den Determinante  A  bedeuten.    Dieselbe  Gleichung  kann  in  der  Form 


(6a) 


Ax 

^12 

^3 

A, 

2/i 

•^21 

^22 

^23 

^24 

«/2 

-^31 

-^32 

^33 

Ai 

Vi 

Ah 

^42 

■^43 

A. 

Vi 

2/i 

^2 

Vz 

2/4 

0 

=  0 


geschrieben  werden.     Auch  die  Gleichung   unserer  Fläche  in  Linien- 


coordinaten  lässt  sich  leicht  aufstellen 
Tangente  der  Fläche,  so  hat  man: 

J-ll  Ä^2  ^3  -4i.jt 

-^21  -^22  -^23  -^24 

-^31  -^32  -^33  -^34 

J±A,  Ali}  Ji. 


0) 


■^41 

Vi 


-^42 
X^ 

2/2 


43 

«A/Q 


-^44 
2/4 


Sind  X,  y  zwei  Punkte  einer 


Vi 

2/2 

2/3 
2/4 

0 
0 


■^3 
X^ 

0 
0 


=  0, 


198  Zweite  Abtheilung. 

worin   nach   der   Ausrechnung  Xiifk  —  Xkyi  =  x^k  zu   setzen  ist.     Die- 
selbe Gleichung  lässt  sich  auch  in  der  Form 

(7a)  ZE{A„tA,k  -  A,,kAi)q,a<lik  =  0 

schreiben,  oder  symbolisch: 

(7b)  {ABxyY==Q, 

wenn  u^  =  Uj^  =  UUA.j^u.Uj^^  analog  zu  (3)  bez.  (3)*  auf  p.  142. 

Von  besonderem  Interesse  ist  es,  anzunehmen,  dass  die  Coeffi- 
cienten  A/k  in  (1)  bereits  als  Unterdeterminanten  aus  anderen  aik 
gegeben  seien,  so  dass  (1)  als  die  Ebeuencoordinaten-Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  ZlSaikyiyk  =  0  betrachtet  wird.  Alsdann 
nämlich  kehrt  man  mittelst  (6)  oder  (6a)  zu  dieser  ursprünglichen 
Punktcoordiuaten-Gleichung  zurück;  denn  nach  den  Sätzen  über  ad- 
jungirte  Determinanten  hat  man 

(8)  A,-,  =  A'  •  «,,. 

Die    Gleichung  (7a)    ferner    ist    dann   von   der  Gleichung  (3)  p.  142 
nicht  wesentlich  verschieden,  denn  es  ist: 

(9)  Am  Alk  —  AnkAu  =  A  •  («/„-«a-  —  cihkau), 
und  q/a  ist  proportional  zu  pik. 

Etwas  wesentlich  Neues  tritt  uns  entgegen  bei  der  Annahme, 
dass  die  Determinante  A  der  Aik  gleich  Null  sei;  denn  dann  artet 
unsere  Fläche  zweiter  Klasse  in  einen  ebenen  Kegelschnitt  aus,  wie 
er  dem  Kegel  dualistisch  entspricht  (p.  23 ff.);  und  ein  solcher  kann 
nicht  in  Punktcoordinaten  dargestellt  werden,  repräsentirt  also  eine 
Klasse  von  Flächen,  die  durch  unsere  bisherige  Betrachtungsweise 
gänzlich  ausgeschlossen  war.  Wir  stellen  die  Eigenschaften  der  so 
gegebenen  ebenen  Curve  kurz  denen  des  Kegels  gegenüber;  für  die 
geometrischen  Beziehungen  der  Polarentheorie  geschah  dies  schon 
früher  (p.  149);  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  algebraische  Be- 
handlung. 

Die  Gleichung  in  Punktcoordinaten  stellt  die  doppelt  genommene 
Ebene  co  des  Kegelschnittes  dar,  indem: 

(10)  QOiOJk  =  ^ik,       Q{2Jc0iy,)~  =- ZUKkyiyk. 

Die  Gleichung  (7a)  behält  ihre  volle  Bedeutung;  sie  wird  von 
allen  geraden  Linien  befriedigt,  welche  den  ebenen  Kegelschnitt  treffen 
(vgl.  das  Beispiel  auf  p.  183).  Aus  dieser  Liniencoordiuatengleichung 
findet  man  insbesondere  die  Gleichung  des  von  einem  Punkte  ß  aus- 
gehenden   Kegels,    welcher    auf    unserem    Kegelschnitte    steht:    man 
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braucht  nur  qia  gleich  Xi^k  —  ^iXh  zu    setzen.     Die    Gleichung    eines 
solchen  Kegels  ist  also: 

(11)         2:JU{A/,iAn^  —  A/j,A„)  {xiZk  —  x^z^  {xuSi  —  XiS,)  =  0, 

oder: 

(IIa)  {ABxzy  =  0. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  die  Schnittpunkte  dieses 
Kegels  mit  einem  durch  zwei  Ebenen  v,  tv  bestimmten  tStrahle  zu 
finden.  Die  Gleichung  der  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  einer  be- 
liebigen Fläche  üx^  ==  0  in  Ebenencoordinaten  u  ist  offenbar 

(avwuy  =  0. 
In  (IIa)   sind    also    nur   die  Xi  durch  die   dreireihigen  Unterdetermi- 
nanten der  Grössen  Ui,  Vi,  Wi  zu  ersetzen.    Dies  gibt  nach  bekannten 
Determinanten  Sätzen 


«,,      ««, 


"A  '■  ß 


V  ,         V,.  V 

ABl 


tV  ,        10,,       IV 


=  0, 


oder 

Um  von  den  symbolischen  zu  den  wirklichen  Ausdrücken  zurückzu- 
kehren, hat  man  das  Quadrat  auszuführen  und  zu  beachten,  dass 

u/  ==  M,/  =  UUA.jii.u,,      tt.v.  =  M„v,.  =  2J2JA.,u.v,. 

A  B  ik     i     k>  A    A  B    B  ik     i    k 

Wir  setzen  noch  zur  Abkürzung 

und  finden  die  Gleichung  der  SchnittpunJcte  des  Kegels  (11)  mit  dem 
Strahle  v-w  in  der  Form 

(12)  Q„«Q„„^(;,2  +  Quu^wwV^^  +  ^vv^wwn^^  +  2QuvQuwV,iv, 

indem  sich  alle  anderen  Glieder  bei  der  Ausrechnung  herausheben. 
Diese  Gleichung  stellt  einen  in  ein  Punktepaar  zerfallenden  Kegel- 
schnitt dar;  die  einzelnen  Punkte  des  Paares  sind  nach  der  sogleich 
zu  erwähnenden  Methode  zu  bestimmen. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  der  Fall,  wo  die  Ebene  tv  mit  der 
Ebene  unseres  Kegelschnittes  (d.  h.  mit  co)  zusammenfällt,  wo  es  sich 
also  um  die  Schnittpunkte  eines  in  dieser  Ebene  gelegenen  Strahles 
mit  der  Curve  handelt.  Dann  lässt  sich  von  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (12)  ein  Factor  tvj^  absondern,  und  die  Gleichung  reducirt 
sich  auf 

(13)  Q«,Q„,  —  Quo'  =  0. 
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Die  betreffende  Reclanung  lässt  sich  am  besten  symbolisch  machen; 
wir  übergehen  dieselbe  hier,  und  begnügen  uns  daran  zu  erinnern, 
dass  ja  GL  —  IP  =  0  in  Veränderlicher  v  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes war,  in  dem  eine  Fläche  zweiter  Klasse  von  der  Ebene  w 
geschnitten  wird  (p.  197),  und  dass  in  (13)  ebendieselbe  Gleichung 
in  anderer  Bezeichnungsweise  vorliegt,  dass  endlich  dieser  Kegel- 
schnitt im  Falle  A  ==  0  sich  in  das  von  uns  betrachtete  Funktepaar 
zerspaltet.  Es  ist  also  in  der  That  (13),  faf'ls  A  =  0,  die  Gleichung 
der  beiden  PunTde,  in  denen  der  dargestellte  Kegelschnitt  eine  Ebene  v 
durchstösst. 

Die  letzte  Aufgabe  hat  uns  schon  zu  derjenigen  weiteren  Aus- 
artung einer  Fläche  zweiter  Klasse  geführt,  welche  auftritt,  wenn 
nicht  nur  die  Determinante  A  gleich  Null  ist,  sondern  schon  alle 
ersten  Unterdeterminanten  A^  derselben  verschwinden.  Wie  ein  Kegel 
in  ein  Ebenenpaar  zerfällt,  wird  sich  unser  Kegelschnitt  in  ein 
Pmiktepaar  auflösen.  Die  Punktcoordinaten-Gleichung  ist  jetzt  identisch 
befriedigt;  die  linke  Seite  der  Liniencoordinaten-Gleichung  wird  ein 
vollständiges  Quadrat  und  stellt  die  doppelt  zählende  Verbindungs- 
linie beider  Punkte  dar. 

Verschwinden  dagegen  schon  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten 
von  A,  so  hat  man  es  mit  einem  doppelt  zu  denkenden  Funkte  zu 
thun;   auch   die  Liniencoordinatengleichung  ist  hier  identisch  erfüllt. 

Sehen  wir  also  von  den  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Ebene 
ab,  so  können  wir  schliesslich  folgende  Uebersicht  über  die  ver- 
schiedenen Flächen  aufstellen. 

I.  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse: 
1)  ^^0,     A^O;     9  Constante. 


III.   Flächen  zweiter  Klasse; 

2)  Kegelschnitt,  A  =  0, 
8  Constante. 

3)  Punktepaar,  Aa  =  0, 
6  Constante. 

4)  Doppelpunkt,  Am,  m  =  0, 
3  Constante. 

Wir  haben  in  dieser  Tabelle  jeder  Fläche  die  Anzahl  der  für 
sie  willkürlich  wählbaren  Constanten  beigefügt;  es  ist  auffällig,  dass 
Flächen  mit  sieben,  fünf  oder  vier  Constanten  nicht  vorkommen, 
während  doch  alle  Flächen  aus  einander  durch  stetige  Variation  der 


II.   Flächen  zweiter  Ordnung; 

2)  Kegel,  Ä  =  0, 

8  Constante. 

3)  Ebenenpaar,  Aik  ==  0, 

6  Constante. 

4)  Doppelebene,  Äik,im  =  0, 

3  Constante. 
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Constauten  entstehen  müssen.  Dies  wird  dadurch  verstündlich,  dass 
in  einem  vorliegenden  Systeme  von  Flächen,  in  welchem  unsere  Aus- 
artungen auftreten,  geometrisch  jede  Fläche  sowohl  als  Punkt-  wie 
als  Ebenengehilde  vorzustellen  ist.  Wenn  nun  eine  Fläche  ausartet, 
so  werden  ihre  Tangentialebenen  in  der  Grenze  gleichzeitig  eine 
gewisse  ausgeartete  Gruppirung  zeigen,  die  allerdings  der  Betrachtung 
verloren  gehen  muss,  wenn  man  nur  eine  Art  von  Coordinaten  ins 
Auge  fasst,  während  geometrisch  die  ausgeartete  Fläche  vollständig 
nur  durch  einheitliche  Zusammenfassung  der  Grenzgebilde  für  Punkte 
und  Ebenen  angeschaut  wird.  Demgemäss  können  wir  unserer  Tabelle 
geometrisch  noch  folgende  weitere  Flächenausartungen  anreihen*): 

5)  Ebenenpaar  mit  einem  auf  seiner  Axe  liegenden  Punktepaare, 
ein  zu  sich  selbst  dualistisches  Gebilde;  8  Constante. 

6)  Ebenenpaar  mit  einem  auf  seiner  Axe  liegenden  Doppel- 
punkte**), bez.  Punktepaar  mit  einer  durch  seinen  Träger 
gehenden  Doppelebene;   7  Constante. 

7)  Doppelebene  mit  einem  in  ihr  liegenden  Doppelpunkte  und 
einer  durch  diesen  gehenden,  ebenfalls  der  Ebene  angehören- 
den Doppellinie;  zu  sich  selbst  dualistisch;  6  Constante. 

8)  Doppelebene  und  Doppelpunkt  in  vereinigter  Lage;  5  Constante. 

9)  Doppelebene  (bez.  Doppelpunkt)  und  Doppellinie  in  vereinigter 
Lage;  5  Constante. 

10)  Doppelebene  und  in  ihr  liegender  Doppelpunkt,  dessen  Lage 
nicht  völlig  bestimmt  ist,  welcher  vielmehr  in  jedem  Punkte 
einer  bestimmten  Geraden  gedacht  werden  kann  (bez.  Doppel- 
punkt   mit   nicht    völlig    bestimmter,    durch    ihn    gehender 
Doppelebene);  4  Constante. 
Die    oben    erwähnte    doppelte    analytische   Darstellung    ein    und 
desselben   Systems    von    zwei  Flächen    zweiten   Grades   in   den   Glei- 
chungen 

(a  +  lyPR  —  4aQ'^  =  0  und  (a  +  IfGL  —  4:aH^  =  0 


*)  Vgl.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  p.  102, 
sowie  besonders  verschiedene  Arbeiten  von  Zeuthen  und  Halphen  über  ent- 
sprechende Verhältnisse  in  der  Ebene;  vgl.  Bd.  I,  p.  390  ff.  —  Betrachtungen 
anderer  Art  über  das  Zählen  der  Constanten  bei  Flächen  zweiten  Grades  findet 
man  in  der  Note  zu  p.  332  von  Plücker's  System  der  Geometrie  des  Raumes. 
**)  Bei  dieser  Ausartung  sind  auch  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden 
der  Fläche  einzeln  erhalten  geblieben;  als  solche  sind  die  beiden  ebenen  Strahl- 
büschel anzusehen,  welche  in  dem  Doppelpunkte  ihren  gemeinsamen  Scheitel 
haben,  und  von  denen  einer  in  jeder  Ebene  des  Paares  liegt. 
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kann  hier  zeigen*),  wie  gewisse  Ausartungen  bei  einseitiger  Auf- 
fassung nicht  zur  Geltung  kommen,  wenn  auch  dieses  System  noch 
keinen  der  zuletzt  erwähnten  Fälle  umfasst. 

Brauchbarer  ist  hier  das  schon  früher  betrachtete  System  (Glei- 
chung (8),  p.  147) 

A  Ol/1  tX/\  "  I  ■■  ih  oCn  tOo  " " "  yj « 

die  Ebenencoordinatengleichung  desselben  lautet: 

^u^u^  -j-  Xii^u.^  =  0. 
Die  Fläche  ^  =  0  zerfällt   als   Punktgebilde  in  die  Ebenen  x^^  =  0, 
x^  =  0'^  dieselbe  Fläche  aber  als  Ebenensystem  in  die  Punkte  «(g  =  Oj 
«3  =  0,   welche   auf  der  Axe  jenes  Ebenenpaares  liegen;   wir  haben 
hier  also  die  unter  5)  erwähnte  Ausartung. 

Die  Eintheilung  der  Flächen  zweiter  Klasse  nach  der  Realität 
ihrer  Erzeugenden  und  nach  ihren  Beziehungen  zur  unendlich  fernen 
Ebene  kann  nicht  zu  etwas  Neuem  führen,  in  so  weit  sie  mit  den 
Flächen  zweiter  Ordnung  identisch  sind;  wir  werden  überdies  auf 
die  entsprechenden  Transformationen  später  in  anderem  Zusammen- 
hange eingehen  müssen**).  Hier  bleibt  uns  also  wiederum  nur  der 
Fall  A  =  0  zu  behandeln,  und  es  kommt  darauf  an,  zu  entscheiden, 
ob  unser  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  sei,  d.  h. 
ob  der  durch  (1)  gegebene  Kegelschnitt  die  unendlich  ferne  Ebene 
in  zwei  imaginären,  reellen  oder  zusammenfallenden  Punkten  schneide. 
Wir  bedienen  uns  naturgemäss  wieder  rechtwinkliger  Coordinaten 
ti,  V,  ZV,  so  dass  (1)  zu  ersetzen  ist  durch 
(la)  A^^ii^  +  Ä,^v^  +  ^33  «f^  +  VI44  +  2A^.^uv  +  2A.^^vw 
+  2A.^^ivu  -\-  2A^^u  -j-  2^24^  +  2A^^tv  ==  0. 
Die  unendlich  fernen  Punkte,  um  welche  es  sich  handelt,  sind  dann 
durch  (13)  dargestellt,  wenn  man  für  die  Vi  die  Coordinaten  0,  0,  0,  1 
der  unendlich  fernen  Ebene  einführt,  also  durch 

QA,^  -  {A,,ii  +  A,,v  +  A^,tf;  +  A^J'  =  0, 
wo  Q  die  linke  Seite  von  (la)  bezeichnet,  oder  ausgerechnet: 
(14)     u\A,,A,,  -  A,,')  +  v\A,,A,,  -  A,,')  -f  tv\A,,A,,  -  A,,') 

+  2uv(A^^A,.,  -  ^14^24) 
+  2vw{A^^A^,  -  A,^A,^) 
+  2wu{A^^A^^  —  ^34^4)  =  0. 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  120,  sowie  den  Schluss  des  unten  folgenden  Abschnittes  XX 
über  reciproke  Verwandtschaften. 
**)  Vgl.  unten  Abschnitt  XII. 
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Ueber  die  Realität  dieses  Pimktepaares  wird  in  derselben  Weise 
entschieden,  wie  frjiher  über  die  Realität  eines  Linienpaares  (p.  159). 
Man  nimmt  in  der  unendlich  fernen  Ebene  zwei  einander  in  Bezug 
auf  (14)  conjugirte  Polaren  und  setzt  ihre  Coordinaten  in  (14)  ein; 
haben  beide  so  entstehenden  Ausdrücke  gleiches  Vorzeichen,  so 
ist   das   Punktepaar   imaginär,    im   anderen  Falle   ist   es  reell.     Wir 

nehmen  etwa 

u^  ==  0,     ^^l  =  0,     iv^  =  1; 

dann  haben  u<^,  v.^,  w.^  der  Bedingung 

«^2(^44 ^31  —^34^14)  +  «^2(^4^23  —  ^24^34)  +  ««^2  (^44^33  -  ^34')   =  0 

zu  genügen,  welche  befriedigt  ist  durch: 

«2  =  0,       V.,  =  —  (^44^33   —  .43/),       W.^  =  ^44^23  —  ^24-434- 

Die  linke  Seite  von  (14)  wird  für  diese  beiden  Geraden  bez. 

9l  =  ^44^33  ~  ^34  ; 

9'2  =  (^44^33-^34')  {  (AiA2-Ai){A^A-6-A^^)-{AlA'6-Ai2A^^^]' 

Das  Product  (p^fp^  hat  dasselbe  Vorzeichen,  wie  der  zweite  Factor 
von  9)25  letzterer  ist  also  allein  entscheidend.  Ist  derselbe  positiv, 
so  haben  wir  eine  Ellipse;  ist  er  negativ,  so  haben  wir  eine  Hyperbel. 
Im  Falle  der  Ellipse  hat  man  weiter  zu  untersuchen,  ob  dieselbe 
reell  oder  imaginär  ist;  es  geschieht  dies,  indem  man  in  der  Ebene ■^ 
der  Ellipse  eine  conjugirte  Polare  zur  unendlich  fernen  Geraden  auf- 
sucht und  deren  Schnittpunkte  mit  der  Curve  in  Bezug  auf  ihre 
Realität  untersucht;  man  kann  statt  dessen  auch  einfach  die  früheren 
Kriterien  für  die  Realität  eines  Kegels  in's  Dualistische  übertragen, 
indem   man  95^,  cp,^,  cp^   einführt  und  z.  B.  setzt  (vgl.  p.  163); 

9^1  =  -^11(^11^22       ^2")? 

9^2  =  ^15 

qPg  =  ^44(^-1,  -422  -^12  )• 

Bei  dieser  Ableitung  sind  wir  unsymmetrisch  verfahren.  Statt 
der  erwähnten  Klammern  hätte  man  irgend  einen  der  drei  Ausdrücke 

^23  =^  (^44^22           -^24')  (J.44-433           ^34^    —    (^44^23  -^Ai-^^SJ} 

^31  =  (^44^33           ^34  )  (^44-^11           ^14)  (^44^31  ^43^4l)^> 

■'^'12  =  (^44^11  ^44  )  (^44^22  -^24  )  (^44^12   —   -441^.42) 

benutzen  können;  die  letzteren  haben  also  auch  immer  dasselbe  Vor- 
zeichen. Gestört  wird  die  Betrachtung,  wenn  zufällig  cp^  =  0,  also 
auch  9^2  =  0  ist;  dann  muss  man  von  einer  anderen  Seite  des  Coordi- 
natendreiecks  ausgehen;  das  Resultat  wird  aber  nicht  alterirt. 
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Liegt  der  Kegelschnitt   insbesondere  in  einer  Coordinatenebene, 
z.  B.  der   Y-iy- Ebene,  so  ist  (la)  durch  die  einfachere  Gleichung 
(Ib)      A,,y  +  A^^^tv'  +  ^Ä.^vtv  +  2^241;  +  2A.,^tv  +  ^.^  =  0 
zu   ersetzen;  die   Gleichung   derselben   Curve   in  ebenen  Punktcoordi- 
naten  wird 

a,22/2  +  a.^y  +  2^23^0  +  2a242/  +  2a^^2  +  a^^  =  0, 
wenn 

^22  "^^  ^33^41  -^34"?       ^23  "^^  ^44^23   "T  •^42-^43>    ^^^• 

Nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie  (Bd.  I,  p.  91)  ist  dieser 
Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  «22^33  —  ^23^ 
positiv  oder  negativ  ist.  Dies  stimmt  mit  Obigem  überein;  denn  in 
diesem  Falle  wird 

^23  =  «22%3  —  0^23^  ^'31=07  ^12  =  <^- 

Jeder  der  drei  Ausdrücke  ^  enthält  den  Factor  J^^;  verschwindet 
also  diese  Grösse,  so  hat  man  eine  Parabel.  In  der  That  ist  ja 
A^^  =  0  die  Bedingung  dafür,  dass  die  unendlich  ferne  Ebene  die 
Curve  (la)  berühre. 

Artet  ferner  unser  Kegelschnitt  in  ein  Punktepaar  aus,  so  kann 
es  vorkommen,  dass  ein  Punkt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
liegt,  so  dass  nur  ein  Punkt  im  Endlichen  bleibt:  es  verschwinden 
alle  Unterdeterminanten  A,vt  und  ausserdem  A^^-,  die  Gleichung  muss 
linear  werden,  da  nur  ein  Punkt  im  Endlichen  zu  berücksichtigen 
ist;  d.  h.  man  hat 

-^11   =  Oj       -^12  ''^  0,       A^Q  =  0,       -422  "^^  ^>       ^23  ""^  ^7       -^33  ^^  ^' 

Lassen  wir  solche  Fälle,  wo  die  Gleichung  nicht  mehr  quadratisch 
in  den  rechtwinkligen  Ebenencoordinaten  bleibt,  bei  Seite,  und 
stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  Flächen  zweiter  Klasse  zusammenzu- 
stellen, so  haben  wir  in  der  obigen  Tabelle  (p.  162)  nur  die  unter 
II.  und  III.  aufgeführten  Flächen  mit  verschwindender  Determinante 
durch  die  folgenden  zu  ersetzen*): 

II.    Flächen    mit  verschwindender   Determinante  A  =  0, 
während  nicht  alle  ersten  Unterdeterminanten  Null  sind. 
A)  J.44  >  0,  Eigentlicher  Kegelschnitt  mit  MittelpunJct. 

'^)  9^17  9^2 7   9^3  baben  gleiches   Zeichen:  Imaginärer  Kegelschnitt. 
8)  9?^,  (p2,  ^3  haben  nicht  gleiches  Zeichen:  Reeller  Kegelschnitt. 

a)  ^23  7  ''I'3i5  ^12  sind  positiv:  Ellipse. 

b)  ^23  7  ^317  ^12  s^^d  negativ:  Hyperhel. 


*)  Auch   Plücker  gibt  a.  a.  0.  p.  195    unterscheidende  analytische  Merk- 
male für  die  verschiedenen  ausgearteten  Flächen  zweiter  Klasse. 
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B)  A^^  =  0,  Parabel. 

III.  Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterminanten  ersten 
Grades,  nicht  aber  diejenigen  zweiten  Grades  verschwinden. 

9)  (pi  und  9)2   haben  gleiches   Zeichen:   Imaginäres  Punlüepaar. 

10)  (pi  und  9)^  haben  nicht  gleiches  Zeichen:  Reelles  Punldepaar. 

IV.  Flächen,  bei  denen  alle  Unterdeterminanten  zweiten 
Grades  verschwinden. 

11)  Ein  Doppelpunkt 

Endlich  können  wir  noch  besondere  Lagen  zum  imaginären 
Kugelkreise  (p.  182)  in  Betracht  ziehen.  Derselbe  bestimmt  in  der 
Ebene  unserer  Curve  die  imaginären  Kreispunkte;  die  Hyperbel  ist 
gleichseitig,  wenn  ihre  unendlich  fernen  Punkte  durch  diese  Kreis- 
punkte harmonisch  getrennt  werden;  die  Ellipse  ist  ein  Kreis,  wenn 
sie  diese  Kreispunkte  enthält.  Die  Gleichung  der  letzteren  ergibt 
sich,  wenn  man  in  (13) 

^uu  =  u^  -\- v^  -{-  w^ 

macht  und  die  Ebene  v  durch  die  Ebene  unseres  Kegelschnittes  er- 
setzt, deren  Coordinaten  u' ,  v'  w'  bestimmt  sind  durch: 

^^44  ^44  "44  ^44 

/  i\\  A  r  /»oi  f  '*,^4 

A44  A44  «44 

Die  Kreispunkte  dieser  Ebene  werden  also  gegeben  durch: 

(15)  u\fK,^  +  A33)  +  v\tK,,  +  A,,)  +  iv\k,,  +  Ag,)  -  2uvk,^ 

—  2vwK2s  —  2ivutK^^  =  0. 

Dieses  Paar  soll  mit  (14)  harmonisch  liegen.  Um  die  Bedingung 
dafür  zu  finden,  stellen  wir  die  Gleichung  zweier  Strahlen  auf,  die 
von  einem  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  (etwa  x'  =  0,  y'  =  0, 
0'  =  1)  nach  dem  Paare  (15)  hingehen,  d.  h.  wir  setzen  in  (15) 

U  =  y/  —  0y'  =  y,      V  =  SX'  —  Xs'  =  —  X,      W  =  0 

und  finden: 

(16)  (A,2  +  k,s)v'  +  (Au  +  ^B>'  -  2Ai2^i/  =  0, 

Dieses  Linienpaar  ist  zu  dem  aus  (14)  in  analoger  Weise  ableitbaren 
Linienpaare  und  und  folglich  zum  Punktepaare  (14)  harmonisch, 
wenn  die  lineo-lineare  simultane  Livariante  beider  Linienpaare  ver- 
schwindet*), d.  h.  wenn 


A44' 

v''  = 

tv'ii' 

"13 

^^44 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  295  und  521. 
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(17)        iA,,A,,  -  Ä,,')  (A,    +   A33)    +   (^.2^44   -A;')   (A,,  +  A33) 

—  2(Au-4i2  -  Ä,^A,J\.,  =  0 
ist.  Dieses  ist  die  hinzutretende  Bedingung  für  eine  gleichseitige  Hyperbel. 
Die  analoge  Bedingung  für  einen  Kreis  ist  durch  die  Forderung 
gegeben,  dass  die  beiden  Gleichungen  (14)  und  (15)  ein  und  dasselbe 
Punktepaar  darstellen.  Im  Allgemeinen  wird  dieses  eintreten,  wenn 
die  Coefficienten  von  (16)  zu  denjenigen  der  in  entsprechender  Weise 
aus  (14)  abgeleiteten  Gleichung  proportional  sind,  d.  h.  wenn 
fi(^ii^44       -4j4  )  =  A22  +  A33,     ^{A^,^A^^       -424 )  =  A^i  -|~  A33, 

^(^44^12  ^14-^24)   ""^^  A^2' 

Für    den    Kreis    u'^  -\-  v^  —  ^^  =  0    sind    diese    Bedingungen    in    der 
That  erfüllt. 

Sollte  der  Punkt  x'  =  0,  y'  =  0,  0'  =  1  gerade  auf  der  gemein- 
samen Axe  der  Paare  (14)  und  (15)  sich  befinden,  so  wird  die  linke 
Seite  von  (16)  ein  vollständiges  Quadrat  und  die  Bedingung  (17) 
unbrauchbar;  alsdann  hat  man  eine  andere  Ecke  des  unendlich  fernen 
Coordinatendreiecks  zu  benutzen;  ebenso  eventuell  beim  Kreise. 

IX.  Beziehungen  zwischen  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Zwei  algebraische  Flächen  haben  mit  einander  einfach  unendlich 
viele  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein,  welche  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  die  Durchdringungs-  oder  Durchschnittscurve  beider  Flächen 
bilden.  Eine  so  erzeugte  algebraische  Curve  wird  im  Allgemeinen 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sondern  ein  specifisches  räumliches  Ge- 
bilde darstellen*),  von  dem  uns  ja  schon  einige  allgemeine  Eigen- 
schaften von  früheren  Ueberlegungen  her  bekannt  sind  (p.  24  fi'.). 
Die  betreffende  Curve  definirt  man  meist  am  Einfachsten  durch  zwei 
Flächen,  die  sich  in  ihr  schneiden;  doch  ist  keineswegs  umgekehrt 
jede  algebraisch  durch  einen  Parameter  darstellbare  einfach  unend- 
liche Reihe  von  Punkten  (algebraische  Curve)  durch  den  Schnitt  zweier 
Oberflächen  zu  erhalten;  ein  solcher  Schnitt  kann  vielmehr  in  ge- 
trennte algebraische  Gebilde  zerfallen,  welche  einzeln  für  sich  nicht 
immer  als  die  gemeinsamen  Punkte  zweier  algebraischen  Flächen 
betrachtet  werden  können  (vgl.  p.  5  f.).  Für  dieses  interessante  Vor- 
kommen wird  sich  ein   ausführlicher  zu   betrachtendes  Beispiel   bald 


*)  Die  erste  Curve  doppelter  Krümmung  (Schnitt  eines  geraden  Kreiscylin- 
ders  mit  einer  Fläche  vierter  Ordaung)  ist  durch  Archytas  von  Tarent  (ca. 
300  V.  Chr.)  benutzt  worden,  vgl.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der 
Mathematik,  Leipzig  1880,  p.  196,  oder  Baltzer,  Analytische  Geometrie,  ib. 
1882,  p.  131. 
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darbieten.  Als  Ordnung  einer  algebraiselien  Curve  bezeichnet  man  die 
Anzahl  der  (reellen  oder  imaginären)  Punkte,  welche  sie  mit  einer 
beliebigen  Ebene  gemein  hat. 

Sind  insbesondere  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 

(1)  f=  ZEa.ikXiXk  =  0 ,     9?  EEE  UUbikXiXk  =  0 

gegeben,  so  ist  ihre  Schnittcurve  von  der  vierten  Ordnung.  In  der 
That,  nimmt  mau  die  Gleichung  einer  Ebene  E  =  0  (also  eine  lineare 
Gleichuug  in  x^  x^,  x^,  x^)  hinzu,  so  liegen  in  dieser  Ebene  zwei  Kegel- 
schnitte, ihre  beiden  Schnittcurven  mit  der  Fläche;  den  Kegelschnitten 
sind  im  Allgemeinen  vier  Punkte  gemeinsam,  und  diese  gehören  gleich- 
zeitig der  Schnittcurve  unserer  Flächen  an,  und  es  sind  die  einzigen 
gemeinsamen  Punkte  der  letzteren,  welche  sich  in  JE  =  0  befinden 
können:  durch  ihre  Anzahl  ist  die  Ordnung  in  der  obigen  Weise  be- 
stimmt*). 

Die  beiden  Flächen  (1)  sind  umgekehrt  durch  ihre  Schnittcurve 
nicht  völlig  bestimmt;  offenbar  geht  vielmehr  jede  Fläche  des  „Büschels" 

(2)  /■+Ag)  =  0 

durch  alle  gemeinsamen  Punkte  von  f==0  und  q)  ==  0  hindurch. 
Dieser  Flächenbüschel  ist  dem  in  der  ebenen  Geometrie  betrachteten 
Kegelschnittbüschel  genau  analog;  wie  dort  drei  Linienpaare  (d.  i. 
Curven  mit  verschwindender  Determinante)  auftraten,  so  sind  hier 
vier  Kegel  (d,  i.  Flächen  mit  verschwindender  Determinante)  ausge- 
zeichnet. Die  ilmen  zukommenden  Werthe  von  A  bestimmen  sich 
durch  die  Gleichung 

«11  +  '^^U  «12   +  ^^12  «13  +  '^^13  «14  +   ^^^4 

«21  +  ^\l  «22   +    ^^^22  «23  +  '''^23  «24  +   '^^24 

«31  +  ^^^31  «;12   +   ^^^32  «33  +  '^^SS  «31   +  ^^^34 

«41  +  ^^41  «42   +   '^^42  «43  +  '^  ^43  «44  +   '^^■14 

welche  in  der  That  vom  vierten  Grade  in  X  ist. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung 
^(A)  =  0  von  einander  verschieden  seien;  soivie,  dass  soivohl  die  Deter- 
minante von  f  als  diejenige  von  (p  nicht  gleich  Null  sei**). 


(3) 


=  0 


*)  Die  vorliegende  Curve  wird  speciell  als  Curve  vierter  Ordnung  erster 
Species  bezeichnet;  denn  es  gibt  auch  räumliche  Cuvven  derselben  Ordnung, 
welche  nicht  als  Durchschnittscurven  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  erhalten 
werden  können;  diesen  Curven  zweiter  Species  begegnen  wir  später  bei  der 
ebenen  Abbildung  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

**)  Eine  wesentliche  Störung  würde  allerdings  nicht  eintreten;  es  würden 
nur  eine  oder  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  gleich  0  oder  oo  wei'den.  Unbedingt 
ausschliessen  muss  man  hier  jedoch  den  Fall,  wo  beide  Flächen  selbst  Kegel  sind. 
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Die  vier  Wurzeln  seien  mit  A^,  A2,  L,  1^  bezeichnet  und  der 
Wurzel  Xi  möge  der  Kegel  f -\- XiCp  =  0  in  dem  Büschel  (1)  zuge- 
hören, dessen  Spitze  wir  die  Coordinaten  x^\  x^^ ,  x^^ ,  x^^^  beilegen. 
Diese  Kegelspitze  genügt  dann  den  vier  Gleichungen  (vgl.  p.  148) 

(^)  [au+Xih,)xf  =  0     für     7^=1,2,3,4. 

Dieselben  können  eben  in  Folge   von  (3)  zugleich  bestehen,  und  aus 
ihnen  findet  man  die  Coordinaten  der  Kegelspitsen. 

Auf  dieselben  Gleichungen  (4)  führt  die  Forderung,  dass  die 
Polarebenen  eines  Punktes  a;^'^  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen  (1) 
und  folglich  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  f -\- X(p  =  0 
in  eine  Ebene  zusammenfallen  sollen;  dann  nämlich  muss  der  Aus- 
druck 

('■)     t  (0     r  (*■)     I  (0 

akix\'  +  akix\'  -\-  akzx\'  +  akix\' 
zu  dem  Ausdrucke 

hix^l'  +  h^x^^  +  hkzx^^  +  &m4^ 

proportional   sein;   nennt    man   den  Proportionalitätsfactor    —  A, ,    so 
hat  man  wieder  die  Gleichungen  (4)  und  für  X-,  die  Gleichung  (3).  ' 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Polarebene  von  x^'^  ergibt  sich, 
wenn  man  die  Gleichungen  (4)  mit  xj^  multiplicirt  und  addirt,  wobei 
j  einen  von  i  verschiedenen  Index  der  Reihe  1,  2,  3,  4  bezeichne. 
Es  entsteht  die  Gleichung 

Q  +  hQ'  =  0, 
wenn 

Q  =  ZZa^ixf  xf ,     Q'  =  EZluxfxf . 

Bildet  man  zuerst  die  Gleichungen  (4)  für  den  Index  j,  so  entsteht 
in  entsprechender  Weise: 

Q  +  W-0, 

also,  da  A,-  von  Xj  der  Annahme  nach  verschieden  ist, 

^  =  0     und     Q'  =  0- 

d.  h.  flj^')  und  x'-^^  sind   einander  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  beide 
Flächen,  also  auch  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels,  und  jede 


und  die  Spitze  des  einen  Kegels  auf  dem  andern  liegt.  —  Ueber  die  Realität 
der  Wurzeln  von  z/ (il)  =  0  vgl.  die  Note  zu  p.  168,  ferner  über  die  Realität 
der  zugehörigen  Kegel  und  der  Schnittcurve  Painvin,  Nouvelles  Annales  de 
Math^matiques,  1868,  p.  481. 
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unserer  vier  Kegelspitzen  liegt  in  der  Polarebene  jeder  anderen  solchen 
Spitze, 

Die  Spitzen  x^'^  der  vier  in  unserem  Flächenhüschel  (2)  enthaltenen 
Kegel  hilden  also  die  EcTcen  eines  Tetraeders,  in  ivelchem  jede  Seiten- 
ebene Folarehene  der  gegenüberliegenden  Ecke  ist  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels,  in  welchem  folglich  je  zwei  gegenüber  liegende 
Kanten  in  Bezug  auf  alle  diese  Flächen  conjugirte  Polaren  sind,  welches 
also  ein  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinsames  Polartetracder 
darstellt. 

Die  Gleichung  einer  Fläche,  bezogen  auf  ein  solches  Tetraeder, 
enthält  bekanntlich  nur  die  Quadrate  der  Variabein.  Es  bietet  sich 
demgemäss  hier  die  Aufgabe,  durch  eine  lineare  Substitution  neue 
Variable  X^,  Xg,  X3,  X^  der  Art  einzuführen,  dass  man  hat 

f=  EEttikXiX,  =  ßXi^  +  a'X,2  +  a"X^^  +  «'"X/, 
(5) 


<p  =  ZUh.XiX,  =  ßX,'  +  /3'X7  +  ß''X,'  +  ß'"X, 


Diese  Aufgabe  ist  offenbar  gelöst,  sobald  man  die  Coordinaten  der 
Spitzen  der  Kegel  aus  (4)  berechnet  hat;  denn  nach  p,  92 f.  lautet 
alsdann  die  gesuchte  Transformation : 


.(1)V       I      ^(2)^.^       I      ^(3)V       I         f4) 


vx,  =  x\"X,  +  x\''X,  +  x'^'X,  +  4*^X4, 
vx,  =  4^^X,  +  x^^^X,  +  xfX,  +  xf^X,, 
vx,  =  xfX,  +  xfX,  +  xfX,  +  xfX„ 
vx,  =  xfX,  +  xfX,  +  xfX,  +  a;f  X,. 


Sie  ist  demnach  nicht  völlig  bestimmt,  denn  die  Coordinaten  jeder 
Spitze  sind  nur  Verhältnisszahlen;  die  Coefficienten  jeder  Vertical- 
reihe  können  also  um  einen  gemeinsamen  Factor  geändert  werden, 
ohne  das  Wesen  der  Sache  zu  afficiren.  Mit  einer  solchen  Aenderung 
gleichvferthig  ist  eine  Aenderung  der  Xt  um  willkürliche  Factoren. 
Wir  machen  daher  die  Aufgabe  erst  zu  einer  bestimmten,  ivenn  ivir  etwa 
für  die  Grössen  ß  in  (5)  tvillMlrliche  Werthe  annehmen.  Auch  dann 
werden  allerdings  die  Substitutionscoefficienten  in  (6)  nicht  eindeutig 
bestimmt  sein;  in  (5)  nämlich  kommen  nur  die  Quadrate  der  X,-  vor, 
man  kann  also  die  Coefficienten  einer  Verticalreihe  noch  um  ein 
Vorzeichen  ändern,  was  einer  Vorzeichenänderung  einer  Grösse  X, 
äquivalent  ist,  ohne  das  verlangte  Resultat  zu  beeinflussen;  diese  Vor- 
zeichen bleiben  daher  nothwendig  unbestimmt. 

Der  Einfachheit  halber  setzen  wir  alle  ß   gleich  Eins,  und  ver- 
langen also  die  Gleichungen 

Clebscb,  Yorlesiingen.   II,  1.  14 
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(5a) 


cp=    .v+     X,^+      X/+       x/ 
mi  befriedigen  mittelst  einer  Transformation 
(6  a)  Xk  =  ßn  Xi  +  /3,2  X^  +  ^,3  X3  +  /5mX4  , 

oder  in  Ehenencoordinaten: 

(6  b)  f4  =  /3uWl   +  /32iM2  +  i33i«3  +  i34/l«4*). 

Die  links  sonst  beigefügten  Proportionalitätsfactoren  sind  der  Einfach- 
heit halber  gleich  Eins  gesetzt,  so  dass 

^^1^1   +  ^'2^2  +  %^3  +  ^4^4  =    t'^l^l    +    C^2^2  +    t^3^3  +    U^X^. 

In  Folge  von  (5a)  wird  offenbar: 
/'  +  A9)  =  («  +  A)X/+(a'+A)X/+(a"4-A)X3'^  +  (a'"+'A)X7; 
die   in   dem  Büschel   enthaltenen    vier  Kegel   ergeben   sich   also   für 
X  =  —  a,  —  a'j  —  a",  —  a'" ,  v^ährend  ihnen  nach  Obigem  die  Para- 
meterwerthe  X^,  X^,  A3,  X^  zukommen.     Folglich  können  wir  setzen 

(7)  Aj^  =  —  a  j     X.^  =  —  a' ,     A3  =  —  a"  ,     A^  =    —  a" . 

Wie    bei   allen   ähnlichen  Transformationsaufgaben,    ist  das  Resultat 
der  Substitution  bekannt,   ohne  dass  man  nöthig  hätte,   diese   selbst 
auszuführen.     Letzteres  aber  verlangen  wir  für  eine  vollständige  Er- 
ledigung des  gestellten  Problems. 
In  Folge  von  (7)  wird 

(8)  z/  (A)  =  J5  (A  —  Aj)  (A  —  Aj  (A  —  A3)  (A  -  AJ, 


wo 


B  = 


hl       ^12        ^13        h 


&o«      bo. 


h-2 


''23 


^33 


'^21 
^31 

^41        "42       ^43        "44 

Die  rechte  Seite  von  (8)  ist,  abgesehen  von  dem  Factor  B,  nichts 
anderes,  als  die  Determinante  von  f -\-  X(p,  gebildet  für  das  neue 
Coordinatensystem,  nämlich : 

—  Ai  +  A  0 

0  -  A2  -f  A 

0  0 

0  0 


^oW 


0 
0 

A3  +  A 


0 


-h+^, 


*)  Cauchy  (Exercices  de  math.  4,  p.  140)  und  Jacob i  (1834,  Crelle's 
Journal  Bd.  12)  behandelten  diese  Transformation  zuerst.  —  Die  im  Folgenden 
angewandte  Methode  ist  von  Aronhold  (zunächst  für  die  Ebene)  augegeben; 
vgl.  Bd.  I,  p.  130.  —  Die  Existenz  der  vier  Kegel  und  des  gemeinsamen  Polar- 
tetraeders erkannte  zuerst  Poncel  et  (Traitd  des  propriett's  projectives,  Nr.  614  ff., 
1822). 
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Die  ursprüngliclie  Determinante  ^(A)   unterscheidet  sich   also   von  der 
Determinante  der  transformirten  Fläche  nur  um  einen  Factor  B. 

Dieses  sehr  wichtige  Resultat  hätten  wir  direct  erkennen  können 
mit  Hülfe  einer  Schlussweise,  die  darauf  beruht,  dass  die  Bedingung 
zi(X)==0  unabhängig  sein  muss  von  der  Lage  des  Coordinaten- 
systems,  und  die  in  ganz  derselben  Weise  bei  der  entsprechenden 
Aufgabe  der  ebenen  Geometrie  vorkam  (vgl.  Bd.  I,  p.  130).  Man 
würde  so  erhalten 

(9)  ^oW  =  ^'^W; 

unter  E  die  Substitutionsdeterminante  verstanden: 

ßn     ßi2     ßi,     ßu 


R  = 

/521       ^22 

ßai     P32 

ß23       A24 
P33       P34 

P41     P42 

ß43       ßu 

Der  Vergleich  mit  (8)  ergibt  dann 

weiter 

(10) 

R'  = 

1 

so  dass  das  Quadrat  der  Suhstitutionsdeterminante  von  vornherein  be- 
hannt  ist. 

Auch  die  Bedingung,  dass  die  Fläche  f-];-X(p  =  Q  von  einer 
Ebene  u  berührt  werde,  muss  unabhängig  von  der  Lage  des  Coor- 
dinatentetraeders  el'füllt  sein  oder  nicht  erfüllt  sein;  auch  auf  sie  ist 
daher  obige  Schlussweise  anwendbar  und  führt  zu  dem  Resultate 

(11)  %{l)==B'^{l), 

wenn  0  die.  linke  Seite  der  Ebenencoordinaten- Gleichung  in  der 
alten  Form,  ^0  die  entsprechende  Bildung  in  der  neuen  Form  be- 
zeichnet, so  dass: 

(12)  0  =  <&(A)  =  2UJi,(X)i(,u,, 

unter  ^ik{X)  die  ersten  Unterdeterminanten  von  -^(A)  verstanden,  und 
<?o  =  (A  -  A2)  (A  —  A3)  (A  -  A J  U,'  -f  (A  -  A3)  (A  —  A,)  (A  —  Aj  U,' 


(13) 


+  (A  -  AJ  (A  -  AJ  (A  -  X,)U,'  +  (A  -  A,)  (A  -  A^)  (A  -  A3)  U, 


gesetzt.     Eine  ganz  analoge  Formel  Hesse  sich  endlich  für  die  Flächen- 
gleichung in  Plücker'schen  Liniencoordinaten  aufstellen. 

Die  Wichtigkeit  der  angegebenen  Formeln  rechtfertigt  es  wohl, 
wenn  wir  einen  auf  directer  Rechnung  beruhenden  Beweis  und  damit 
eine  nachträgliche  algebraische  Verificatioh  einschalten;  dieselbe  be- 
ruht auf  wiederholter  Anwendung  des  Determinanten-Multiplications- 
satzes;  es  genügt,  die  Formel  (11)  so  zu  verificiren.  Wir  bilden  zu- 
nächst das  Product: 

14* 
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0-B=^ 


1  ^  1 


*'23 


*31 


0 


X 


^n 

/5l2 

^13 

ßi. 

0 

ß21 

ß22 

/323 

ß2. 

0 

ßu 

ßz2 

/333 

ßu 

0 

ßu 

ß,2 

/543 

ßu 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

"1  "^2  ''"3         "-"i 

indem  wir  die  erste  Verticalreihe  der  ersten  Determinante  successive 
mit  den  Verticalreihen  der  zweiten  Determinante  B  multipliciren  und 
so  die  erste  Verticalreihe  der  resultirenden  Determinante  erhalten. 
Unter  Benutzung  von  (6  b)  wird  letztere  gleich 


wo  zur  Abkürzung: 


Cio 


Co. 


n. 


0 


Crs  =  Chsßir  +  f'2.si^2/-  +  CtSsßar  +   CUsßir- 

Die  neue  Determinante  multipliciren  wir  wieder  mit 


R  = 


und  bilden  die  erste  Verticalreihe  des  Resultats,  in  dem  wir  succes- 
sive die  verschiedenen  Horizontalreihen  derselben  mit  der  ersten 
Horizontalreihe  von  R  multipliciren.     Setzen  wir  noch 

CCst  =  Csißit  +  C,2ß2t  +  Csäßat  +  Csißi^t^ 

so  ergibt  sich: 


ß^^ 

^21 

^31 

^.1 

0 

ßl2 

/3,, 

ß,2 

ß,2 

0 

ßn 

A23 

ßu 

ß,?. 

0 

ßu 

ß2. 

ßu 

ßu 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0B^  = 


«9, 


U,     U.     U.     U,     0 


*32 


43 


M3 


*34, 


Dies  ist  im  Wesentlichen  die  zu  beweisende  Formel  (11);  es  sind 
nur  die  Coefficienten  a/^.  -{-  A&,x  einfach  durch  an;  ersetzt,  so  dass 
hier  ^  =  ^(0);  die  Coefficienten  ««•  auf  der  rechten  Seite  aber  sind 
nichts  anderes,  als  die  Coefficienten  von  /  in  der  neuen  (durch  Ein- 
führung der  Xi  mittelst  (6a)  gewonnenen)  Gestalt,  denn  es  wird: 
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EZüikXiXk  =  UüccikX.Xk. 
Um  dies  uachzuweisen,  rechnet  man  in  folgender  Weise;  es  ist 
UZüikXiXk  =  2JXi{2JaikXk)  =  2JZlc,rX,Xr 

=  Z2c,rXs(2Jß,,Xt)  =  2;2:«,,x,x,.— 
Mit  Hülfe    der   Gleichungen  (11)   und   (13)    ist   unsere   Aufgabe 
schnell    erledigt;    wir    haben    nur    successive    /l  ^  A^,    /I2,    A3,    A4    zu 
setzen;  es  entstehen  so  die  Relationen 

2;2;^a-(A,)w/W,  =  (Ai  -  A2)  (A,  -  A3)  (Ai  -  AJ  U,^B, 
2Ji:^iic{X2)uiU!c  =  (A2  —  A3)  (A2  —  A.J  (A2  —  Ai)  1/2^ B , 
SZ/JikiX^UiUk  =  (A3  —  A4)  (A3  —  AJ  (A3  —  Ag)  C/g^-B, 
2:2;^/^- (A4)  Wi%  =  (A4  —  Ai)  (A4  —  A2)  (A4  —  A3)  C/4''^-B, 
oder  vermöge  (6  b)  durch  Vergleichung  der  einzelnen  Coefficienten 
von  UiUk  beiderseits: 

B{X^  -  A2)  (Ai  —  A3)  (Ai  -  A4)  /3a /3a  =  ^ik{h) , 
(\A\  J^{h  —  ^-i)  {h  —  ^^  {h  —  Ai)  /3/2/3i.2  =  ^a(h), 

B{X,  —  A4)  (A3  -  Ai)  (A3  -  A2)  ßizßkz  =  ^ikih) , 
B{ki  —  Ai)  (A4  —  A2)  (A4  —  A3)  ßiißn  =  ^ik{h)  • 
Diese    Gleichungen    sind    natürlich    nicht    von    einander    unab- 
hängig,   denn   ihre   Anzahl    ist    grösser,    wie    die    der   Unbekannten. 
Zum  Zwecke  der  Rechnung  geht  man  etwa  von  der  Formel 


Ai(^i) 


aus  und  findet  dann  weiter  für  h  =  2,  3,  4: 

^^^'''    B{x,-x,)ix,-x,)a,-i,)ß,,   -yj^^{x^).B.{i,-x,){x,-i,)(x-xy 

Damit  sind  die  Coefficienten  der  ersten  Verticalreihe  bis  auf  das 
unbestimmt  bleibende  Vorzeichen  (p.  209)  gefunden.  Die  Formeln 
(15a)  werden  unbrauchbar: 

1)  wenn  z/,i  (Aj)  =  0  ist, 

2)  wenn  B  =  0  ist. 

Im  ersten  Falle  liegt  die  Spitze  des  Kegels  /"  -j-  A^  ^  =  0  in  der 
Ebene  iCi  =  0;  nach  (4),  p.  151  verschwinden  folglich  auch  alle  vier 
Uuterdeterminanten  ^u(Ai)  und  die  Grössen  ßki  erscheinen  in  unbe- 
stimmter Form;  man  entnimmt  dann  etwa  /Sg^  aus  der  Gleichung 

B{k,  -  A3)  (A,  -  A4)  (A,  -  A2)  ß,,'  =  z^22(^i)  ; 
sollte    auch    ß^i  =  0    gefunden    werden,    so    wird    ß^^    aus    der    ent- 
sprechenden Gleichung  für  ß^^^  berechnet;  sollte  endlich  auch  ^sdi^i) 
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verschwinden,  so  geht  mau  von  ^44(^1)  aus,  um  ß^^  zu  berechnen. 
Diese  Grösse  kann  nicht  auch  gleich  Null  sein,  denn  es  können  nicht 
alle  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  von  einem  und  demselben  Kegel 
berührt  werden,  es  sei  denn,  dass  dieser  in  ein  Ebenenpaar  ausartet, 
in  welchem  Falle  a?Ze  Unterdeterminanten  z/,i.(Ai)  verschwinden  müssten 
(vgl.  p.  151)5  dann  aber  würde  A^  eine  Doppelwurzel  der  Gleichung 
z/(A)  =  0  sein,  da  ja 

(16)  ^P  =  2JUh,J,^{k). 

Das  Auftreten  einer  solchen  Doppelwurzel  haben  wir  indessen  vor- 
läufig ausgeschlossen. 

Verschwindet  die  Determinante  B,  so  werden  die  Formeln  (14) 
nur  formal  ungültig;  denn  man  braucht  nur  f  mit  (p  zu  vertauschen, 
um  die  Rechnung  ganz  entsprechend  durchzuführen;  man  hat  dann 
g)  -}-  xf  statt  f  -\-  Xcp  zu  untersuchen.     Nun  ist 

(17)  ^(A)  =  ^  +  4.A,X  +  6C^^  +  4B,X^  +  BX'-, 

für  B  =  0  wird  also  eine  Wurzel  X  unendlich  gross,  d.  h.  eine  der 
Wurzeln  a  wird  gleich  Null.  Dies  Verfahren  kann  aber  nur  einge- 
schlagen werden,  wenn  nicht  gleichzeitig  Ä  =  0  ist;  deshalb  wurde 
oben  das  Verschwinden  beider  Determinanten  ausgeschlossen  (p.  207). 
Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  es  weder  erlaubt,  alle  Grössen  ß  in  (5) 
gleich  Eins  zu  nehmen,  noch  mit  den  a  so  zu  verfahren,  wie  wir  es 
thaten,  denn  die  Kegelgleichungen  /"==  0,  95  =  0  können  nur  drei 
Quadrate  enthalten.     Statt  (5a)  und  (17)  hat  man  also 

/=  «'Xg^H-     «"Xg^^     «'"X/, 

/•+  A(p  =  IX;'  -f  («'  +  AjX^^  +  («"  +  A)  A7  +  a"'X^\ 
A{1)  =  A(4^i  +  66U  +  4J5,A2)  =  4i\/l(A  -  h^  {l  —  A3), 

wenn  oben  A^  die  verschwindende,  A4  die  unendlich  gross  werdende 
Wurzel  bedeutet.     Es  folgt  wieder 

«'  =  —  Ag,     a"  =  —  A3, 
ferner  aus  (9): 

W/i{l)  =  A^iX)  =  A(a'  +  A)  {a"  -f  A)a"', 
also  statt  (10): 

Dieser  Parameter  a"  bleibt  willkürlich,  denn  in  Folge  von  q)  =  Xj^ 
-\-  X.^  -{-  Xy^  haben  wir  nur  über  drei  Parameter  verfügt,  während 
unsere   Aufgabe  vier  Parameter  (willkürliche   Factoren   der  Xj)  zur 
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Verfügung  stellt.     Die   weitere  Berechnung   der  Coefficienten  /3,i   ge- 
schieht mittelst  der  Formel  (11)  ebenso  wie  oben. 

Der  von  luis  bei  dem  vorgelegten  Probleme  eingeschlagene  Weg 
ist  wesentlich  dadurch  charakterisirt,  dass  die  zu  suchenden  Coeffi- 
cienten einer  linearen  Transformation  durch  Vergleichung  invarianter 
Bildungen  gefunden  wurden.  Diese  Methode  hat  uns  schon  in  der 
ebenen  Geometrie  oft  zum  Ziele  geführt  und  wird  auch  bei  allen 
analogen  Aufgaben  im  Auge  zu  behalten  sein. 

Für  den  Schnitt  des  Büschels  mit  einer  Ebene  oder  einer  Ge- 
raden heben  wir  noch  einige,  später  wichtige  Sätze  hervor.  Auf 
einer  beliebigen  Ebene  schneiden  die  Flächen  f  -{-  l<p  =  0  einen 
Kegelschnittbüschel  aus,  dessen  vier  Basispunkte  die  Schnittpunkte 
der  Ebene  mit  der  Curve  vierter  Ordnung  sind;  diesem  Kegelschnitt- 
büschel kommt  ein  gemeinsames  Polardreieck  zu,  dessen  drei  Ecken 
die  Scheitel  der  drei  im  Kegelschnittbüschel  enthaltenen  Linienpaare 
liefern;  in  diesen  drei  Ecken  wird  also  die  Ebene  von  Flächen  des 
Büschels  berührt;  damit  ist  Anzahl  und  Lage  solcher  berührenden 
Flächen  bestimmt;  in  der  That  ist  ja  auch  die  Ebenencoordinaten- 
Gleichung  vom  dritten  Grade  in  X. 

Um  die  Flächen  zu  finden,  welche  eine  gegebene  Gerade  berühren, 
legen  wir  durch  diese  Gerade  eine  beliebige  Ebene  und  brauchen 
dann  nur  diejenigen  Flächen  zu  suchen,  deren  ebene  Schnitte  mit 
der  Hülfsebene  unsere  gerade  Linie  zur  Tangente  haben.  Ein  be- 
kanntes Resultat  der  ebenen  Geometrie  (Bd,  I,  p.  135)  liefert  sofort 
den  Satz: 

Die  Flächen  eines  Büschels  schneiden  eine  beliebige  Gerade  in  Punläe- 
paaren  einer  Involution;  in  den  Doppelpimläen  derselben  wird  die  Gerade 
von  je  einer  Fläche  des  Büschels  berührt. 

X.  Besondere  Lagen  zweier  Fläclien  zweiter  Ordnung  gegen  einander. 

Wenn  wir  jetzt  auf  diejenigen  Fälle  näher  eingehen,  in  denen  die 
fragliche    Transformation    auf   das   gemeinsame   Polartetraeder    nicht 
mehr   möglich   ist,   so   wissen  wir,  dass  dieselben  nur  durch  das  Zu- 
sammenfallen   mehrerer   Wurzeln    der   Gleichung    z/(/l)  =  0    bedingt 
sein  können   und   haben   dabei   (wie   sich   bei  fortschreitender  Unter- 
suchung zeigen  wird)  auf  zwei  Momente  besonders  zu  achten: 
erstens,  wievielfach  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist,  und 
zweitens,   ob   für   eine  vielfache  Wurzel   etwa  ausser  ^{l)  auch 
die  ersten  oder  zweiten  ünterdeterminanten  von  -^(A)  verschwinden, 
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cl.  h.  ob  der  entsprechende   mehrfach  zählende   Kegel   etwa  in  ein 

Ebenenpaar  oder  in  eine  Doppelebene  ausartet. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  dass  die  Determinanten  Ä  und  B  der 
Flächen  f=0  und  q)  =  0  nicht  verschwinden,  so  haben  wir  drei- 
zehn wesentlich  verschiedene  Fälle  der  Reihe  nach  durchzusprechen; 
wir  bezeichnen  sie  mit  vorgesetzten  Nummern  und  geben  zum  Schlüsse 
eine  tabellarische  Uebersicht.  Vorausgeschickt  mag  noch  die  Be- 
merkung werden,  dass  in  Folge  der  Gleichung  (16)  das  Verschivinden 
sänmdUcher  ersten  Unterdeterminanten  stets  eine  Doppelwurzel,  und  ebenso 
das  Verschwinden  sämmtlicher  siveiten  Unterdeterminanten  stets  eine  drei- 
fache  Wurzel  bedingt. 

Als  Nr.  1  zählen  wir  den  bereits  erledigten  allgemeinen  Fall. 
Nr.  2.  Es  fallen  zwei  Wurzeln  zusammen,  ohne  dass  alle  zu- 
gehörigen ersten  Unterdeterminanten  verschivinden.  Die  Doppelwurzel 
sei  mit  A3  bezeichnet,  die  einfachen  Wurzeln  seien  A^  und  X^'t  ^^^  ^^i 
wieder  die  Spitze  des  zu  Aj  gehörigen  Kegels,  dann  ist  nach  Glei- 
chung (4)  p.  151 

also 

Q,<p{x^'^)  =  2;2;&;,^,-,(A3)  =  z/'(A3)  =  0, 

ferner  /"-f-  X^cp  =  0,  folglich  auch  /"=  0;  d.  h.  die  Spitze  des  doppelt 
zäMenden  Kegels  ist  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinsam;  sie  ist  ein 
Punkt  der  Schnittcurve  vierter  Ordnung.  Ihre  Polarebene  ist  die- 
selbe für  alle  Flächen  f  -\-  kcp  =  0  (p.  208),  d.  h.  sie  ist  gemeinsame 
Tangentenebene  derselben:  die  Flächen  des  Büschels  berühren  sich  in 
dem  BunMe  x'^^^.  In  der  unmittelbaren  Nähe  des  letzteren  kann  jede 
Fläche  durch  diese  Tangeutialebene  ersetzt  werden;  letztere  enthält 
also  die  Tangente  unserer  Curve  vierter  Ordnung  in  a;^^);  andererseits 
liegt  die  Curve  ganz  auf  dem  Kegel  f  -^  X.cp  =  Q  und  ihre  Tangente 
in  ic'^)  ist  eine  Erzeugende  des  Kegels;  solcher  Erzeugenden,  Schnitt- 
linien des  Kegels  und  der  Tangentialebene,  gibt  es  aber  zwei,  d.  h. 
die  Curve  vierter  Ordnung  hat  in  a;^^)  einen  Doppelpimld.  Die  beiden 
Zweige  des  Doppelpunktes  bestimmen  sich  in  folgender  Weise. 

Wir  machen  x^^^  zur  Ecke  X^  =  0,  X^  =  0,  X3  =  0  eines  neuen 
Coordinatensystems    und    X3  =  0    zur    Tangentialebene,    dann    wird 
offenbar 
QgN  /■=2«X3X4  +  /2(Xi,X2,X3), 

cp  =  2ßX,X,  +  cp,{X„X„X,), 
wo  f^  und  9)2  homogene  Functionen  zweiten  Grades  ihrer  Argumente 
bedeuten,  deren  Coefficienten  wir  «/^  bez.  /3a-  nennen.    Die  Gleichung 
des  doppelt  zählenden  Kegels  ist  dann  offenbar 


(20)  I-ej{X)  = 
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ßf—  a(p  -EE  ßf^  —  a<p.^  =  0; 
und  die  von  der  Ebene  X^  =  Q  auf  ihm  ausgeschnittenen  Erzeugen- 
den sind: 

(19)  {ßa,,  -  aß,,)X,'  +  2{ßa,,  -  aß,,)X,X,  +  (/3a,,  -  c./3jX,2  =  0. 
Diese  quadratiscJie  Gleichung  bestimmt  die  Puchttmg  der  heiden  Tangenten 
der  Schnittcurve  in  ihrem  Doppelpunkte.  Die  Gleichung  kann  nur 
dann  gleiche  Wurzeln  haben,  wenn  A.,  eine  dreifache  Wurzel  von 
^(A)  =  0  wird.     In  der  That^  die  Discriminante  von  (19)  ist 

(/3a22  —  a/3,2)  (/3ß,i  —  oj/3,,)  —  (/3ai2  —  aß^^f. 

Bedeutet  ferner  H  die  Determinante  derjenigen  Substitution,  welche 
von  den  Xi  zu  den  Xi  hinführt,  so  hat  man  nach  (9)  und  (18): 

«u  +  ^ßn     «12  +  ^ßn     «13  +  ^ßiz  0 

«21  +  ^ßn       «22  +  ^^^22       «23  +  ^ß^z  0 

«31   +  ^ßzi        «32  +   ^ß'i2       «33  +  ^ßzz       «  +   ^^ 

0  0  a  +  Xß  0 

=  -{a-\-lßf  [K,  +  A^ii)  («,,  +  Iß,,)  -  K,  +  Xß,,n 
Man  sieht,  dass  A  =  —  ^  hier   die  Doppelwurzel   vorstellt,   und 

dass  dieselbe  nur  dann  den  zweiten  Factor  rechts  zum  Verschwinden 
bringen  würde,  wenn  obige  Discriminante  gleich  Null  wäre. 

Da  zwei  Ecken  unseres  Polartetraeders  sich  in  dem  Berührungs- 
punkte der  Flächen  vereinigt  haben,  kann  von  einem  eigentlichen 
gemeinsamen  Polartetraeder  nicht  mehr  die  Rede  sein.  Um  aber 
hier  die  Gleichungen  /"==  0,  9?  =  0  auf  eine  möglichst  einfache  Form 
zu  bringen,  kann  man  zunächst  die  Ebene  X^  =  0  so  legen,  dass 
ihr  Schnitt  mit  X^  =  0  eine  Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
der  beiden  von  X^  =  0  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  wird  (was  die 
Erfüllung  von  zwei  Bedingungen  erfordert);  führt  man  sodann  dieses 
Poiardreieck  in  der  Ebene  X^==  0  als  Coordinatendreieck  ein,  so 
werden  dadurch  die  beiden  Ausdrücke  gj,,  /,  gleichzeitig  in  die  Summe 
von  je  drei  Quadraten  nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie  trans- 
formirt  und  es  entsteht  die  Gleichungsform: 

/■=  2aX3Z,  +  a,.V  +  «,V  +  «3X3^ 
^  =  2^X3X,  +  ß,X,'  +  ß,Xi  +  ^3X3^ 

Setzt  man  noch  X^-\-  ^X^  an  Stelle  von  X^  und  ^nacht  2/5ft  -f-  ^3  =  0*), 
so  wird  einfacher 


*)  Dies  ist  immer  möglich,   da  qp  =  0  ein  Kegel  sein  müsste,  wenn  ß  ver- 
schwinden sollte. 
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d.' li.  X4=  0  ist  zur  TaugeuteDebene  der  Fläche  9)  =  0  gemacht 
worden.  Damit  /■-[-A/9>  =  0  unsere  drei  Kegel  liefert,  muss  man 
haben  a  +  Ag/S'  =  0,  «^  -f  Aj/S^  =  0,  «2  +  hß2  =  0.  Vier  Constante 
endlich,  etwa  a^,  ß',  ß^^  ß,^,  kann  man  gleich  Eins  wählen;  und 
somit  wird: 

/2i.~)  t  =  —  ^i^x    —  ^X.^^  ■ —  2A3X3X4  +  ^3^j 

cp=  X,'+     X/  +  2     X,X,. 

Diese  Normalform  ist  in  unserem  Falle  immer  herzustellen;  und 
die  betreffende  lineare  Transformation  bestimmt  sich  durch  folgende 
Bechnungen. 

Die  Gleichung  (20)  wird 

{22)  li'J(X)  =  R'[A  +  4A,X  -\-GCX''  +  AB.P  -{-  BX'] 

l-l,      0         0         0     1 


=  -(A-A3)2(A-Ai)(.A-A2)  = 


0       A-A,      0         0 
0         0         1       A-A3 
0  0      A-A,     0 


und  (11)  gibt: 

(23)   B^ii2:j-,,{i)u^i^=-{i-i.,Y\{i—h)v;'-^{i-x,)v:''\ 

+  (A-A,)(A-A,)[Z7/-2(A-A3)C/3f7,]. 

'Aus  (22)  erhält  man  W,  nämlich: 
(24)  B?B  =  -\, 

und  aus  (23)  die  Substitutionscoefficienten  für  A==Aj,  A^,  A3,  00: 
i?^2;2;z/,-,(Ai)n,?i,  =  -  (Aj  —  A3)2(A,  -  h^v;\ 

B'i:EJ,k{K>iU,  =  —  U,  -  hY  (A,  -  X,)  u,', 

(25) 

R'2JUJa{hWh=       (h  -  h)  ih  —  h)U^\ 

R'USBaU^u,       =  -  U,' -  U./ -  2Ü,U^, 

wobei  Bik  die  von  Null  verschiedenen  Unterdeterminanteu  von  B  be- 
zeichnen. Die  Lösung  der  Gleichungen  (25)  wird  nur  unmöglich, 
wenn  für  eine  der  Wurzeln  Aj  alle  z/,x.  verschwinden,  was  unseren 
Annahmen  widerspricht. 

Es  ist  leicht,  in  den  ursprünglichen  Coefficienten  «,/.  und  ha-  die 
Bedingung  für  die  einfache  Berührung  der  Flächen  f=0  und  ^  ==  0 
anzugeben;  man  hat  nur  die  Forderung  zu  stellen,  dass  z/(A)  =  0 
zwei    gleiche   Wurzeln    habe,    dass    also    gleichzeitig   ^(A)  =  0    und 

^'(A)  =  -~^T    =^  0  sei,  oder: 
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=  0. 


A,  +  36U   +  3Ji,A^  -j-  !>'  A^  =  0, 

Die   Elimination   von  X   geschieht  nach   dem  Verfahren  von  Bezout 

(Bd.  1,  p.  180)  und  ergibt  die  Bedingung: 

Ä  SA,     3C      B,       0         ( 

0  A        'SA,     SC      B,       ( 

0  0         A        SA,     SC      . 

A,  SC      SB,     B        0         < 

0  A,       SC      SB,     B        i 

.0  0         A,       SC      SB, 

■Die    Theorie    der    binären    biquadratischen    Formen    (Bd.  I,    p.  239) 
lehrt,  dass  dieselbe  Gleichung  auch  in  der  Form 
(AB-4.A,B,-}-SCy—21(ACB-\-2A,CB,-^C'—AB,'—A,^By=0 

geschrieben  werden  kann.  Die  Bedingimg  der' Berührung  zweier  Flächen 
siveiter  Ordnung  ist  also  vom  zwölften  Grade  in  den  Coefficienten  jeder 
Fläche. 

Nr.  3.  Es  ist  eine  dreifache  Wurzel  k^  und  eine  einfache  X,  vor- 
handen, ohne  dass  alle  ersten   Unterdeterminanten  ^ik{l^  verschivinden. 

Aus  (20)  erkennt  man,  indem  X^  ==  A3  wird,  dass  hier  die  beiden 
durch  (19)  bestimmten  Tangenten  zusammenfallen.  Die  Schnittcurve 
vierter  Ordnung  erhält  also  einen  „RücJckehrpunM" ,  eine  Spitze*)'^  man 
sagt:  die  Flächen  herühren  sich  stationär. 

Als  gemeinsame  Tangentialebene  nehmen  wir  X^  =  0  (nicht 
Xg  =  0,  im  Gegensatze  zu  Nr.  2,  aus  Gründen,  die  später  hervor- 
treten werden).  Die  Spitze  des  dreifach  zählenden  Kegels  liege  in 
der  Ecke  X,  =0,  X^  =  0,  X^  =  0;  er  berühre  die  Ebene  X^  =  0 
in  ihrem  Schnitte  mit  X,  =  0-^  die  Ebenen  Xg  =  0,  X^  =  0  kann 
man  dann  so  legen,  dass 

f-{-X,cp  =  aX,'  +  2aX,X,. 

Die   Spitze   des  zweiten  Kegels  befindet   sich   auch   in  Xg  =  0,   und 
die  Linie  X2  =  0,  Xg  ==  0  möge  doppelt   zählend  diesem  Kegel  an- 
gehören, dessen  Spitze  in  X2  =  0,  Xg  =  0,  X4  =  0  liege-,  dann  wird 
/•+  X,cp  =  2ßX,X,  +  b,X^  +  Z>gXV  +  2\X,X,. 

Da  ß  nothwendig    von    Null    verschieden    ist,    kann    man  X^    durch 
X4  -f-  ftXg  ersetzen  und  ß[i  -j-  b^  gleich  Null  machen,  so  dass 
f+X,cp  =  2ßX,X,  +  &gXg^  +  2h,X,X,; 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  322. 


R^zf{X) 
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also: 

(A,  -  A^)  qp  =  -  aX,'  +  h,X,'  +  2(6,  -  a)X,X,  +  2^^X„ 
a{?ii-X)  0  0  0 

0  0  h^ß-L,)-a{X-X,)    /3(A-Z2) 

0         64(A-A2)-a(A-2i)  63(^-^2)  0 

0  ß(^-h)  0  0 

Durch   Aeuderung   der  Xi  um  passende    constante  Factoreu   können 

wir  erreichen,  dass: 

—  a  =  &3  =  «A^  —  6,^2  =  /3  =  ylj  —  A2; 

ferner    ersetzen    wir   X^    durch  X^  -\-  vX^    und    bestimmen  v  durch 
die  Bedingung 

ßv-i-\-  a^O, 

welche  immer  lösbar  ist.     So  liommt  endlich  die  kanonische  Form: 
/•=  -  A,.V  -  A,  W  +  2X2XJ  +  2X2X3, 
cp=  X,^+      X32  +  2X2X,. 

Die    zur    Herstellung    der    Transformation    dienenden    Formeln    sind 
kurz  folgende: 


(21a) 


(22a)    B^zl{l)=^ 


0 
0 
0 


0 
0 

1 


0 

1 

A  —  A.) 

0 
1 


0 

A        ^2 

0 
0 


==-(A-A,)(A-A2)^ 


(23a)    E'2:i:z]>,{X)nrUk 


7?2  = _ . 


i,Mx-x,fu^ 


-  (A  —  Ajf//  -  2(A  ~-  AJ  (A  -  A2)^  h\  U^ 

—  2(A-A0(A- A2)C4f^4', 
i222:2;^,-,(A0«r«.-  -  -  (Ai  -  hfU,', 
R'UUAa-{h)ti,n,  =        (A,  -  X,)U,\ 
B'UUJ,;,  {X,)u;u,  =  —U,'-  2(A2  —  A,) ?73 f/„ 
ii2i:2;^,4'(A2)w.^fA-  =  -  2(A2  -  A,)  (1^3^  +  2UM  -  AU,U„ 

wobei  die  Differentialquotienten  von  ^ik  nach  A  durch  obere  Striche 
bezeichnet  sind.  Die  Lösung  wird  wieder  nur  unmöglich,  wenn  alle 
^,vt(Ai)  oder  ^ik(l^  verschwinden,  oder  wenn  A^  =  Ag,  welche  Mög- 
lichkeiten ausgeschlossen  wurden.  Die  Grössen  ^^(Aa)  können  nicht 
sämmtlich  Null  sein,  weil  sonst  auch  ^"(Ag)  verschwinden  müsste, 
A9  also  eine  dreifache  Wurzel  wäre.     Es  ist  nämlich: 
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Aehnliche  Ueberlegungen  in  Betreff  der  eventuellen  Unmöglicli- 
keit  der  Transformation  gelten  für  jeden  der  folgenden  Fälle. 

Nr.  4.  Es  sind  zwei  Doppehvurzehi,  l^  und  /lg,  vorhanden,  und 
für  keine  von  ihnen  verschwinden  alle  ersten  Unterdeterminanten  von  ^(A). 

Von  den  vier  Kegeln  sind  noch  zwei  getrennte,  je  doppelt 
zählende  übrig  geblieben;  was  für  einen  solchen  Kegel  und  dessen 
Spitze  in  Nr.  3  nachgewiesen  wurde,  gilt  hier  für  jeden  von  beiden. 
Alle  Flächen  f  -\-  Xrp  =  0  berühren  sich  also  zweimal,  und  zwar  in 
den  beiden  Spitzen  der  Kegel;  die  Curve  vierter  Ordnung  hat  in 
jeder  derselben  einen  Doppelpunkt.  Da  nun  jede  Spitze  auf  allen 
Flächen  des  Büschels  liegt,  geht  auch  jeder  der  beiden  Kegel  durch 
die  Spitze  des  anderen  hindurch;  d.  h.  beide  Kegel  schneiden  sich  in 
der  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen.  Die  Schnittcurve  vierter  Ordnung 
zerfällt  also  hier  in  eine  gerade  Linie  (eben  jene  Verbindungslinie), 
und  in  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung. 

Die  Spitze  des  Kegels  f  -\-  l^cp  =  0  liege  in  der  Ecke  X^  =  0, 
X3  =  0,  X4  ==  0,  und  Xj  =  0  sei  in  ihr  die  gemeinsame  Tangenten- 
ebene der  Flächen  des  Büschels.  Die  andere  Spitze  liege  in  der 
Ecke  Xi  =  0,  X2  =  0,  X3  =  0,  und  X3  =  0  sei  ihre  Tangential- 
ebene, so  dass  Xj  ==  0,  X3  =  0  die  Gleichungen  der  allen  Flächen 
gemeinsamen  Erzeugenden  sind.     Dann  ist 

f+^ifp  =  «i^^i'  +  «3^7  +  2«i3XiX3  -f  2a,^X^X^  +  2a,^XsX^', 
ferner  kann  man  sicher  cp  =  2X^X2  -f-  2X3X4  machen,  so  dass 
f==  a,X,'-  +  «3X3^  +  2a,3X,X3  +  2a,,X,X, 
-f  2(^3,-A,)X3X,-2A,X,X„ 
/■+  l,ip  =  a,X,^  +  C.3X32  +  2«,3X,X3  +  2a,,X,X, 

+  2K  +  A2  -  A,)X3X,  +  2{l,  -  l,)X,X,. 
In  letzterem  Ausdrucke  darf  X4  nicht  vorkommen;  es  muss  also 

sein.    Ohne  die  Form  von  9?  zu  ändern,  können  wir  noch  X^-\-  ^X^ 
statt  X4  und  Xg  —  ftXg  statt  X3  setzen;  machen  wir  endlich 

ß^i3  +  {.K  —  ^^2)?*  =  0;      «1  =  «3  =  1, 

was  immer  möglich  ist,  so  erhalten  wir  die  kanonische  Form: 

(21b)  f^=  —  S/l^X^Xg  —  2A2X3X4  -f  Xj^  -f-  Xg^, 

9  =  2  X,X,  +  2X3X4. 
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Die  Lösuug  des  zugehörigen  Transform ationsproblems  wird  durch 
folgende  Formeln  geliefert: 


(22b)  B?^{1)  ^""'        l  ':        /  ^     ==  (A  -  X,y  (A  -  A,)^ 


1        k  —  X^        0            0 

A  — Ai        0            0            0 
0            0            1        A  — Ag 

=  (A-A, 

0            0        X  —  k,^        0 

R^B=  1; 

)uiUk  =  -{X^-lYU,^-{X 

1  -  ^fU,' 

(23b)   Ti^2:2zIa{X)niUk 

-2(x,-x){x,-xyu,u, 

-2(X,-^X){X,-Xfü,ü,', 
R'U2AikiX,)uiti,  =  -  (A^  -  X,yU^^, 

B'EEJ/,{X,)u,u,  =  -  2(A,  -  X,)Uy  +  2(A,  -  X,yU,U„ 
(25b) 

R'E2:zJ,j,{X,)uiUk=  —  (Ai  -  X.,fü:\ 

E'2J2J^/k{h>iUk  =  —  2{X,  -  X,)U,'  +  2{X,  -  X.fü.U,. 

Man  sieht,  dass  die  C/i  in  der  Ebenencoordinaten-Gleichung  in 
gleicher  Weise  vorkommen,  wie  die  Xi  in  der  Punktcoordinaten- 
Gleichung;  es  sind  nur  die  Indices  2,  4  bez.  mit  1,  3  vertauscht. 

Nr.  5.  Es  ist  A^  eine  vierfache  Wurzel  von  z/(A)  =  0,  und  die 
^a(Ai)  sind  nicht  sämmtlich  gleich  Null. 

Dieser  Fall  entsteht  aus  dem  vorigen,  indem  die  beiden  Kegel 
unendlich  nahe  an  einander  rücken,  d.  h.  indem  die  Schnittpunkte 
der  von  der  Curve  vierter  Ordnung  abgesonderten  Geraden  (die 
Spitzen  der  beiden  Kegel)  auf  der  übrigbleibenden  Curve.  dritter 
Ordnung  zusammenfallen :  die  Schnittcurve  der  Flächen  f  =  0  und 
q)  =  0  besteht  aus  einer  geraden  Linie  und  einer  dieselbe  berührenden 
Raumcurve  dritter  Ordnung.  Der  Berührungspunkt  tritt  an  Stelle  des 
in  Nr.  3  auftretenden  Rückkehrpuuktes  der  Curve  vierter  Ordnung, 
denn  auch  aus  Nr.  3  kann  der  jetzt  vorliegende  Fall  offenbar  durch 
Grenzübergang  abgeleitet  werden. 

Die  gemeinsame  Erzeugende  der  Flächen  sei  durch  X^  ==  0, 
X^  =  0  gegeben,  und  X^  =  0  sei  die  gemeinsame  Tangentialebene 
im  Punkte  X^  ==  0,  X2  =  0,  Xg  =  0,  d.  i.  in  der  Spitze  des  einen 
noch  vorhandenen   Kegels.     Dann   kann   man    es  so  einrichten,  'dass 

/-=  2a,,X,X^  +  «,iÄ7  +  a,,X,'  +  2a^,X,X,  +  2a,,X,X, 

-j-  2  «23  -^2  -^3  ? 

wobei  ßj^  von  Null  verschieden  ist.     Es  wird 
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i?2^(A)  = 


«0 


a,o 


*22 


«41   +  ^ 


«32  +  ^ 
0 


«13 

«11 -f 

l 

«21. 

+ 

0 
0 

X 

0 
0 
0 

also    muss  a, 


«23  sein.  Hierbei  ist  die  Linie  X^  =  0,  X^  =  0 
eine  noch  unbestimmte  Erzeugende  von  g)  =  0,  welche  unsere  Curve 
dritter  Ordnung  in  zwei   Punkten  trifft,  die   sich  aus  der  Gleichung 

berechnen  lassen;  unter  den  unendlich  vielen  Erzeugenden  dieser  Art 
wird  man  eine  so  auswählen  können,  dass  beide  Schnittpunkte  zu- 
sammenfallen, dass  sie  also  Tangente  der  Gurve  wird;  d.  h.  wir 
können  voraussetzen,  es  sei  «110:22  —  «12^  "^  0.  Ersetzen  wir  sodann 
X2  durch  X2  4"  l^^x  '^^^  ^4  durch  X^  —  f*^3?  wobei  (p  uugeändert 
bleibt,  so  wird 

/■=  2a^^X^X^  +  «ii'^V  +  «22^2^  +  2  «12' ^1X2  +  2«i3'XiX3 

+  2^23^2^37 
«1/  =  «11   +  2^ai2  +  f^^«22? 
«12'  =  «12  +  /^«22;       «13'  =  «13   —   ^«M  +  f*«23  =  «13- 

In    Folge    unserer    Bestimmung    über    die    Linie    X3  =  0,    X^  ==  0 
kann  man  a^^  und  a^^   gleichzeitig  zu  Null   machen  durch  passende 
Wahl  von  ft;  und  es  bleibt,  da  «14  ===  «23  =  —  ^1  war: 
.2ie)  /•=-2Ai(XiX,+    X2X3)+X2^  + 2X1X3, 

<p=  2X1X4  +  2X2X3. 

Zur  Ausführung  der  Transformation  dienen  folgende  Formeln; 


(22c)     Ii^zi{l)  =-- 


0 

0 

1 

A  — Ai 

0 

1 

1 

A  — A, 

A  — A, 
0 

0 
0 

.=  (A- 

-  ^1  )^ 

A  — Ai 

0 

0 

0 

R^B=  1; 


(23c)   E'I]i:J,,{l)n,Uk  =  -  C//  -  (A  -  l.yil^  +  2(A  -  k,fL\  U^ 

+  2{X-X,yU,U,-\-2iX~X,)U,U,; 

i^^2:2;z/,;(Ai)«,«,  =     ^u.u,, 

R'2JUzJa'"M><it(k  =        12(^1  C/4  +  ü,  U,)  =  R'62J2JB;,UiU, , 
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während  EEJik{l^UiUk  gleich  Null  wird.  Die  beiden  ersten  Glei- 
chungen geben  TJ^  =  0,  die  Spitze  des  Kegels,  und  ZJg  =  0,  also 
als  Verbindungslinie  beider  Punkte  die  gemeinsame  Erzeugende  Xi  =  0, 
X2  =  0;  die  dritte  liefert  die  Ecke  C/g  ==  0,  und  aus  der  letzten 
findet  man  den  Punkt  U^  =  0.  Zur  Bestimmung  der  Ebenen  Xg  =  0, 
X^  =  0  kann  man  sich  auch  der  folgenden  Relationen  bedienen: 
/■+A,y-X,2  =2X,X„ 
95  —  2X0X3  =  2X1X4. 

Nr.  6.  Die  Wurzeln  von  ^(X)  =  0  vertheilen  sich  wie  in  Nr.  2; 
CS  verscliivinden  aber  alle  ^^il^,  ivährend  die  zweiten  Unterdetermi- 
nanten nicht  sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Der  Kegel  f -j- X^cp  =  0  zerspaltet  sich  in  zwei  Ebenen;  die 
Schnittcurve  zerfällt  folglich  in  zwei  ebene  Kegelschnitte,  welche  sich  auf 
der  Axe  des  Ebenenpaares  in  zivei  Punkten  begegnen  (da  diese  Axe  von 
den  Flächen  zweiter  Ordnung  nur  in  zwei  Punkten  getroffen  werden 
kanü).  Durch,  die  Axe  gehen  dann  die  Polarebenen  der  Spitzen  der 
Kegel  f -\- X^(p  =  0  und  f-\-l^(p  =  Q  hindurch,  welche  dieselben 
sind  für  alle  Flächen  des  Büschels,  also  auch  für  f  -\-  X.^q)  =  0.  Die 
erwähnten  Spitzen  sollen  als  Ecken  ?7i  =  0,  U^  =  0  des  neuen  Te- 
traeders benutzt  werden,  und  ihre  Polarebeuen  mögen  bez.  X^  =  0, 
X2  =  0  sein.  Auf  der  Schnittlinie  der  letzteren  wählen  wir  die 
Ecken  C/3  =  0,  C/^  =  0  so,  dass  sie  harmonisch  liegen  zu  den  beiden 
Durchstossungspuukten  der  Linie  mit  den  Flächen  f  -\-  Xq)  =  0;  wie 
man  dieser  Forderung  auch  genügen  mag,  die  so  gewählten  vier 
Ecken  bilden  immer  ein  Polartetraeder  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
f -\- X(p  =  0]  das  gemeinsame  Polartetraeder  wird  also  hier  nicht  un- 
möglich, sondern  unbestimmt.  In  den  neuen  Gleichungen  können  wieder 
nur  die  Quadrate  vorkommen,  d.  h.  wir  haben 

f=  —  XyX^^  —  AgXg^  —  X^iX^^  +  ^4")) 


(21d) 


q>=  X,^+     X,'  + 

und  die  Transformationsformeln  werden: 


Xg-     +    X4 


(22d)  R'^(X)  = 


l  —  l^       0 
0      l  —  K 


0      A  — A, 


0       l  —  U 


■■{i-i^{i-ux^-h;)\ 


(23d)   R'2J2J^a-i^)u,u,  =  (A  —  X,)'  [(A  -  L,)U,'  +  (A  -  A,)  Z7/] 

+  (A  -  AJ  (A  -  Ag)  (A  -  Ag)  [U,'  +  C7/]; 
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B'EI^JikiKWik  =  (Ai  -  A,)  (A,  —  LfU^', 
(25d)  R^I]2JAi,(X,)Uin,  =  (X,  -  Aj  (A^  -  X.fU,', 

R^EEJ^,'{i;)u-,n,  =  (A3  -  A,)(A3  -  k,)  [U,'  +  f//]. 

Diese  drei  Gleichungen  genügen,  da  man  die  eine  der  Ecken  U^  =  0, 
f/g  =  0  auf  der  Schnittlinie  der  Polarebenen  von  C/i  =  0  und  U2  =  0 
beliebig   annehmen   kann.     Die   Gleichungen   der   beiden  Kegel   sind: 

/■+  X,cp  =  (A,  -  X,)X./  +  (A,  -  A3)  (X/  +  X/)  =  0, 

f-\-X,cp  =  (A,  -  A,)X,^  +  (A,  -  A3)  (X7  +  X/)  =  0, 

und  diejenige  des  Ebenenpaares: 

/-  +  A3^  =  (A3  -  A,)X,^  +  (A3  -  A,)X/  =  0. 

Der  vorliegende  Fall  tritt  immer  ein,  wenn  man  zwei  Kugeln  zum 
Schnitte  bringt;  denn  alle  Kugeln  gehen  durch  den  imaginären  Kugel- 
kreis hindurch  (p.  182);  dieser  unendlich  ferne  Theil  der  Schuittcurve 
wird  durch  einen  im  Endlichen  gelegenen  Kreis  zu  der  Curve  vierter 
Ordnung  ergänzt. 

Die  Flächen  /"=  0,  (p  =  0  berühren  sich  hier  in  den  beiden 
Schnittpunkten  mit  der  Linie  X^  =  0,  Xg  =  0;  denn  ihre  Schuitt- 
curve hat  daselbst  Doppelpunkte;  zwei  Kugeln  berührtn  sieh  also 
immer  in  zwei  Punkten,  die  allerdings  imaginär  sind. 

Nr.  7.  Die  Gleichung  ^(A)  =0  hat  eine  einfache  Wurzel  Aj  und 
eine  dreifache  Wurzel  Ag;  für  letztere  verschwinden  alle  ersten  Unter- 
determinanten Jikil.^. 

Dieser  Fall  entsteht  aus  Nr.  3,  wenn  der  dort  vorkommende 
dreifach  zählende  Kegel  in  ein  Ebenenpaar  ausartet.  Die  Schnitt- 
curve  besteht  also  wieder  aus  zwei  ebenen  Kegelschnitten;  die  letzteren 
müssen  sich  berühren,  damit  die  Berührung  der  Flächen  stationär  werde, 
ivie  in  Nr.  3.  Auch  aus  dem  vorhergehenden  kann  der  jetzt  vor- 
liegende Fall  durch  Zusammenfallen  der  Schnittpunkte  der  beiden 
Kegelschnitte  erzeugt  werden. 

Die  gemeinsame  Tangente  der  beiden  ebenen  Kegelschnitte  in 
ihrem  Berührungspunkte  (gleichzeitig  Axe  des  Ebenenpaares  /'+A2^=0) 
sei  durch  X^  =  0,  X3  =  0  gegeben;  sie  berührt  offenbar  auch  den 
Kegel  f-{-X^(p  =  0.  Der  letztere  wird  also  längs  der  Verbindungslinie 
seiner  Spitze  mit  jenem  Berührungspunkte  von  einer  Ebene  berührt, 
die  durch  besagte  Tangente  hindurchgeht;  diese  Ebene  sei  X3  ==  0; 
sie  möge  in  der  genannten  Verbindungslinie  von  der  Ebene  Xg  =  0 
geschnitten  werden;  Xj  =  0  sei  als  die  conjugirte  Polarebene  von 
X3  =  0  in  Bezug  auf  das  Ebeuenpaar  /'-j-Ag^J^^O  definirt.     Dann  ist 

Clebsch,  Vorlesuugeu.  II,  1.  15 
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f-\-K^>  =  «22^2^  +   «33^3^  +   ^«23  ^2  ^3  +  ^aa^XgZ^, 


also 


{K-h)f=c^K^i 


«22-^2  ^2^  +   (^'''1  "^    «33 ''■2)  ^3^  ~  2  «23 '12^2^3 
2ß. 


{X,-l,)cp  =  aX,^-^{h 


'•34 '''2 -^3 -^4  5 


2  «90  X^  Xo — 2«, .  X^  X. . 


'•23 


Wir  setzen  X^  -j-  ^iX^  +  vX^  an  Steile  von  X^  und  bestimmen 


jti,,  V  durch  die  Bedingungen  a^s  "I"  (^^^34  =  ^} 


^35 


h  +  2?/ «34  =  0; 


dies  ist  immer  möglieb,  denn  die  Bedingung  a^^  ==  0  würde  das  Zer- 
fallen des  Kegels  f-\-kj^<p  =  0  erfordern,  was  unseren  Voraussetzungen 
widersj)ricbt;  dann  entsteht  bei  passender  Wahl  der  verfügbaren 
Constanten: 

/  =  -  ^1 X,^  -  A2(X,^  +  2 X,X,)  +  X3^ 
(21e) 

9=  X,'+      X^^  +  2X,X,. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Ausdrücke  im  Wesentlichen  uu- 
geändert  bleiben,  falls  man  Xg  =  0  durch  X2  +  *^^3  =  0,  gleich- 
zeitig X^  =  0  durch  X^  -f-  joXg  -f-  gXg  =  0  ersetzt  und  m,  p,  q  ent- 
sprechend bestimmt.  Die  Ebene  X4  =  0  bleibt  dann  immer  Tangenten- 
ebene von  ^  ==  0  im  Punkte  ZJg  =  0;  man  kann  also  die  Ecke 
U2  =  0  auf  Xj  =  0,  X3  =  0  willkürlich  wählen,  legt  sodann  von 
ihr  aus  die  eine  (ausser  Xg  =  0  noch  mögliche)  Tangentialebene 
an  cp  =  0,  wodurch  X^  ==  0  bestimmt  ist;  der  Berührungspunkt  der 
letzteren  liefert  die  Ecke  f/g  ==  0;  durch  sie  und  die  schon  fest- 
gelegte Kante  X^  =  0,  Xg  =  0  geht  die  vierte  noch  fehlende  Ebene 
des  Cüordinatentetraeders  X^  =  0.  Wie  im  vorirjen  Falle  linnn  also 
auch  hier  die  einfachste  kanonische  Form  (21e)  auf  unendlich  viele 
Weisen  hergestellt  iverden.  Zur  Durchführung  der  Transformation 
dienen  folgende  Formeln: 


(22e)  B^J{X)  = 


(23e) 


A  — Aj        0            0            0 

0        A  — A,        0            0 
0            0            1        k-l^ 

-c^- 

0            0        X  —  L,        0 

Ii^B=  -  1; 

l)n,u,^-{k-X.^^U;'-     (A- 

-A.)(A 

+     ( 

[^- 

-K){^ 

■hf, 


-2(A-A,)(A-A,)^f4C/,; 
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B'uu^a  i^Mi^k  =  —   (Ai  -  x,y  U,' , 

(25e)      R'UUJi,'  {l,)uiUk  =  -     ß,  -  Aj  U^\ 

B:'ZEJ,k\K>ink  =  -  2{X,  -  Ai)  [U,' +  2  U,  C/J  . 

Die  Ecke  ZZ^  =  0  kann  man  in  obiger  Weise  willkürlieh  wählen ; 
dann  sind  die  anderen  Ecken  hierdurch  vollkommen  bestimmt,  so 
lange  die  Grössen  z/,i.(Ai),  zlikik.^),  zJik'{l.^  nicht  sämmtlich  gleich 
Null  sind. 

Nr.  8.  Es  sind  zwei  Doppelivurzeln,  l^  und  l^,  vorhanden;  und 
für  A^  verscJminden  auch  alle  ersten  Unterdeterminanten  z/,i.(AJ,  nicht 
aber  sämmtliche  ziveiten. 

Von  den  zwei  Kegeln,  welche  in  Nr.  4  auftraten,  ist  einer  in 
ein  Ebenenpaar  ausgeartet;  die  Schnittcurve  zerfällt  also  in  zivei  ebene 
Kegelschnitte;  von  diesen  aber  degenerirt  einer  in  ein  Linienpaar;  denn 
nach  Nr.  4  muss  sich  jedenfalls  eine  gerade  Linie  absondern  lassen, 
folglich  auch;,  da  wir  es  mit  Kegelschnitten  zu  thun  haben,  eine 
zweite;  die  letztere  kann  sich  nicht  von  dem  zweiten  Kegelschnitte 
absondern,  denn  dann  würde  die  Schnittcurve  aus  vier  Geraden  be- 
stehen, es  würden  also  beide  Kegel  in  Ebenenpaare  ausarten,  was 
erst  für  den  nächsten  Fall  charakteristisch  ist.  Der  vorliegende  Fall 
kann  auch  aus  Nr.  6  durch  Grenzübergang  abgeleitet  werden. 

Das  Linienpaar  steht  auf  dem  Kegelschnitte,  d.  h.  jede  Linie 
desselben  trifft  ihn  in  einem  Punkte;  die  Linien  sind  selbst  Erzeu- 
gende desjenigen  Kegels,  dessen  Spitze  im  Scheitel  des  Paares  liegt, 
und  welcher  auf  dem  Kegelschnitte  steht. 

Es  sei  X3  =  0,  X4  =  0  die  Axe  des  Ebenenpaares,  X3  =  0  die- 
jenige Ebene,  welche  das  Linienpaar  enthält.  Durch  den  Scheitel 
des -letzteren  legen  wir  die  Ebenen  Xj  ==  0,  X^  ==  0  so,  dass  sie  zu- 
sammen mit  X3  =  0  in  Bezug  auf  den  Kegel  f  -\-  X^cp  =  0  ein  Tripel 
conjugirter  Ebenen  bilden  (p.  164);  dann  wird 


f-\-h(P  =  ß^l^^^l"^  +  «^2^2^  +  «3^: 


f-\-X,q>  =  X,(ß,X,-^2ß,X,), 
a,  -  A3)  f=  A,  «,  A7  -f  A,«,X;^  +  {X,a,  -  Ag^g)  A7  -  2X,ß^X,X„ 
a,  -  X,)cp  =  -  a,X;'  -  a,X,'  -f  (a,  -  ß,)  X./  +  2ß,X,X,. 
Hierin  kann  man  noch  das  Glied  mit  X^^  dadurch  zum  Verschwinden 
bringen,  dass  man  X^  =  0  zur  Tangenten  ebene  von  9?  =  0  macht, 
d.  h.  X^  durch  X4  -f-  fiX^  ersetzt  und  cc^  —  ß^  -\-  2}iß^  ==  0  werden 
lässt.     So  entsteht: 

(21  f)  ^^  ~  '^1(^1^+  -^2^^  —  2A3X3X4  -f  X3^, 

15* 
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und  ferner: 

k    —    Xy                   0 

0 

0 

(22  f)  B'J{X)  = 

0       K  —  l^ 
0           0 

0 

1 

0 

x  —  x. 

0           0 

X 

~h 

0 

=  -{^-X,)\X-X,)\ 


E'B  =  —  1 ; 

-  (A  -  A.)  (A  -  X,)  [(A  -  A3)  (U,'  +  f^/) 
+  2(A-A,)Z73C7J  +  (A-AJ2C/, 

E22;2;^,-,(A3)«/,?f,  =  (A3  —  X,f  U,', 
(25f)      R'2J2J^i',{X,)ui7(k  =  —  2(A3  —  X,f  U,  ü^  +  2(A3 

R'UU^;,(X,)uiih  =  -  (Ai  —  A3)-^[f7,^  +  U,^]. 


(23  f) 


R^2JUzJ,i,(X)UiUi, 


2. 

'4    3 


^)c/. 


Dem  entsprechend,  dass  man  zur  Bestimmung  des  obigen  Tripels 
conjugirter  Ebenen  die  Ecke  C/j  =  0  auf  der  Kante  X3  =  0,  X^  =  0 
noch  willkürlich  wählen  darf,  sind  diese  drei  Gleichungen  ausreichend-, 
Ui  =  0  gibt  den  Scheitel  des  Linienpaares,  17^  =  0  den  Berührungs- 
punkt der  Ebene  X^  =  0  mit  der  Fläche  95  =  0, 

Nr.  9.  JEs  sind  zwei  Doppelwurzeln,  X^  und  A3,  vorhanden,  und 
für  jede  von  ihnen  verschwinden  alle  ersten  Unterdeterminanten  von  z/(A). 

Der  im  vorigen  Falle  noch  vorhandene  eigentliche  Kegel,  welcher 
auf  dem  dort  vorkommenden  Kegelschnitte  stand,  zerfällt  in  ein 
Ebenenpaar;  auch  jeder  Kegelschnitt  löst  sich  folglich  in  zwei  ein- 
zelne Gerade  auf.  Die  Durchdringung scurve  der  Flächen  f  -\-  Xcp  =  0 
besteht  aus  vier  geraden  Linien,  die  ein  windschiefes  Viereck  bilden. 
Jede  Fläche  des  Büschels  kann  in  der  Form  al^lä  +  ^^3^4  =  0- dar- 
gestellt werden  (vgl.  p.  35 ff.  und  145);  setzt  man  also  |i  -)-i|2  =  Xi, 

ii  —  «I2  =  ^2;  is  +  ^h  =  ^3;  ^3  —  «^4 

(21g) 


X4,  so  wird 


f=  -  X,{X,'  +  X,')  -  A3(Z3^  -f  X/), 
cp=  X,'  +  X,'   +       X,'-{-X,K 


Die  Linie  X3  =  0,  X4  =  0  ist  die  conjugirte  Polare  zu  X^  =  0, 
Xg  =  0  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels;  in  den  vier  Schnitt- 
pimkten  dieser  Linien  mit  einer  der  Flächen  berühren  sie  sich  alle. 
Auf  jeder  der  beiden  Geraden  kann  man  ein  Paar  conjugirter  Pole 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  aussuchen  (wobei  ein  Punkt  jedes  Paares 
willkürlich  bleibt);  vier  solche  Ptmlcte  bilden  immer  ein  allen  Fläciien 
gemeinsames  Polartetraeder.  Das  letztere  wird  durch  folgende  Glei- 
chungen eingeführt: 
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(22  g)  m^{X)  = 


:(A_A0^(A-A3)^ 


(23g) 
(25g) 


A  — /l,        0  0  0 

0       A  — A,       0  0 

0  0       A  — A3       ü 

0  0  0       A— ; 

B?B  =  1 ; 
R'2:2JJa{^)u,u,  =  (A  -  A,)  (A  -  A^)  [(A  -  A3)  (U,' +  U./) 

Ii'UZ^a'i^,)u,u,  =  (A,   -^  A3)^  {U,'  +  U,'), 

B:'EEzi,k{h)uiUu  =  (A3  -  x,y  (u,'  +  f7/); 

hierbei  sind    f/^  ==  0  und    t/g  =  0  in  obigem  Sinne  willkürlich. 

Nr.  10.  Alle  vier  Wurzeln  sind  in  A^  zusammengefallen,  und  alle 
z//^(A)  sind  gleich  Nidl  für  X  =  X^,  während  die  zlik  {l^  und  die  zweiten 
Unterdeterminanten  nicht  sämmtlich  verschivinden. 

Die  Schnittcurve  besteht  aus  zwei  ebenen  Kegelschnitten;  von 
denselben  lässt  sich  nach  Nr.  8  einer  in  zwei  gerade  Linien  zer- 
fallen; nach  Nr.  7  müssen  sich  beide  Kegelschnitte  berühren;  eine 
Berührung  kann  hier  aber  nur  in  uneigentlichem  Sinne  zu  Stande 
kommen,  indem  der  Scheitel  des  Linienpaares  auf  der  Axe  des  Ebenen- 
paares (und  also  gleichzeitig  auf  dem  anderen  nicht  zerfallenden  Kegel- 
schnitte) liegt.  Der  in  Nr.  8  auftretende  Kegel  fällt  also  derartig 
mit  dem  Ebenenpaare  zusammen,  dass  sein  Scheitel  in  die  Axe  des 
letzteren  hineinrückt,  während  das  auf  ihm  liegende  ausgezeichnete 
Linienpaar  seine  Bedeutung  als  Theil  der  Durchdringungscurve  be- 
hält. Die  letztere  Cnrve  besteht  aus  einem  Kegelschnitte  und  zwei  sich 
auf  ihm  treffenden  geraden  Linien. 

Es  sei  X2  =  0  die  Gleichung  der  Ebene  des  Linienpaares,  X^  =  0 
die  Gleichung  derjenigen  des  Kegelschnittes,  f/^  =  0  die  Gleichung 
des  Scheitels;  dann  ist 

/•+Ai^  =  2X^X3, 

cp  =  ß,X,'  +  2^,X,X3  -f  ^3X3^  +  2^,,X,X, 

+  2^23^2^3   +  2/324  XgX^. 

Das  Glied  mit  /Jg  bringen  wir  zum  Verschwinden,  indem  wir  als 
Kante  X^  =  0 ,  X^  =  0  die  vierte  harmonische  Gerade  der  Axe 
Xg  ==  0,  Xg  =  0  in  Bezug  auf  unser  Linienpaar  wählen;  durch  diese 
Gerade  legen  wir  die  Ebene  X^  =  0  beliebig;  sie  schneidet  den 
Kegelschnitt  in  einem  weiteren  Punkte,  dessen  Tangente  wir  zur 
Kante  Xg  =  0,  X^  =  0  machen,  welcher  also  selbst  durch  f/g  =  0 
dargestellt  wird;    in  Folge   dessen   wird   auch  /Sgj  ==  0;    durch   diese 
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Tangente  legen  wir  die  Ebene  X,^  =  0  so  hindurch,  dass  sie  die 
Fläche  9?  =  0  in  demselben  Punkte  U^  =  0  berührt.  Somit  können 
wir  setzen 

^       ^  9>=  X,'+X,'-\-2X,X,. 

Diese  Formen  sind  wieder  auf  unendlich  viele  Weisen  herstellbar, 
da  auf  der  Axe  Zg  =  0,  X^  ==  0  der  Punkt  C/g  =  0  noch  willkür- 
lich blieb,  wie  sich  dies  auch  iu  folgenden  Formeln  ausspricht: 


(22  h)  i?2z/(A)  = 


A 

-Ax 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

l 

-K 

0 

1 

l 

— 

h 

0 

0 

A  — Zi 

0 

1 

5 

0 

=  -(A-AJ^ 


(23  h) 


-  2(A  -  X,f  U,  Ü,  -  (A  -  A.)  [//  ; 
(25  h)        E'  EZ^ij!'  (Ai)  ?^- «,  =  -  4  C/3  6^4 , 

Nr.  11.  Für  die  vierfache  Wurzel  A^  verschivinden  nicht  mir  alle 
ersten  Unterdeterminanten,  sondern  auch  die  Differentialquotienten  der- 
selben ^ik(^i),  tväJirend  die  zweiten  Unterdeterminanten  nicht  sämmtUch 
gleich  Null  werden. 

Die  soeben  für  C/"/  aufgestellte  Gleichung  zeigt  uns,  dass  beim 
Zusammenrücken  des  Kegels  und  Ebenenpaares  der  Berührungspunkt 
der  beiden  ebenen  Kegelschnitte  unbestimmt  wird.  Da  ferner  dieser 
Fall  aus  dem  in  Nr.  9  behandelten  hervorgeht,  indem  A^  =  Ag  wird, 
so  besteht  die  Curve  vierter  Ordnung  aus  zwei  Linienpaaren;  damit 
sich  dieselben  berühren,  muss  also  eine  Gerade  des  einen  Paares  mit 
einer  des  zweiten  Paares  zusammenfallen.  Die  Flächen  des  Büschels 
herühren  sich  also  längs  einer  geraden  Linie  und  schneiden  sich  ausser- 
dem noch  in  zwei  Geraden;  letztere  treffen  die  Berührungslinie  in 
zwei  Punkten,  den  Scheiteln  der  beiden  theilweise  getrennten  Paare; 
sie  gehören  folglich  selbst  auf  jeder  der  Flächen  derjenigen  Art  von 
Erzeugenden  an,  unter  denen  die  Berührungslinie  sich  nicht  befindet, 
d.  h.  sie  schneiden  sich  gegenseitig  nicht. 

Es  seien  X^  =  0,  Xg  =  0  irgend  zwei  Ebenen,  die  sich  in  der 
Berührungslinie  schneiden  und  zu  den  Ebenen  des  Paares  f-\-Xi<p  =  0 
harmonisch   liegen;    die   Linie  ^2=0,    X^=  0  sei  irgend   eine  Er- 
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zeugende  von  9  =  0,  welche  die  BerüliruDgsliuie  uiclit  schneidet;  es 
mögen  ferner  die  Ebenen  Xi  =  0  bez.  X,^=0  und  andererseits  X^^O 
bez.  X3  =  0  sich  in  Erzeugenden  von  ^  =  0  durchsetzen.     Dann  wird 

g.  =  2aX,X,  +  2bX,X,,    f -\-  l,cp  =  aX,'  +  ßX,\ 
also: 


(21  j) 


/  =  -  2A,  (X,  X,  +     X3XJ  +  X,^  +  X3 


fP 


2  Xj  X2  +  2X3  X,^  5 


(22  i)    E^zJ(X)  = 


1        A  — A, 
-Ai        0 


0 
0 

A  —  Ai 

0 


=  {^-  Ai)S 


(23  i) 


(25i) 


R'I]2J^^,(k)iirih  = 


0 

0 

0  1 

0       A  — A, 

R^B  =  1 ; 

-(A,-Ay[f7,^+  C//]; 
R'2J2JJ,;"  (A,)w,-w,  =  —  2{U,'  +  ü,')  , 
R^EEzli,!"{l?)UiUi,  =  \2{U^U^+  L\  U^) . 

Die  Gleichung  C/g^  -f-  Z7/  =  0  stellt  die  Scheitel  der  beiden  Liuieu- 
paare  dar,  welche  auf  der  Berührungslinie  harmonisch  liegen  zu  den 
Ecken  C/g  =  0,  ü^==  0;  von  letzteren  kann  eine,  etwa  U2  ==  0,  will- 
kürlich gewählt  werden;  auf  der  durch  sie  hindurchgehenden  Er- 
zeugenden Xi  =  0,  X^=0  kann  man  ferner  C/3  =  0  beliebig  an- 
nehmen; dann  sind  die  beiden  anderen  Ecken  durch  unsere  Relationen 
festgelegt. 

Nr.  12.  Neben  einer  einfachen  Wurzel  A^  Tcommt  eine  dreifache 
Wurzel  Ag  vor,  für  welche  alle  zweiten  Unterdeterminanten  verschivindcn. 

An  Stelle  des  Ebenenpaares  von  Nr.  7  erscheint  eine  Doppel- 
ebene; die  beiden  ebenen  Kegelschnitte  rücken  also  unendlich  nahe 
au  einander:  Die  Flächen  des  Rüscheis  berühren  sich  längs  eines  Kegel- 
schnittes^'). Die  Ebene  des  letzteren  werde  durch  Xj  =  0  dargestellt; 
ihr  gemeinsamer  Pol  in  Bezug  auf  die  Flächen  f  -\-  X(p  =  0  liefere 
die  Ecke  t/^  =  0;  irgend  drei  Punkte  in  X^  =  0,  welche  ein  Polar- 
dreieck in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  bilden,  können  als  Ecken 
U2=0,  17^=0,  ü^=  0  benutzt  werden,  um  zu  ergeben: 


«  *)  Ein  solches  System  von  Flächen  begegnete  nns  schon  bei  Beginn  unserer 
Untersuchung  (p.  135  f.).  —  Auf  dasselbe  wird  man  ferner  durch  Verallgemeine- 
rung gewisser  Sätze  über  Kugeln  geführt;  vgl.  Poncelet,  Traite  des  propri^- 
tes  etc.  Nr.  601  ff.;  Chasles,  Aper9u  historique,  Note  XXVIII;  Plücker, 
System  etc.,  p.  327  f. 
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(21k) 


(22  k)  E'^{1)^ 


X,^  + 

x,^+ 

^3'^+ 

-T/; 

A-Ai        0 

0 

0 

0       A-A2 

() 

0 

__  /  • 

0           0 

l-l^ 

0 

0           0 

.0       > 

l-h 

''-l)  ('''  ^2)    7 


(23  k) 
(25  k) 


A  —  Ai  I 
0  A- 
0  ( 

0  ( 

R^B=^  1; 

+  (A  -  X,y  (A  -  AjLt/,^  +  U,'  +  f//]  -, 
R'ZUzii,  {X,)uitik  =     (Ai  -  A^)^  Uy , 
7^22:2:^,/ (A,)i/,M,  =  2(A,  -  Ai)  (C/^^  4-  ffg'-^  +  f//). 

Nr.  13.  Die  Gleichung  ^(A)  ==  0  Äai^  eine  vierfache  Wurzel,  und 
für  dieselbe  verschwinden  alle  zweiten   Unterdeterminanten. 

Das  Ebenenpaar  in  Nr.  10  artet  in  eine  Doppelebene  aus;  das 
Linienpaar  rückt  an  den  Kegelschnitt  unendlich  nahe  heran,  auch 
letzterer  bricht  folglich  in  zwei  Linien  auseinander.  Auch  aus  Nr.  11 
entsteht  der  jetzige  Fall,  indem  die  beiden  dort  durch  U^ -{-  U.^=0 
dargestellten  Punkte  sich  einander  unendlich  nähern,  und  aus  Nr.  12, 
in  dem  die  Ebene  X^  =  0  zur  gemeinsamen  Tangentialebene  wird. 
Die  Flächen  des  Büschels  berühren  sich  längs   ziveier  geraden  Linien. 

Es  soll  X^^  =  0  die  Gleichung  der  Doppelebene  sein;  in  ihr 
zieht  man  zwei  zu  den  Linien  des  Paares  harmonische  Gerade,  die 
durch  Xj  =  0  und  Xg  =  0  ausgeschnitten  werden  mögen.  Die  Schnitt- 
linie der  letzteren  sonst  beliebig  gelassenen  Ebenen  trifft  <p  =  0  in 
einem  weiteren  Punkte,  dessen  Berühruugsebene  die  Gleichung  X^==0 
haben  soll;  dann  wird  /"-f-  A^^  =  X^^  und: 


(211) 


/•=  -  A,(Z,^+  X,^+  2X3X)  +  X3' 
9,=  X,^+X/+2X3X,; 


(221)    E2z/(A) 


=  -(A-AOS 


—  Ai       0  0  0 

0  A  — A,       0  0 

0  0  1  A  — Ai 

0  0  A-Ai       0 

R^B  =  —  1 ; 

(231)  R'Ui:A,(^)nu,=  -(X-?.,)\U,'+U,'+2ü,U,)-\-{^- 
R'2J2JA-k"MuiU,  =  2U^', 
R'2:2:j,r{K>iUk  =  -  6(f7,^  +U,'+2  u,  u,) . 


hfuy-, 


(251) 
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Mit  den  dreizehn  hier  behandelten  Fällen  ist  die  Zahl  aller  Mög- 
lichkeiten erschöpft,  ivenn  man  an  der  Bedingung  festhält,  dass  die 
Determinanten  A  und  B  nicht  gleich  Null  seien.  Um  dies  vollständig 
einzusehen,  müssen  wir  noch  genauer  nachweisen,  dass  jedes  Mal, 
wenn  die  verlangte  Transformation  in  einem  Falle  unbestimmt  wird, 
dies  durch  einen  Grenzprocess  geschieht,  welcher  auf  einen  der 
anderen  hier  besprochenen  Fälle  führt.  Insofern  es  hierbei  auf  das 
Zusammenfallen  der  Wurzeln  ankommt,  bedarf  es  keiner  weiteren  Be- 
merkung, da  in  dieser  Beziehung  alle  Combinationen  Erwähnung  ge- 
funden haben;  es  kommt  also  nur  noch  auf  das  Verschwinden  der 
^ik,  ^ik  ,  ^ik' ,  ^ik"  an. 

Die  zu  Nr.  1  gehörige  Transformation  wurde  nur  unmöglich, 
wenn  Nr.  2  oder  einer  der  folgenden  Fälle  eintrat.  Nr.  2  ward  nur 
unmöglich,  wenn  mindestens  Nr.  6  Anwendung  fand.  Nr.  6  erleidet 
Ausnahmen,  wenn  mindestens  Nr.  7  brauchbar  ist,  aber  auch,  wenn 
sämmtliche  Differeutialquotienten  /da{X^  oder  zJik'il.^  verschwinden; 
und  diese  letztere  Möglichkeit  bedarf  noch  der  Erörterung. 

Es  ist  sofort  ersichtlich,  dass  das  Verschwinden  sämmtlicher 
^//(Ag)  nur  für  eine  dreifache,  das  Verschwinden  aller  zJik' {X^  nur 
für  eine  vierfache  Wurzel  A3  eintreten  kann  (vgl.  oben  den  Schluss 
von  Nr.  3).  Ersteres  bedeutet,  dass  in  unserem  Flächenbüschel  zwei 
unendlich  benachbarte  Ebenenpaare  vorkommen;  in  Nr.  7,  wo  zuerst 
eine  dreifache  Wurzel  mit  verschwindenden  Unterdeterminanten  vor- 
kommt, vertritt  aber  das  Ebenenpaar  f-\-l^(p  =  ()  drei  unendlich 
benachbarte  Kegel;  das  Verschwinden  der  z/,/  kann  also  nicht  ein- 
treten. Zwei  unendlich  benachbarte  Ebenenpaare  können  überhaupt 
nur  bei  den  Ausartungen  von  Nr.  9  in  Betracht  kommen,  da  hier 
allein  zwei  getrennte  Ebenenpaare  vorhanden  sind;  nähern  sich  aber 
diese  Ebenenpaare  einander,  so  erscheint  sofort  eine  vierfache  Wurzel; 
und  man  wird  auf  Nr.  11  geführt,  während  Nr.  10  aus  Nr.  7  und 
8,  nicht  aber  aus  Nr.  9  durch  Grenzübergang  erzeugt  wird.  Alle 
^ik'  können  auch  bei  einer  vierfachen  Wurzel  niemals  gleichzeitig 
mit  den  Jn  und  z/^/  verschwinden,  denn  dies  würde  drei  unendlich 
benachbarte  Ebenenpaare  bedingen;  da  nun  jedes  Ebeneupaar  zwei 
Kegel  vertritt,  so  würde  dies  auf  sechs  Kegel  führen,  während  in 
einem  Büschel  doch  höchstens  nur  vier  Kegel  vorkommen  können*), 

*)  Neben  diesen  Ueberlegungen  wird  man  einen  genaueren  algebraischen 
Nachweis  für  die  Vollständigkeit  unserer  Untersuchungen  verlangen;  auf  einen 
solchen  gehen  wir  hier  nicht  ein,  verweisen  vielmehr  auf  die  von  Sylvester 
und  Weierstrass  begründete  Methode  der  sogenannten  Elementartheiler. 
Ersterer  gab  eine   vollständige  Aufzählung  der   13  verschiedenen  Fälle,    die  im 
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Es  iöt  feruer  wüusclienswerth,  einen  Weg  anzugeben,  wie  '»lan 
sich  die  gefundenen  kanonischen  Formen  in  den  dreisehn  Fällen  jeder- 
zeit aus  dem  Gedächtnisse  wieder  herstellen  kann.  Zu  einem  solchen 
führt  sehr  einfach  die  Bemerkung,  dass  es  zur  Charakterisirung  eines 
jeden  Falles  genügt,  die  zugehörige  Determinante  in  der  transfor- 
mirten  Form  zu  kennen.  Die  letztere  aber  gewinnt  man  in  den 
ersten  fünf  Fällen  (wo  keine  Unterdeterminanten  verschwinden)  leicht 
nach  folgender  Regel:  Sind  i  Wurzeln  von  einander  verschieden,  so 
bilde  man  aus  den  Elementen  der  Diagonalreihe  und  den  diesen 
benachbarten  Reihen  innerhalb  des  gewöhnlichen  Coefficientenschemas 
i  verschiedene  kleinere  Determinanten,  welche  in  ^(A)  so  eingesetzt 
werden,  dass  ihre  Diagonalglieder  bez.  mit  den  Diagonalgliedern  von 
z/(yl)  identisch  sind.  Jede  dieser  i  Determinanten  ist  einer  der  i 
Wurzeln  zugeordnet,  und  sie  besteht  aus  j  Reihen,  wenn  die  be- 
treffende Wurzel  (h)  eine  j- fache  Wurzel  von  z/(A)  =  0  ist.  In 
dieser  kleinen  j- reihigen  Determinante  fülle  man  die  j  Glieder  der 
von  rechts  oben  nach  links  unten  laufenden  Diagonalreihe  mit  den 
Differenzen  A  —  k^  aus;  die  j  —  1  Stellen  links  neben  diesen  Diffe- 
renzen besetze  man  mit  Einheiten;  alle  anderen  Elemente  aber  nehme 
man  gleich  Null.  So  entstehen  für  die  in  Nr.  1  bis  Nr.  5  besprochenen 
Fälle  die  dort  angegebenen  Werthe  von  ^(A),  welche  hier  noch  ein- 
mal zusammengestellt  werden  mögen: 


Texte  besprochen  wurden  (Philosophical  Magaziue,  4.  Series,  vol.  1,  1851,  p.  119); 
letzterer  verallgemeinerte  die  Theorie  für  beliebig  viele  Variable  (für  welche 
Sylvester 's  Angaben  nicht  erschöpfend  waren),  vervollständigte  die  Beweise 
und  gab  ausser  den  kanonischen  Formen  auch  Methoden  zur  Aufstellung  der 
betreffenden  Transformationen  (Monatsberichte  der  Berliner  Academie  1858  und 
1868);  seine  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den  allgemeineren  Fall,  dass  zwei 
bilineare  Formen  gleichzeitig  in  kanonische  Formen  übergeführt  werden  sollen; 
auch  die  im  Folgenden  angegebenen  Determinantenschemata  findet  man  daseibat. 
Die  Weierstrass'sche  Methode  ist  von  Killiug  zur  Discussion  der  Schnitt- 
curve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  verwandt  (Der  Flächenbüschel  zweiter 
Ordnung,  Inaugural-Dissertation,  Berlin  1872);  vgl.  auch  Gundelfinger's  Dar- 
stellung derselben  in  der  dritten  Auflage  von  Hesse's  Vorlesungen  über  analy- 
tische  Geometrie  des  Raumes,  1872.  —  Lüroth's  Behandlung  des  Problems 
(Schlömilch's  Zeitschrift,  Bd.  13,  1868)  war  nicht  ganz  vollständig.  —  Einzelne 
Fälle  (z.  B.  diejenigen,  in  denen  die  Schnittcurve  sich  aus  zwei  ebenen 
Curven  zusammensetzt  oder  metrische  Specialisirungen  des  allgemeinen  Falles 
(insbesondere  auf  der  Kugel)  waren  schon  früher  von  Hachette,  Poncelet 
(a.  a.  0.),  Quetelet  betrachtet  (vgl.  Chasles'  Aper9u  historique,  p.  248).  — 
Die  im  Texte  befolgte  Methode  zur  Aufstellung  der  kanonischen  Formen  und 
der  zugehörigen  Transformationen  ist  dieselbe,  welche  in  Bd.  I,  p.  136  fi".  (im 
Anschlüsse  an  ein  Manuscript  von  C  leb  seh)  beim  Kegelschnittbüschel  augewandt 
wurde. 
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Bei  Festlegung  der  Ebenen  X(  =  0  waren  oben  die  Indices  1,  2,  3,  4 
schon  so  gewählt,  dass  in  diesen  Determinanten  das  eben  ausgesprochene 
einfache  Gesetz  deutlich  hervortritt. 

Für  die  übrigen  sieben  Fälle  leitet  man  nun  das  CoefficientenscJiema 
aus  den  angegebenen  fünf  Fällen  durch  Gleichsetzen  verschiedener  A;  ab. 

Gleichzeitig  ist  zu  bemerken,  dass  das  neue  Coordinatentetraeder 
in  Nr.  1  bis  5  eindeutig  bestimmt  war,  während  es  bei  den  späteren 
Ausartungen  auf  unendlich  viele  Weisen  gewählt  werden  konnte. 
Man  erhält  für  Nr.  6  bis  13  in  der  That  die  zugehörigen  und  oben 
gefundenen  Determinantenschemata,  nämlich 
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Um  ganz  vollständig  zu  sein,  müssen  wir  noch  einige  Worte 
über  die  Fälle  hinzufügen,  in  denen  die  Determinanten  A  und  B 
verschwinden.  Wie  bei  der  Besprechung  von  Nr.  1,  überzeugt  man 
sich  sofort,  dass  wesentliche  Ausnahmen  nur  dann  bedingt  werden, 
wenn  gleichzeitig  alle  fünf  Coefficienten  von  ^(A)  gleich  Null  werden, 
d.  h.  wenn  alle  Flächen  des  Büschels  f  -\-  ktp  =  0  Kegel  sind. 
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Geheu  wir  nun  vou  zwei  Kegeln  aus,  so  köuneu  «ich  dieselbeu 
entweder  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  schneiden,  wie  in  Nr.  1,  2 
und  3,  oder  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  einer  Geraden 
(Nr.  4  und  5),  oder  in  zwei  ebenen  Kegelschnitten  (Nr.  6).  Sollen 
sich  mehr  als  eine  Gerade  von  der  Schnittcurve  absondern,  so  müssen 
die  Kegel  offenbar  eine  gemeinsame  Spitze  haben,  es  sei  denn,  dass 
sie  sich  längs  einer  geraden  Linie  heriUiren*) ;  dieser  Fall  allein  gibt 
uns  etwas  ivesentlich  Neues,  denn  Kegel  mit  gemeinsamer  Spitze  sind 
nur  das  dualistische  Gegenstück  zu  Kegelschnitten  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  lassen  sich  also  nach  den  Sätzen  der  ebenen  Geometrie 
behandeln. 

Wir  machen  Xg  =  0  zur  gemeinsamen  Tangentenebene  beider 
Kegel,  und  X^  =  0  sei  diejenige  Ebene,  welclie  den  restirenden  Theil 
der  Schnittcurve  (d.  i.  einen  ebenen  Kegelschnitt)  enthält;  dann  wird 
etwa 

f=  -  A,(.V  +  2X,X3)  +  2X,X„ 
fp=  Xi^ -4-2X3X3, 

so  dass  f -{- l^cp  =  0  das  in  dem  Büschel  enthaltene  Ebenenpaar 
XgX^  =  0  darstellt.  Hier  ist  in  der  That  jede  FläcJic  des  Büschels 
f  -{-  Xg)  =  0  ein  Kegel,  denn  man  hat 

A  — A,       0  0  0 

0  0       A  — Ai        1 

0       l  —  ?.^       0  0 

0  10  0 


R'  •  Z/  (A)  EEE 


0; 


und  in  dem  Büschel  ist  nur  das  eine  Ebenenpaar  /"-f-  A^^)  =  0  vor- 
handen, da 
B''2:EJij,{k)uiUk  =  -  (A  -  Aj)  U.^  -  (A  —  K,f  U^'—  2(A  -  AJ^  U^  JJ^ 

=  -(A-A,)[t73  +  (A-A,)W. 
Die  Spitzen  aller  Kegel  liegen  also  auf  der  gemeinsamen  Berühnmgs- 
linie  X^  =  0,  X2  ==  0. 

Hiermit  wäre  ein  vierzehnter  Fall  der  Lage  zweier  Flächen  zweiter 
Ordnung  gegeben;  alle  weiteren  Lagen  vou  Kegeln,  Ebenenpaaren 
und  Doppelebenen  zu  einander  sind,  wie  gesagt,  nach  den  Regeln 
der  ebenen  Geometrie  zu  behaudelu,  nachdem  man  mittelst  einer 
Hülfstransformation  eine  der  vier  homogenen  Variabein  herausge- 
schafft hat. 


*)  Vgl.  Kronecker,   Berliner  Monatsberichte  1868   und  Killing  a.  a.  0. 
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XL   Die  Raumcurven  dritter  Ordnung. 

Bei  Untersuchung  der  gegenseitigen  Durchdringung  zweier 
Flächen  zweiter  Ordnung  sind  uns  zwei  ganz  neue  geometrische  Gebilde 
entö-eecenixetreten:  die  Raumcurven  dritter  und  vierter  Ordnung.  Die 
letzteren  führen  auf  eine  Parameterdarstellung  mittelst  elliptischer 
Functionen,  stehen  also  mit  den  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  in 
engster  Beziehung^  sie  können  erst  später  eingehender  betrachtet 
werden.  Die  Raumcurven  dritter  Ordnung  gestatten  dagegen  eine 
elementare  Behandlung. 

Eine  solche  Curve  konnte  nicht  allein,  sondern  erst  in  Ver- 
bindung mit  einer  ihrer  Sehnen  oder  Tangenten  den  vollständigen 
Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  abgeben;  es  ist  unsere 
nächste  Aufgabe,   die  Curve  für   sich  isolirt  algebraisch  darzustellen. 

Wie  in  Nr.  4  (p.  221)  seien  Xj  =  0,  X3  =  0  die  Gleichungen 
der  gemeinschaftlichen  Erzeugenden,  dann  lassen  sich  die  Gleichungen 
der  beiden  Flächen  in  der  Form 

A'X,  +  B'X,  =  0,      C'X,  +  D'X,  =  0 

schreiben;   dies  stimmt  mit    dem  Früheren  überein,  wenn  man  setzt: 

Ä'=X,-  2^,X.,.,     B'=X^--2KX^,      C'  =  2X^,      D'=2X^. 

Transformirt  man  auf  ein  anderes  Coordinatentetraeder  und  bezeichnet 
mit  A,  B,  C,  D,  E,  F  allgemeine  lineare  Ausdrücke,  so  werden  die 
Gleichungen  der  beiden  Flächen  von  der  Form 

(1)  AF—BE=0,     CF—DE=0, 

wobei  nun  die  Ebenen  E  =  0  und  i^  =  0  sich  in  der  ausgezeich- 
neten  Sehne  schneiden.  Für  einen  Punkt  der  Curve  dritter  Ordnung 
kann  man  also  setzen 

F        B        D~        ^' 

wenn  —  /l  den  gemeinsamen  Werth  der  drei  Quotienten  bezeichnet, 
oder 

(2)  A-\-lB  =  0,    C-}-XD  =  0,    E-i-XF=^0. 

Diese  Gleichungen  werden  gleichzeitig  ausschliesslich  von  den 
Punkten  der  Curve  dritter  Ordnung,  nicht  von  denen  der  Geraden 
E  =  0,  F=0  erfüllt;  durch  sie  ist  unser  Zweck  also  bereits  er- 
reicht, und  sie  geben  uns  den  Satz: 

Der  Ort  des  ScJmittpimktes  dreier  entspreclienden  Ebenen  aus  drei 
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einander  projectivischen  Ehenenhüscheln  ist  eine  Raumcurve  dritter 
Ordnung*). 

Die  Schnittpunkte  der  bisher  ausgezeichneten  Sehne  E  =  0, 
F  =  0  findet  man  aus  den  Gleichungen  (2)  als  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  ÄD  —  BC  =  0.  Die  Frage,  ob  diese 
Sehne  mit  ihren  Schnittpunkten  in  der  That  eine  für  die  Curve 
ausgezeichnete  Rolle  spielt,  wird  schon  dadurch  verneint,  dass  die 
Sehnen  Ä  =  0,  B  =  0  und  C  =  0,  D  =  0  in  ganz  gleicher  Weise 
benutzt  werden  können;  und  im  Folgenden  wird  klar  werden,  dass 
diese  drei  Sehnen  durch  irgend  welche  andere  Sehnen  der  Curve  er- 
setzt werden  dürfen. 

Je  zwei  unserer  drei  Ebenenbüschel  erzeugen  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  (p.  36),  auf  welcher  sich  alle  Punkte  unserer  Curve  be- 
finden müssen.  Die  Raumcurve  dritter  Ordnimg  liegt  also  gleichzeitig 
auf  den  drei  Flächen: 

CF  -  DE  =  0,     EB  —  FA  =  0,     AD  -  BC=0; 

folglich  gehen  auch  alle  Flächen  der  zweifach  unendlichen  Schaar 

a(CF  -  DE)  +  ß(EB  —  FÄ)  -{- y(AD  -  BC)  =  0 

durch  dieselbe  hindurch,  einer  Schaar,  deren  Gleichung  auch  in  der 
sogleich  zu  verwerthenden  Form 

A     B     a 

(3)  C     D     ß     =0 

E     F     y 

geschrieben  werden  kann.  Zwei  beliebige  Flächen  der  Schaar  müssen 
sich  ausserdem  noch  in  einer  geraden  Linie  schneiden.  Sei  eine 
zweite,  von  (3)  verschiedene  Fläche  durch  die  Gleichung 


*)  Diese  Erzeugungsweise  gab  Seydewitz  (1847,  Grunert's  Archiv  Bd.  10); 
eine  R^ihe  allgemeiner  Sätze  über  die  Curven  fand  Chasles  (Aper9u  historique, 
Note  XXXIII  und  Liouville's  Journal,  2.  Serie,  Bd.  2)  insbesondere  eine  üeber- 
tragung  der  Maclaurin^schen  Erzeugung  von  Kegelschnitten  (Bd.  I,  p.  537) 
auf  den  Raum.  Eine  zusammenhängende  rein  geometrische  Behandlung  gab 
Schröter  (Crelle'a  Journal,  Bd.  66)  und  v.  Staudt  (Beiträge  zur  Geometrie 
der  Lage,  3.  Heft,  1860),  eine  analytische  Darstellung  Cremona  (Crelle's 
Journal  Bd.  58,  60,  63;  Annali  di  matematica,  1.  Serie,  t.  1,  2,  5,  Rendiconti 
deir  Istituto  Lombardo,  t.  2).  An  letztere  schliesst  sich  die  Schrift  von  D räch '3 
an:  Einleitung  in  die  Theorie  der  cubischen  Kegelschnitte,  Leipzig  1867  (auch 
in  Schlömilch's  Zeitschrift).  —  In  letztgenannter  Arbeit  findet  man  die  folgen- 
den Entwicklungen  des  Textes,  abgesehen  von  den  Anwendungen  der  Linien- 
coordinaten. 
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Ä     B     a 

(4)  G     D     ß'     =0 

E    F     y' 

gegeben,  so  behaupten  wir,  die  Gleichungen  dieser  Geraden  seien: 
A     a     a  B 
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a     a' 

ß     ß' 

=  0, 

y   y' 
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In  der  That,  diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  man 
Ä  =  Qa  -{-  q' a' ,     B  =  6a  -\-  o' a' , 

C^Qß  +  Q'ß',       B  =  6ß-{-ö'ß',        . 

E  =  Qy  -\-  Q'y\     F  =  (Sy  -\-  e'y' 
setzen   kann;   macht   man  aber  diese  Substitution  in  (3)  oder  (4),  so 
ist  jede  der  letzteren  Gleichungen  identisch  erfüllt. 
Wenn  zur  Abkürzung 

p  =  ßy'  —  yß\      q  =  ycc'  —  ay',     r  =  aß'  —  ßa' 
gesetzt  wird,  so  sind  die  Gleichungen  (5): 
(G)  Ap  +  Cq-\-  Er  =  0,     Bp  +  Bq  -\-  Fr  =  0. 

Man  kann  vermöge  derselben  p,  q,  r  immer  so  bestimmen,  dass  die 
Ebenen  (5)  durch  zwei  beliebige  Punkte  unserer  Raumcurve  gehen; 
die  Flächen  (3)  uud  (4)  können  folglich  so  gewählt  werden,  dass  die 
zugehörige  Gerade  mit  einer  beliebigen  Sehne  (in  der  Grenze  auch 
Tangente)  der  Raumcurve  zusammenfällt;  d.  h.  die  Raumcurve  dritter 
Ordnung  hildet  mit  jeder  ihrer  Sehnen  msammen  die  vollständige  Burch- 
dringungscurve  ztveicr  Flächen  ziveiter  Ordnung. 

Unter  den  Sehnen  waren  insbesondere  die  Axen  der  drei  pro- 
jectivischen  Büschel  (2)  enthalten.  Umgekehrt  können  drei  beliebige 
Sehnen  der  Curve  als  Axen  solcher  Büschel  zur  Erzeugung  der  Curve 
benutzt  werden,  vorausgesetzt,  dass  dieselben  nicht  Erzeugende  gleicher 
Art  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  dem  Systeme  (3)  sind.  Wählen 
wir  z.  B.  die  durch  (6)  dargestellte  Sehne  zur  Axe,  so  können  wir 
etwa  den  Büschel  A  -\-  IB  =  0  ersetzen  durch 

{pA  -\-qC-\-  rE)  +  l{pB  +  qB -\-  rF)  =  0, 
und  ebenso  die  anderen  beiden  Büschel  bez.  durch 

(^'^  +  g'O  +  r'E)  +  l{p'B  +  q'B  +  r'F)  =  0, 

{p"A  +  g"0+  r"E)  +  l{p"B  +  q"B  +  r"F)  =  0. 
Diese  drei  Gleichungen   aber  sind  immer  eine  Folge  von  (2),  sie  er- 
zeugen   also   dieselbe   Curve',  w.  z.  b.  w.    Eine   Ausnahme   würde   nur 
eintreten,  wenn  die  Determinante  2J-hpq''>^"  gleich  Null  sein  sollte; 


240  Zweite  Abtheilung. 

dann  wäre  die  dritte  Gleichung  eine  identische  Folge  der  beiden 
ersten;  die  drei  Gleichungen  erzeugen  also  nicht  eine  Curve,  sondern 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung;  die  Axe  des  dritten  Büschels  gehört  der- 
selben Schaar  von  Erzeugenden  an,  wie  die  Axen  der  beiden  ersten. 
Noch  weniger  dürfen  die  drei  Sehnen  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen. 

Durch  passende  Auswahl  dreier  Sehnen  können  wir  eine  be- 
sonders einfache  Darstellungsweise  für  die  Curve  erreichen.  Wir 
wählen  zwei  Punkte,  P  und  Q,  auf  derselben  beliebig;  die  drei  Axen 
der  Büschel  seien  sodann:  die  Tangente  von  P,  die  Tangeute  von  Q 
und  die  Verbindungslinie  PQ.  Diese  drei  Linien  können  sich  nie 
in  einer  Ebene  befinden,  denn  sonst  würde  letztere  (weil  sie  zwei  Tan- 
genten enthielte)  die  Curve  in  vier  Punkten  (nämlich  zwei  Paaren 
unendlich  naher  Punkte)  schneiden,  müsste  also  alle  Curvenpunkte 
enthalten,  und  wir  hätten  es  mit  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 
zu  thun;  eine  solche  tritt  in  der  That  (aber  dann  immer  mit  einem 
Doppel-  oder  Bückkehrpunkte  versehen)  als  Grenzfall  auf,  wie  wir 
später  bemerken  werden. 

Es  sei  ferner  Ä  =  0  die  Gleichung  der  Sclimiegungsebene  des 
Punktes  P,  d.  h.  die  Gleichung  derjenigen  durch  die  Tangente  ge- 
legten Ebene,  für  welche  sich  alle  drei  Schnittpunkte  mit  der  Curve 
in  einen  einzigen  vereinigen,  welche  also  zwei  einander  unendlich 
benachbarte  Tangenten  der  Curve  enthält  (und  somit  eine  Tangenten- 
ebene der  zugehörigen  abwickelbaren  Fläche  ist,  vgl.  p.  24);  ebenso 
sei  D  =  0  die  Schmiegungsebene  von  Q.  Der  Ebene  A  =  0  ent- 
spricht in  dem  Büschel  mit  der  Axe  FQ  die  durch  die  Tangente 
von  P  hindurchgehende  Ebene  P  =  0,  denn  beide  treffen  sich  auf 
der  Curve  in  einem  zu  P  unendlich  benachbarten  Punkte.  Ebenso 
entspricht  der  Ebene  D  =  0  in.  dem  Büschel  mit  der  Axe  PQ  die 
Ebene  C  =  0,  welche  die  Tangente  von  Q  in  sich  enthält.  Der 
Ebene  P  =  0,  als  Ebene  dieses  letzten  Büschels,  ist  von  den  Ebenen, 
welche  sich  in  der  Tangente  des  Punktes  Q  schneiden,  diejenige  zu- 
geordnet, welche  durch  P  hindurchgeht,  und  dies  ist  wieder  die  Ebene 
(7=0;  der  letzteren,  betrachtet  als  Ebene  des  durch  P  und  Q  be- 
stimmten Büschels,  entspricht  ebenso  im  ersten  Büschel  wiederum 
die  Ebene  P  =  0.  Somit  wird  unsere  Curve  dritter  Ordnung  durch 
die  drei  projectivischen  Ehenenbüschel 

(7)  A-\-lB  =  0,     P  +  AOc=0,     O  +  AP  =  0 

ergeiigt'.  eine  Darstellungsweise,  die  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass 
nur   vier  Ebenen   (darunter    zwei   Schmiegungsebenen)    benutzt   sind. 
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Nichts  liegt  uälier,  als  diese  vier  Ebenen  zu  Seiten  eines  neuen 
Coordinateutetraeders  zu  machen.     Die  Gleichungen  (7)   lauten  dann 

(8)  Xi  —  /l^2  =  0,    X2  —  A%  =  0?     ^3  —  ^^i  ==  0- 

Man  ersieht  hieraus,  dass  sich  durch  Coordinatentrausformation,  wie 
beim  ebenen  Kegelschuitte  und  bei  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  alle 
Constanten  aus  den  Gleichungen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung 
herausschaffen  lassen,  während  dies  bei  höheren  Gebilden,  z.  B.  den 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung,  nicht  möglich  ist.  Bei  der  in  (8)  zu 
Grunde  gelegten  Coordinatenbestimmung  sind  nunmehr  ic^  =  0  und 
x^  =  0  Schmiegungsebenen  der  Curve  bez.  in  den  Punkten  w^  =  0 
und  Mj  =  0;  die  Ebenen  iCg  =  0  und  %  =  0  gehen  bez.  durch  die 
Tangenten  dieser  Punkte  und  beide  durch  deren  Verbindungslinie 
hindurch.  Die  Gleiclmng  der  doppelt  unendlichen  Schaar  von  Flächen, 
denen  die  Curve  gemeinsam  ist,  wird: 

'^a{x^X^  —  x^)  +  ßi^i^z  —  ^i^i)  +  y(^i^3  —  ^2^)  =  0- 


(9) 


1       **'2 
^2       ^3       ß 

^3    ^4    y 

Aus  den  Gleichungen  (8)  lassen  sich  die  Verhältnisse  der  Xj 
berechnen;  man  gewinnt  dadurch  eine  Parameterdarstellimg  für  die 
Coordinaten  der  Punkte  der  Raumcurve  dritter  Ordnung,  nämlich: 

(10)  QX^  =  l^,       QX.>  =  X^,       QX^  ==  A,       QX^  =   1*). 

Die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  Ebene  «  bestimmen  sich 
folglich  aus  der  cubischen  Gleichung: 

(11)  tl^X^  +  %'l'^  +  %'^  +  ^*4  =  0. 

Dieselbe  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  die  Curve  von  der  Ebene 
berührt  wird;  alle  drei  Wurzelu  fallen  zusammen,  wenn  %  die  Coordi- 
naten einer  Schmiegungsebene  sind.  Hiernach  ist  es  leicht,  die 
Gleichung  der  Curve  in  Ebenencoordinaten  aufzustellen,  d.  h.  die  Be- 
dingung dafür  zu  suchen,  dass  eine  Ebene  u  die  Curve  in  zwei 
zusammenfallenden  Punkten  treffe  (vgl.  p.  25);  man  hat  zu  dem 
Zwecke  nur  die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln 
von  (11)  zu  suchen,  d.  h.  X  aus  den  Gleichungen 
Q2)  3miA^  +  2M2A  +  W3     =0, 

W2/I'  +  2«3A  +  3^4  =  0 
zu  eliminireu,  wovon  die  zweite  vermöge  (11)  eine  Folge  der  ersten  ist. 


*)  Diese  Parameterdarstellung  findet  sich  schon  bei  Möbius  (1827  baryc. 
Calcul  §  132),  und  von  ihm  wurde  wohl  zuerst  die  Curve  dritter  Ordnung  als 
theilweiser  Schnitt  von  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  ei'kannt. 

Clebsch.  Vorlosuugen.   II,  1.  16 
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Beschäftigen  wir  uns  aber  zunächst  mit  diesen  beiden  Gleichungen 
selbst.  Die  Ebene  u  geht  durch  eine  Tangente  der  Curve,  wenn  sie 
den  Gleichungen  (12)  genügt;  die  Coefficienten  der  letzteren  sind  also 
die  Coordinaten  zweier  auf  der  Tangente  gelegeneu  Punkte;  somit 
iverden  die  Coordinaten  der  Tangente  des  durch  den  Parameter  A  fest- 
gelegten PunJctes  Qpa  =  Xiyk  —  yiXk  gegeben  durch: 

(13)  ()j),3  =  2/1^,     Qp^,  =  —  2A, 

Die  zwischen  den  PI  ück  er 'sehen  Liniencoordinaten  stets  bestehende 
Identität  ist  durch   diese  Werthe  in  der  That  von  selbst  befriedigt: 

Pi^Pu  +  PläP42  +PuP2s  =  ^■ 

Es  besteht  aber  auch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  diesen  Tangenten- 
coordinaten: 

(14)  p,,  -  3p,,  --=  0. 

Die  Tangenten  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  gehören  also  einem 
linearen  Complexe  an.  Die  durch  letzteren  vermittelte  dualistische 
lineare  Verwandtschaft  wird  hier: 

fiMg  =  —  3a?3,     ^u^  =  —     a:,; 
auf  ihre  Bedeutung  für  die  Curve  kommen  wir  sogleich  zurück. 

Selbstverständlich  kann  man  aus  (13)  auch  höhere  Gleichungen 
ableiten,  welche  von  den  Coordinaten  aller  Tangenten  befriedigt 
werden;  wir  heben  nur  eine  Gleichung  zweiten  Grades 

(16)  4i}i2i934+i>i3i?42  =  0 

hervor,  da  wir  uns  mit  dem  durch  sie  dargestellten  Complexe  noch 
wiederholt  werden  beschäftigen  müssen  (vgl.  p.  144  u.  288).  Auch 
die  Gleichung 

folgt  aus  (13);  sie  sagt  aber  nichts  anderes  wie  (16)  aus,  denn  sie 
kann  mittelst  der  Identität  jp^^^j^g  =  — ^13^42  ~  i'ui'as  ^"^  letztere 
Gleichung  zurückgeführt  werden. 

Bewerkstelligen  wir  nun  die  Elimination  von  l  aus  den  Glei- 
chungen (12),  so  ergibt  sich 

6  •  X   =    u.^u^  —  9tf, «4, 
6  ■  1  =  6?/,,t«3  —  2  «2^; 
und  hieraus  die  Gleichung  der  Ctirve  in  Ebenencoordinaten: 
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(17)  4(3^2^4  —  %^)(3^«i%  —  «'/)  —  0*2%  —  ^u^ti^y  =  0*). 
Sie  ist  vom  vierteD  Grade  in  den  ur,  die  Curve  dritter  Ordnung  ist 
also  aufzufassen  als  eine  Fläche  vierter  Klasse,  d.  h.  sie  schickt  durch 
eine  beliebige  Gerade  vier  Tangentenebenen  hindurch.  Man  findet 
die  letzteren,  indem  man  «;,-  +  ^^f^t  ^^  Stelle  von  Uj  setzt  und  die 
entstehende  Gleichung  vierten  Grades  nach  x  auflöst. 

Gemäss  unseren  früheren  allgemeinen  Erörterungen  kann  endlich 
die  Curve  auch  durch  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  dargestellt 
werden.  Sämmtliche  Trefifgeraden  einer  Curve  bilden  einen  Complex 
gewissen  Grades  von  sehr  speciellem  Charakter,  wie  schon  alle  Treff- 
geraden einer  geraden  Linie  einen  speciellen  linearen  Complex  bildeten 
(p.  51).  Um  zur  Gleichung  des  Complexes  für  unsere  Curve  zu 
gelangen,  gehen  wir  von  den  Gleichungen 

Qn^l  +  *  +  ^23%  +  ^24^4  =  0, 
331^1+^32^2+  *  +^34^4  =  0, 
341^^1   +  Q'42^2   +  ^43^3   +       *        =^ 

aus,  welche  aussagen,  dass  ein  Punkt  x  auf  einer  Linie  q  liegt,  und 
von  denen  wir  wissen,  dass  zwei  derselben  mittelst  der  zwischen  den 
Qik  bestehenden  Identität  (p.  85  u.  87)  eine  Folge  der  beiden  anderen 
sind.  Bezeichnet  nun  x  einen  Punkt  der  Curve,  so  haben  wir  durch 
Benutzung  von  (10)  den  Parameter  A  einzuführen: 

*        +^12/1'  +  ^13^  +  ^,4  =  0, 
^„A=^-f        *        +^23^   +  9'24  =  0, 

^Zsi'^^  +  ^32'^^  +     *      +  (Z34  ==  0; 
341^'^  +   ^42^'  +  343^^  +     *     =  0. 

Zur  Elimination  von  A  benutzen  wir  die  erste  und  letzte  Gleichung 
und  finden 

Ö  ■   1     =gi2(/42   —  ^13^41, 

also 

{Qli^iS   —  3l4  342)(3l2  342  —  ^13^41)    -    (fluüU    "  312^43)"  ==  0. 

In  Folge  davon,  dass  wir  bei  der  Elimination  nicht  alle  vier 
Gleichungen  gleichmässig  benutzten,  darf  es  uns  nicht  auffällig  er- 
scheinen,   wenn    die    linke   Seite   dieser   Gleichung   noch   einen  über- 


*)  Die    linke    Seite    ist    die   Discriminante  der   cubisclien  Form  (11);    vgl. 
Bd.  I,  p.  219  f. 

16* 
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flüssigen  Factor  enthält,  dessen  Verschwinden  nicht  allen  vier  Glei- 
chungen genügt,  und  der  sich  eben  dadurch  als  unbrauchbar  erweist. 
In  der  That  ergibt  sich  durch  Ausrechnen: 

Addirt  man  hierzu  die  Identität 

ai2<lzii<ln^zA  +  ^13^42  +  Q'14^23)  =  0; 
wodurch    nichts    wesentliches   geändert   wird,    so   lässt  sich   von   der 
Summe  der  Factor  q^^  als  überflüssig  absondern,  und  es  bleibt  unsere 
Curve  dritter  Ordmmg  in  Liniencoordinaten  dargestellt  durch  den  Com- 
plex  dritten  Grades: 

(18)  QnQisQu  —  ^12^42^  —  ^34^13^  "  ^isQi^^u  "  Qu  +  ^ ^nQu^si  =  0- 
Selbstverständlich  ist  der  hier  auftretende  Complex  dritten  Grades 

von  sehr  specieller  Natur.  Wie  wir  am  Beispiele  des  linearen  Com- 
plexes  gesehen  haben,  stellt  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  im 
Allgemeinen  weder  eine  Fläche  noch  eine  Curve  dar,  sondern  eine 
gewisse  Verwandtschaft,  Bezeichnet  f{ptk)  eine  ganze  homogene 
Function  del"  sechs  Grössen  pik  =  Xiyk  —  yiXjc,  so  ist 

(19)  f{pik)  =  fixiyt  —  yiXk)  =  0 

die  allgemeine  Gleichungsform  der  Complexe,  wobei  links  noch  der 
verschwindende  ^'^sdruck  p^^P^i  ~\~  Pia Pi2  ~\~  PuP2s^  multiplicirt  mit 
einem  willkürlichen  Factor,  hinzugefügt  werden  kann.  Durch  (19) 
wird  jedem  Punkte  y  eine  Fläche  zugeordnet,  deren  Ordnung  gleich 
dem  Grade  der  ganzen  Function  f  ist;  genügt  ihr  ein  Punkt  x,  so 
genügt  derselben  Gleichung  auch  jeder  Punkt  x  -\-  ly  seiner  A^er- 
biudungslinie  mit  y,  d.  h.  die  Fläche  ist  ein  Kegel:  Die  Geraden  des 
Complexes  w'^"  Grades  f  =  0,  welche  durch  einen  gegebenen  PunM  gehen, 
hilden  einen  Kegel  w'*'"  Ordnung.  Für  n  =  i  findet  man  so  die  durch 
den  Punkt  y  gehende  Ebene  der  reciproken  Verwandtschaft  wieder. 
Statt  der  pik  kann  man  aber  auch  die  g^  gebrauchen  (vgl.  p.  87), 
so  dass  die  Gleichung 

(20)  f{qi,n)  =  f{UiVm  —  ViU,n)  =  0 

denselben  Complex  n*^"^  Grades  darstellt.  Daraus  folgt  dualistisch 
entsprechend;  Die  Geraden  eines  Complexes  w'*"  Grades,  ivelche  in  einer 
gegebenen  Ebene  liegen.,  umhüllen  eine  ebene  Curve  n^""  Klasse.  In  der 
That  gingen  beim  linearen  Complexe  alle  Geraden  einer  Ebene  durch 
einen  gewissen  Punkt  derselben  hindurch. 

Es  ist  aber  durchaus  nicht  gesagt,  dass  alle  diese  ebenen  Curven 
als  Schnitte   einer  Fläche   oder   alle   diese  Kegel   als  Taugentenkegel 
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einer  Flilche  aufgefasst  werden  köüiien.  Dien  wird  vielmehr  nur  in 
ganz  specielleii  Fällen  eintreten,  welche  näher  zu  charakterisireu 
unsere  Aufgabe  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Complexe  sein  soll. 
So  gibt  auch  für  n  =  2  die  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläche 
zweiter  Ordnung  und  Klasse  in  Liniencoordinaten  (p.  142 f.)  nur  ein 
sehr  specielles  Beispiel  für  einen  Complex  zweiten  Grades;  noch 
mehr  specialisirt  wird  dieses  Beispiel,  wenn  die  Fläche  in  einen 
Kegel  oder  in  einen  ebenen  Kegelschnitt  ausartet.  Hat  man  es  all- 
gemein mit  einem  derartig  speciellen  Complexe,  wie  beim  Kegelschnitte 
oder  bei  der  Gleichung  (18),  zu  thun,  d.  h,  betrachtet  man  ins- 
besondere die  Complexe,  welche  von  den  sämmtlichen  Treffgeraden 
einer  räumlichen  Curve  gebildet  werden,  so  ist  es  leicht,  sich  über 
die  von  den  Geraden  erzeugten  Kegel  (ComplexJcegel)  und  die  von 
ihnen  umhüllten  ebenen  Curven  iComplexcurven)  Rechenschaft  zu 
geben.  Die  Complexkegel  entstehen  einfach,  wenn  man  einen  be- 
liebigen Punkt  des  Raumes  mit  allen  Punkten  der  Curve  verbunden 
denkt;  die  Complexcurven  bestehen  aus  allen  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Ebene  durch  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der 
Curve  hindurchgehen;  die  letzteren  zerfallen  also  in  n  ebene  Strahl- 
büschel, wenn  n  die  Ordnung  der  Curve  bezeichnet,  und  hieraus 
folgt  allgemein  der  Satz: 

Alle  Treffgeraden  einer  Raumcurve  bilden  einen  Complex,  dessen 
Grad  gleich  der  Ordnung  der  Raumcurve  ist;  und  dieselbe  Zahl  gibt 
auch  die  Ordnung  der  aus  den  Treffgeraden  bu  bildenden  Kegel  an. 

Insbesondere  findet  man  also  die  Gleichung  der  Schnittpunkte 
einer  Ebene  v  mit  der  durch  (10)  dargestellten  Curve,  indem  man, 
analog  zu  (20),  in  (18)  qik  =  UiVk  —  ViUk  einsetzt,  und  die  Gleichung 
des  von  einem  Punkte  y  ausgehenden  und  auf  der  Curve  stehenden 
Kegels,  analog  zu  (19),  durch  die  Substitution  qik  =  Xiy,n  —  yiX,n. 

Auf  diese  allgemeinen  Erörterungen  sind  wir  um  so  lieber  ein- 
gegangen, als  die  hier  am  Beispiele  der  Raumcurven  dritter  Ordnung 
behandelten  Aufgaben:  ihre  Parameterdarstellung  in  (10),  die  Bildung 
ihrer  Gleichung  in  Ebenen-  und  Liniencoordinaten  in  (17)  und  (18), 
sich  bei  allen  Curven  in  analoger  Weise  wiederholen;  diese  Auf- 
gaben sind  typisch  für  die  allgemeine  Theorie  algebraischer  Curven 
im  Räume;  sie  geben  gleichzeitig  ein  erstes  complicirteres  Beispiel 
für  unsere  allgemeinen  geometrischen  Ueberlegungen  über  Curven 
und  abwickelbare  Flächen  (p.  24  f.),  wie  sich  im  Folgenden  bei  An- 
wendung des  Dualitätsprincipes  sofort  noch  mehr  herausstellen  wird. 
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Nächst  deu  Tangenten  nehmen  die  Schmiegungsebenen  der  Curve 
unsere  Aufmerksamkeit  in  Ansprueli.  Für  eine  solche  Ebene  u  müssen 
alle  drei  Wurzeln  von  (11)  zusammenfallen,  d.  h.  es  müssen  auch  die 
Differentialquotienten  der  Ausdrücke  (12)  verschwinden,  und  dies  gibt 
zusammen  mit  (11)  die  drei  Bedingungen: 

(21)  3%A  -\-  U2  =  0,     u^l  -\-  «3  =  0,     W3A  +  3^*4  =  0*). 
Hieraus  erhält  man 

(22)  (?Mi  =  1,     Gu^  =  —  3A,     (?!%  =  3A^,     öu^  ==  —  AI 

Die  Schmiegungsebenen  sind  also  ganz  analog  durch  einen  Para- 
meter dargestellt,  wie  die  Punkte  der  Curve;  sie  umhüllen  bekannt- 
lich die  von  den  Tangenten  gebildete  abwickelbare  Fläche:  die 
Gleichungen  (22)  liefern  die  Parameterdarstelhmg  für  die  Berührungs- 
ebenen  der  ahwiclceJbaren  Fläche. 

Wir  wissen,  dass  den  Punkten  der  Curve  nach  dem  Principe  der 
Dualität  die  Schmiegungsebenen  einer  anderen  Curve  entsprechen 
(p.  25).  Wenn  hier  in  (22)  das  Princip  der  Dualität  so  vollkommen 
gewahrt  bleibt,  wie  es  der  Vergleich  mit  (10)  lehrt,  so  ist  dies  eine 
Besonderheit  der  Curven  dritter  Ordnung,  die  sich  bei  höheren  Curven 
im  Allgemeinen  nicht  wiederholt*,  eine  Besonderheit,  wie  sie  gleicher 
Weise  in  der  ebenen  Geometrie  bei  dem  niedrigsten  dort  auftreten- 
den krummen  Gebilde,  dem  allgemeinen  Kegelschnitte,  uns  begegnete. 
Wie  ferner  dort  die  dualistische  Beziehung  zwischen  Punkten  und 
Tangenten  durch  die  zugehörige  Polarverwandtschaft  ihren  analytischen 
Ausdruck  fand,  so  wird  hier  die  reciproke  Beziehung  zwischen  Punkten 
und  Schmiegungsebenen  durch  das  Nullsystem  des  obigen  linearen 
Complexes  (14)  algebraisch  vermittelt.  In  der  That  gehen  die 
Gleichungen  (15)  vermöge  (10)  sofort  in  (22)  über:  Die  Tangenten 
der  Curve  bestimmen  einen  linearen  Complex,  vermöge  dessen  den  Curven- 
punMen  ihre  Schmiegungsebenen  zugeordnet  werden. 

Von  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  kann  man  ausgehen,  um 
alle  diejenigen  Eigenschaften  der  abwickelbaren  Fläche  abzuleiten, 
welche  den  Eigenschaften  der  Curve  dritter  Ordnung  zur  Seite  stehen. 
Zunächst  haben  wir  in  (21)  drei  einander  projectivische  Punktreihen; 
legt  man  durch  je  drei  entsprechende  Punkte  eine  Ebene,  so  umhüllt 
diese  Ebene  eine  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse,  und  zwar  die  von 
den  Tangenten  unserer  Curve  gebildete.  Sie  ist  von  der  dritten 
Klasse,  weil  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  des  Raumes  drei  ihrer 
umhüllenden  Ebenen   hindurchgehen,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

(23)  x,  —  3Xx2-j-3X''x.  —  Px.,  =  0. 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  228. 
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Fallen  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  zusammen,  so  liegt  x  auf  der 

Schnittlinie  zweier  unendlich  benachbarten  Schmiegungsebeueu,  d.  h. 

auf  einer  Erzeugenden   der  abwickelbaren  Fläche;   die  Gleichung  der 

letzteren  ergibt  sich  also,  wenn  man  die  Discrimiuante  von  (23)  gleich 

Null  setzt,  oder  durch  Elimination  aus  den  analog  zu  (12)  gebildeten 

Gleichungen: 

/n^N  ^2       2Aä;3  -j-  l-'x^  =  0, 

Xt   —  o  AXa  ~\    K" X-x  —  U. 

Die  Gleichimg  der  abwickelbaren  Fläche  der  Tangenten  ist  aho  von  der 
vierten  Ordmmg,  dem  Umstände  entsprechend,  dass  die  Curve  dritter 
Ordnung  von  der  vierten  Klasse  war;  ihre  Gleichung  in  PunJdcoordi- 
natcn  ist,  analog  zu  (17): 

In  Ebenencoordinaten  ist  eine  abwickelbare  Fläche  bekanntlich  nicht 
durch  eine  Gleichung  darstellbar;  sie  kann  nur  definirt  werden  als 
die  gemeinsame  Enveloppe  der  doppelt  unendlichen  Schaar  von 
Flächen  zweiter  Klasse 


3u^ 

^2 

k 

«2 

U, 

l 

«3 

3m.i 

m 

(26)  -  t(2      u-i    l     z=k{^u^u^—u^)-\-l{ii2U.^  —  ^u^;u^^-\-m{^U{ii.^—iL^^)^{)j 
u^    3t«.j    m 

welche  der  Schaar  (9)  dualistisch  gegenübersteht,  mit  ihr  aber  nicht 
identisch  ist. 

In  (24)  haben  wir  hier  die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  welche 
sich  in  einer  Erzeugenden  der  abwickelbaren  Fläche  schneiden;  be- 
rechnet man  aus  ihren  Coordinaten  diejenigen  ihrer  Schnittlinie,  so 
ergeben  sich  genau  wieder  die  Gleichungen  (13),  denn  es  ist  qik  =  pim 
zu  nehmen. 

Den  Treffgeraden  der  Raumcurve  entsprechen  die  Tangenten  der 
abwickelbaren  Fläche  (p.  26),  denn  als  solche  sind  hier  alle  in  den 
Schmiegungsebenen  gelegenen  Geraden  aufzufassen.  Die  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Linie  pi^  in  der  Ebene  Mj  liege,  werden  vermöge  (22): 

*  —  3AK2  +  32^i?i3  —  X'p,,,  =  0, 
i>2i  +  *  +  3^2^23  -  X^p^^  =  0, 
Psi  —  3Ai>32  +      *       —  Pp^^  =  0, 

^41   —   3Ap42   +   ^^^Pa-3  +        *        =  0. 

Durch  Elimination  von  A  aus  der  ersten  und  letzten  Gleichuns:  er- 
gibt  sich  zunächst: 

^(ßpizPu  —  PuP2i)  i^PnPu  —  PnPx4)  —  {^Pi2Pu  -  Puf  =  0. 


248  Zweite  Abtheilung. 

Mit  Hülfe  der  zwischen  den  Liniencoordinateu  bestehenden  Identität 
sondert  man  einen  Factor  p^^^  ab  und  erhält  die  zu  (18)  dualistische 
Gleichung  dritten  Grades 

(27)       pj  —   18i?i4i)i2i>34  —   ^^Pl2P3iP23  +   ^'^ Pn  Psi  +  STjPjgPa/ 

-   ^PuPlsP2A  =  0 

als  Gleichung  der  äbivicJcelharen  Fläche  in  Liniencoordinaten.  Wie  bei 
(18)  die  Complexcurven  sich  in  drei  ebene  Strahlbüschel  derselben 
Ebene  auflösten,  so  zerfallen  die  durch  (27)  einem  Punkte  zuge- 
ordneten Complexkegel  in  drei  ebene  Strahlbüschel  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte;  sie  liefern  die  durch  den  Punkt  gehenden  drei 
Schmiegungsebenen  unserer  Raumcurve. 

Sollen  endlich  alle  drei  Wurzeln  von  (23)  zusammenfallen,  so 
müssen,  analog  zu  (21),  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

und  damit  sind  wir  zu  unserer  ursprünglichen  Parameterdarstellung  (10), 
also  von  den  Schmiegungsebenen  zu  den  Punkten  der  Curve,  zurück- 
gekehrt. 

Die  vollkommene  Dualität,  welche  hiernach  bei  den  Curven 
dritter  Ordnung  zu  Tage  tritt,  wurde  schon  oben  als  ihnen  gegen- 
über höheren  Curven  eigenthümlich  hervorgehoben.  In  der  That 
spielen  unsere  Curven  für  den  Raum  in  mancher  Beziehung  dieselbe 
Rolle,  wie  die  Kegelschnitte  für  die  Ebene:  Es  gibt  keine  niedrigere 
(nicht  zerfallende)  Curve  im  Räume,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegt,  wie 
es  in  der  Ebene  keine  niedrigere  Curve  als  den  Kegelschnitt  gibt,  die 
nicht  in  einer  Geraden  liegt  (mit  einer  solchen  zusammenfällt),  denn 
jede  Ebene,  welche  einen  Kegelschnitt  in  drei  Punkten  trifft,  muss 
denselben  ganz  enthalten,  da  eine  Gleichung  zweiten  Grades  ent- 
weder nur  zwei  oder  unendlich  viele  Wurzeln  haben  kann  (letzteres, 
wenn  alle  Coefficienten  einzeln  Null  sind);  die  Analogie  trat  ferner 
hervor  bei  der  projectivischen  Erzeugung  und  der  Parameterdarstellung 
(10),  welche  den  Formeln  für  einen  Kegelschnitt 

genau  entspricht;  sie  würde  sich  noch  klarer  entwickeln  lassen,  wenn 
wir  in  die  Beziehungen  der  Punktgruppen  auf  einer  Curve  dritter 
Ordnung  zu  der  binären  Invariantentheorie  näher  eingehen  wollten*); 


*)  Vgl.  d'Ovidio,  Memorie  della  R.  Accademia  di  Torino,  Serie  n,  t.  32, 
1879,  sowie  einen  Aufsatz  des  Herausgebers  in  Bd.  23  der  Math.  Annalen,  wo 
ruau  auch  andere  verwandte  Arbeiten  erwähnt  findet.  —  Geht  man  zu  Systemen 
von  mehr  als  vier  homogenen  Variabein  über,  d.  i.  zur  Geometrie  in  Mannigfaltig- 
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doch  verschieben  wir  dies,  bis  wir  im  Zusauiiueiiluiuge  die  luvarianieii- 
theorie  für  den  Raum  besprechen.  Wir  erwähnen  hier  nur  noch 
folgenden  Satz,  dem  wir  sein  duaUstisches  Gegenbihl  sofort  an  die 
Seite  stellen: 


Eine  bewegliche  Tangente  einer 
liaumcurve  dritter  Ordnung  wird 
von  vier  festen  Schmiegangsebenen 
derselben  in  Punkten  von  coustan- 
tem    Doppelverhältnisse   getroffen. 


Eine  bewegliche  Tangente  einer 
Raumcurve  dritter  Ordnung  schickt 
durch  vier  feste  Punkte  derselben 
vier  Ebenen  mitconstantem  Doppel- 
verhältuisse. 


Zum  Beweise  bezeichnen  wir  jeden  Punkt  der  Curve  durch  den 
ihm  nach  (10)  zugeordneten  Parameter  X,  Die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  x  der  Tangente  des  Punktes  X  lassen  sich  mittelst 
eines  Parameters  yu  aus  den  Punkten  (12)  ableiten;  sie  sind  also: 

QX^  =  oX\       QX^  =  21   -\-  flP,       QX.^  =   1   -j-  2ftA,       QX/^^  =  3ft. 

Setzt  man  nun  für  ^  die  vier  Parameter  /Uj,  ^g,  ftg,  jt^  von  vier 
Schmiegungsebenen  nach  (22)  ein,  so  ist  das  Doppelverhältniss  ihrer 
Schnittpunkte  mit  der  Tangente  von  A  gleich 

f^l    —   ^3     .    f^2    —  /*4 
f*l   —  f*4         ^2    —   f*3  ' 

also  unabhängig  von  A,  w,  z.  b.  w. 

Oben  wurde  hervorgehoben  (p.  240),  dass  die  ebene  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkt  als  Ausartung  unserer  Raumcurve  auf- 
treten kann.  Diese  Bemerkung  kann  sich  natürlich  nicht  auf  unseren 
Ausgangspunkt,  nicht  auf  die  Entstehung  unserer  Curve  als  theil- 
weisen  Schnittes  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  beziehen.  Auf  diesen 
Grenzfall  wird  man  dagegen  durch  die  Parameterdarstellung  (10) 
geführt.  Gibt  man  die  specielle  Lage  des  Coordinatentetraeders  auf, 
welche  früher  benutzt  war,  so  treten  an  Stelle  von  A^,  X^,  l,  1  be- 
liebige lineare  Functionen  dieser  Grössen;  d.  h.  die  Xt  werden  pro- 
portional m  beliebigen  ganzen  Functionen  dritten  Grades  von  A: 
(28)  QXi  =  aa  +  a^sA  +  «isA^  -f  aaX^  =  fi{X). 

Insbesondere  kann  man  nun  die  Coefficienten  so  variireu  lassen,  dass 

keiten  von  mebr  als  drei  Dimensionen  (vgl.  einen  nnten  folgenden  Abschnitt), 
so  kommt  bei  n  Dimensionen  der  allgemeinen  rationalen  Curve  n^^^  Ordnung 
eine  analoge  Rolle  zu,  wie  den  Kegelschnitten  in  der  Ebene,  den  unebenen 
Curven  dritter  Ordnung  im  Räume;  vgl.  Fr.  Meyer:  Apolarität  und  rationale 
Curven,  Tübingen  1883.  —  Diese  Analogie  dehnt  sich  auch  auf  gewisse  metrische 
Eigenschaften  aus  (insbesondere  bei  der  weiter  unten  definirten  cubischen 
Parabel);  vgl.  Hurwitz  und  Schröter,  Math.  Annalen  Bd.  25. 
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für  besondere  Werthe  derselben  zwischen  den  fi  eine  lineare  Identi- 
tät SKifi{X)  =  0  besteht;  dann  ist  auch  für  alle  Punkte  der  Curve 
UxiXi  gleich  Null,  d.  h.  dieselbe  liegt  in  der  Ebene  mit  deu  Coordi- 
naten  ki.  Gleichzeitig  sind  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  rationale 
Functionen  eines  Parameters,  dieselbe  ist  also  eine  ebene  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Doppel-  oder  RücMehrpunM*). 

Unberücksichtigt  Hessen  wir  bisher  die  Gestalt  der  Curven  dritter 
Ordnung  oder  „cubischen  Kegelschnitte",  wie  man  sie  wegen  der 
Verwandtschaft  mit  den  Curven  zweiter  Ordnung  auch  nennt.  Nach 
dem  bei  den  letzteren  und  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  be- 
folgten  Principe  ist  es  am  Einfachsten,  ihre  Beziehungen  zu  der 
unendlich  fernen  Ebene  der  gestaltlichen  Discussion  zu  Grunde  zu 
legen.  Von  den  drei  unendlich  fernen  Punkten  muss  natürlich  einer 
immer  reell  sein;  die  beiden  anderen  können  auch  conjugirt  imagi- 
näre Coordinaten  haben;  von  den  reellen  Punkten  ferner  können 
zwei  oder  alle  drei  zusammenfallen.  Jedem  reellen  unendlich  fernen 
Punkte  entspricht  auch  eine  reelle  Asymptote  als  dessen  Tangente; 
dieselbe  liegt  natürlich  auf  dem  Kegel  (hier  also  Cylinder),  dessen 
Erzeugende  den  betreflfenden  unendlich  fernen  Punkt  mit  den  übrigen 
Curvenpunkten  verbinden.  Auf  diesem  Cylinder  befinden  sich  dann 
auch  die  Verbindungslinien  seiner  Spitze  mit  den  anderen  unendlich 
fernen  Punkten;  man  wird  also  je  nach  deren  Lage  und  Realität  in 
jedem  Falle  leicht  erkennen,  ob  der  Cylinder  ein  elliptischer,  hyper- 
bolischer oder  parabolischer  (p.  162)  ist.  In  zweiter  Linie  ist  auch 
die  Lage  der  drei  Punkte  im  Unendlichen  zum  imaginären  Kugel- 
kreise in  Betracht  zu  ziehen.  Wir  haben  demnach  folgende  Fälle 
zu  unterscheiden'**): 

1)  Cubische  Ellipse.  Dieselbe  hat  nur  einen  reellen  unendlich  fernen 
Punkt,  also  nur  eine  Asymptote;  durch  sie  kann  nur  ein  Cylinder, 
und  zwar  ein  elliptischer,  hindurchgelegt  werden.  Die  Verbindungs- 
linie der  beiden  imaginären   unendlich  fernen   Punkte   gibt  die  eine 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  899.  —  Eine  ebensolche  Curve  wird  (wie  man  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (28)  leicht  nachweist)  erhalten,  wenn  man  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung  von  einem  beliebigen,  nicht  auf  ihr  liegenden  Punkte  aus  in 
eine  beliebige  Ebene  projicirt;  vgl.  Chasles,  Aper9u  historique,  p.  251.  Dies 
Resultat  ist  eine  einfache  Folge  derjenigen  Gesetze,  welche  Cayley  als  Ver- 
allgemeinerung der  Plück  er 'sehen  Formeln  für  Raumcurven  entwickelt  hat. 

**)  Die  Namen  der  verschiedenen  Curvenarten  sind  von  Seydewitz  a.  a.  0. 
eingeführt.  —  Zeichnungen  derselben  findet  man  bei  von  Drach  a.  a.  0.;  Gyps- 
modelle  der  zugehörigen  Cylinder  mit  aufgezeichneten  Curven  (construirt  von 
Lange)  liefert  die  Verlagshandlung  von  L.  Brill  in  Darmstadt. 
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reelle  imeudlich  ferne  Seime.  Es  gibt  tlejimacli  eine  Schaar  von 
Parallelebeneii,  deren  jede  von  der  Curve  in  einem  (reellen)  Punkte 
getroffen  wird.  Diese  Schaar  steht  insbesondere  senkrecht  zur  Asymptote, 
wenn  die  Sehne  dem  reellen  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  in 
Bezug  auf  den  Kugelkreis  polar  conjugirt  ist.  Liegen  die  beiden 
unendlich  fernen  imaginären  Curvenpunkte  auf  dem  Kugelkreise,  so 
hat  man  statt  des  elliptischen  einen  geraden  Kreiscylinder. 

2)  Cubische  Hyperbel.  Dieselbe  hat  drei  unendlich  ferne  reelle  Punkte, 
also  auch  drei  unendlich  ferne  reelle  Sehnen  und  drei  reelle  Asymp- 
toten. Sie  liegt  gleichzeitig  auf  drei  hyperbolischen  Cylindern.  Sind 
zwei  der  unendlich  fernen  Punkte  conjugirte  Pole  in  Bezug  auf  den 
Kugelkreis,  so  stehen  die  Axen  der  zugehörigen  Cy linder  (sowie  die 
bez.  Asymptoten)  auf  einander  senkrecht.  Ist  die  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  die  Polare  des  dritten  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis, 
so  gibt  es  eine  Schaar  von  Parallelebenen,  welche  zum  dritten 
Cylinder  senkrecht  stehen,  und  deren  jede  die  Curve  nur  noch  in 
einem  Punkte  trifft.  Sollen  dann  diese  Parallelebenen  auf  dem  dritten 
Cylinder  nur  gleichseitige  Hyperbeln  ausschneiden,  so  müssen  seine 
beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  conjugirte  Polaren,  folglich  die 
zugehörigen  unendlich  fernen  Punkte  der  Curve  conjugirte  Pole  in 
Bezug  auf  den  Kugelkreis  sein;  d.  h.  die  drei  unendlich  fernen  Punkte 
bilden  ein  Polardreieck;  jeder  Cylinder  ist  senkrecht  zu  den  beiden 
anderen,  und  die  zur  Axe  senkrechten  Schnitte  eines  jeden  sind 
gleichseitige  Hyperbeln. 

3)  CiihiscJie  Parabel.  Die  drei  Punkte  im  Unendlichen  sind  zu- 
sammengefallen; die  unendlich  ferne  Ebene  ist  also  Schmieguugs- 
ebene  der  Curve;  von  ihrem  Berührungspunkte  geht  ein  Kegel  aus, 
der  von  ihr  in  zwei  zusammenfallenden  Geraden  geschnitten  wird: 
die  Curve  liegt  nur  auf  einem  Cylinder,  und  zwar  einem  parabolischen. 
Es  gibt  keine  Asymptoten;  eine  Tangente  der  Curve  liegt  unendlich 
weit  und  bestimmt  eine  Schaar  paralleler  Ebenen,  welche  die  Curve 
nur   in   einem   Punkte  treffen  und  sie  im  Unendlichen  alle  berühren. 

4)  Cubische  hyperbolische  Parabel.  Von  den  drei  unendlich  fernen 
Punkten  sind  zwei  zusammengefallen,  während  der  dritte  getrennt 
davon  liegt.  Die  Curve  ist  der  Schnitt  zweier  Cylinder,  denen  ausser- 
dem die  Verbindungslinie  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte  gemein- 
sam ist.  Der  eine  Cylinder  ist  parabolisch,  der  andere  hyperbolisch. 
Auf  ersterem  liegt  die  eine  noch  vorhandene  Asymptote,  Die  Er- 
zeugenden der  Cylinder  sind  zu  einander  rechtwinklig,  wenn  beide 
Punkte  ein  coujugirtes  Polepaar  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  bilden. 
Alle  zur  Axe  des  hyperbolischen  Cylinders   rechtwinkligen   Schnitte 
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sind  gleichseitige  Hyperbelu,  wenn  die  beiden  unendlich  feinen  Er- 
zeugenden des  Cyliuders  (d.  i.  die  Tangente  der  Curve  in  ihrem  Be- 
rührungspunkte mit  der  unendlich  fernen  Ebeue  und  die  Verbindungs- 
linie des  Berührungspunktes  mit  dem  einfachen  unendlich  fernen 
Punkte)  durch  ein  Paar  coujugirter  Polaren  in  Bezug  auf  den  Kugel- 
kreis gebildet  werden. 

XII.   Beziehungen  zwischen  zwei  Flächen  zweiter  Klasse. 

Unseren  Betrachtungen  über  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
stellen  wir  kurz  die  entsprechenden  über  Flächen  zweiter  Klasse 
gegenüber.  Da  zwei  solche  Flächen  im  Allgemeinen  auch  von  der 
zweiten  Ordnung  sind,  so  können  ihre  gegenseitigen  Lagenbeziehungen 
uns  hier  nichts  Neues  lehren.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass 
statt  ihrer  Durchdringungscurve  jetzt  die  von  ihren  gemeinsamen 
Tangentialebenen  gebildete  abwickelbare  Fläche  besonders  ins  Auge 
zu  fassen  ist,  dass  ferner  die  aus  zwei  Flächen  zweiter  Klasse 

(1)  F=  EEAikUiUk  —  0,      O  EEE  ZSBikUtU,  =  0 
zu  bildende  lineare  „Schaar" 

(2)  F+^(i>  =  0 

von  dem  Büschel  im  Allgemeinen  wesentlich  verschieden  ist,  indem 
die  Schaar  (2)  jetzt  nicht  eine  unendliche  Reihe  von  Flächen  mit 
denselben  gemeinsamen  Punkten,  sondern  eine  solche  mit  denselben 
gemeinsamen  Tangentialebenen  darstellt:  Alle  Fläclten  der  Schaar  sind 
einer  und  derselben  developpdbeln  Fläclic  vierter  Klasse  eingeschrieben. 
Unter  diesen  Flächen  wird  es  einige  geben,  welche  in  eine  ebene 
Curve  ausarten,  deren  Determinante  also  verschwindet.  Sie  be- 
stimmen sich  durch  die  Gleichung 

'^11+^^11  ^12  +  f*^12  ^13  +  f^^l3  ^14  +  ^^14 

^21+/*  ^21  ^22  +  f*-ß22  As +  ^1^23  ^24  +  /^  ^24 

Al  +  l^J^3l  ^32  +  ^^-^32  ^33  +  f*-ß33  ^34  +  ^^-^34 

^41+^^41  ^42+f*^42  ^43  +  ^^43  ^44  + /*-^44 

Je  nachdem  sich  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  verhalten,  werden  wir 
wieder  dreizehn  Fälle  zu  unterscheiden .  haben,  die  wir  hier  kurz 
zusammenstellen-,  nur  bei  den  später  besonders  wichtig  werdenden 
verweilen  wir  länger.  Die  ohne  Beweis  ausgesprochenen  Sätze  sind 
nach  dem  Principe  der  Dualität  selbstverständlich. 

Nr.  1.  Die  Wurzeln  von  D{^)  =  0  sind  von  einander  verschieden. 
Es  gibt  ein  den  Flächen  der  Schaar  (2)  gemeinsames  Polartetraeder; 


{o)  D(fi) 


=  0. 


Die  Flüchen  zweiter  Onlnnng  und  zweiter  Klasse.  253 

die  vier  Kegelschnitte  F -\-  ^i(p  =  0  des  Systems  liegen  in  den 
Ebenen  des  Tetraeders.  Letzteres  ist  natürlich  identisch  mit  dem 
beim  Büschel  (p.  209)  auftretenden  Polartetraeder;  folglich  muss  sich 
auch  die  Lösung  der  Gleichung  (3)  auf  die  der  Gleichung  ^(A)  =  0 
reduciren  lassen.  Setzt  man 
(4)  ])(^)  =  A  +  4f^A,  +  6^T  +  4jtt'''B,  -{-  ^'B 

und  betrachtet  die  A/k,  T>ik  als  Unterdeterminanten  der  Coefficienten 
Oik,  hik  unserer  früheren  Gleichungen  f  =  0,  q)  ==  0,  so  wird  in 
der  That: 

A  =  A\  4Ai  =  ZEBik^k  =  A^Z2:Bikaik  =  AA^B,, 

6r  =  2]2J2JZlAik,lmBpq,rs  *=  A B U Z! 2J SAik.lmBpq^rs  =  QABC, 


4B,  =  4:B'Ai,     B  =  B 


wobei  A,  B,  C,  A^,  B^  dieselben  Bedeutungen  haben,  wie  früher 
in  (22)  p.  218.  Hieraus  folgt  für  die  symmetrischen  Functionen  der 
Wurzeln: 

QAC   _A 
„  4.A'B,         A' 

A^ 

^lf*2f*3f*4=  ßi       ^=    (''-1 ''•2 '^3 ^4)  • 

Die  Wurzeln  von  Biß,)  =  0  drücJcen  sich  also  durch  diejenigen  von 
z/(A)  =  0  aus  mittelst  der  Formeln 

iy)  i^l   ^^^  ■A2^3^4>       ^2  "^^  "-ä^i^-l}       f*3  ^"^  ^4^1^2  7       i^i  ^"^  '''l'*'2'^3' 

Dieses  Resultat  war  vorauszusehen;  denn,  wenn  UliXi^  =  0  die  Glei- 
chung von  /"  =  0  wird,  so  muss  (bis  auf  einen  constanten  Factor) 
2J^i  U?  =  0  diejenige  von  F  =  0  werden. 

Die   Transformation   auf  das   Polardreieck   geschieht    genau   wie 
oben;  sie  sei  gegeben  durch  die  Gleichungen 
(6)         Xk  =  axkXi  +  «2)1^2  +  cczhXz  +  a4it^4       (li  ==  1, 2, 3, 4), 

in  denen  die  «a-  zu  bestimmen  sind.  Dann  wird  das  Quadrat  der 
Substitutionsdeterminante: 

und  wenn  D,k(ii)  die  ünterdeterminanten  von  7)(fA)  bedeuten: 
(8)         P'2J2JDa{^i,)x^x,  =  (a,  -  ^,)  (^,  -  ^3)  (^,  -  ^JX.^B 

=   /,.2    A3    A4   (Aj — A*)(A, At^JiA^        A^jAj'X)", 


254  Zweite  Abtheilnng. 

analog  für  .u^,  ft3,  jt^,  und  hieraus  nach  (6): 

(9)  B(,a^  —  11.^ ({i,  —  ^3)(ftj  —  fija.iaii  =  I>ik((ii),  u.  s.  f. 

Sind  die  a^  ans  diesen  letzten  Gleichungen  berechnet,  so  hat  man  in 
Folge  von  (6) 

F^  SEAnUiiif,  =  —  Uj  l\-  —  fi.^  U./  —  fig  ZJg-  —  n^  Z7/ 

Unsere  frühere  Transformation  dagegen,  die  durch  die  Glei- 
chungen (p.  210) 

(11)  X,  =  ß,,X^  +  ^,2X2  +  /3,:,Xo  +  ^,4X4 

gegeben  war,  transformirte  dieselben  Ausdrücke  F  und  O  gemäss 
den  Relationen: 

FB'  =  -  ±>,  r/,^     (t>R^  =  2:  Tj7. 

Man  hat  also  in  den  früheren  Formeln  üi  zu  ersetzen  durch  FtUi, 
um  auf  die  jetzigen  zu  kommen,  oder  man  hat,  was  auf  dasselbe 
herauskommt,  in  den  aus  (6)  folgenden  Relationen 

«A-  =  «a  Ui  +  «12  U2  +   ßA-3  U3  +  «u  Ui 

Uki  ZU  ersetzen  durch  IC~  uu,  wenn  die  Gleichungen  (6)  mit  den  Auf- 
lösungen von  (11)  übereinstimmen  sollen.  Die  letzteren  lauten,  wenn 
Fiik  die  Unterdeterminanten  von  Fi  bezeichnen, 

TiXk  =  FuXi  -}-  F2kX2  -{-  Fizk^z  -\-  Fu^i, 
und  somit  ist  in  (6)  zu  nehmen 

Uik  =■  Utk 
und  folglich: 

P  =   -^  ±  «11  «22  «33  «44  =  ^  +  -^11  -^22  ^3:5-^44  ==  ^S 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Wir  haben  diese  Formeln  nochmals  zusammengestellt,  um  da- 
von eine  Anwendung  für  die  Transformation  der  Flüchen  zweiter  Ord- 
nung mit  Mittelpunkt  auf  ihre  Hauptaxen  zu  machen. 

Man  kommt  auf  dieses  Problem,  wenn  man  insbesondere  eine 
Fläche,  etwa  4^  =  0,  in  einen  Kegelschnitt  zerfallen  lässt  (also  B  =  0 
voraussetzt)  und  annimmt,  dass  dieser  Kegelschnitt  mit  dem  imagi- 
nären Kugelkreise  zusammenfalle.  In  der  That  wird  dann  eine  Ebene 
des   gemeinsamen   Polartetraeders    durch    die    unendlich   ferne   Ebene 
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gebildet:  die  drei  anderen  gehen  durch  den  Pol  derselben,  d.  h.  durch 
den  Mittelpunkt  der  Fläche  und  sind  zu  einander  rechtwinklig,  da  sie 
einander  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis  conjugirt  sind.  Die  Be- 
stimmung der  Haujjfaxen  einer  MitteJpxnil:t$fläclte  und  die  Einführung 
derselben  als  Coordinatenaxen  Icommt  also  darauf  hinaus,  das  gemeinsame 
Polartetraeder  der  Fläche  und  des  imaginären  Kugellreises  als  neues 
Coordinatentefraeder  einzuführen. 

Die  Annahme  B  =  0  lasst  wegen  (1^  die  Anwendung  der  obigen 
Formeln  nicht  unmittelbar  zu;  mau  muss  vielmehr  nach  einer  früheren 
Bemerkung  (p.  214)  zuvor  F  und  0  mit  einander  vertauschen.    Statt 

dessen  kann  mau  auch  einen  Parameter   v  =  —    einführen,    und   so- 

dann    die   Rechnungen   wiederholen;   wir  betrachten    also   die  Sehaar 

2'F  -f  0^0  statt  F  ^  u0  =  CK  wobei 

0  =  iti-  +  u^-  +  uf,      F  =  ZZAitUiUi. 

Wir  haben  die  Aufgabe,  eine  solche  Transformation  (6)  zu  finden, 
dass  trleichzeiticr: 

(lOa)  i',        i^,       f-. 

Vj  v^  ''s  ^   ' 

wobei  dem  letzten  Gliede  rechts  statt  der  Einheit  auch  ein  willkür- 
licher Coefficient  beigesetzt  werden  könnte,  da  durch  die  Form  von  0 
jetzt  mir  drei  von  den  vier  willkürlich  bleibenden  Factoren  fest- 
gelegt  sind   (^vgl.  p.  209).     Die   den   obigen  entsprechenden  Formeln 


laut«n  dann: 

^Ai  +  1    ''^12          ^As          ^'Ai  i 

(3a)     I)iv)  = 

^Ai            ^'Ai  +  1     vA^            vA.^^  !  _  ^^ 

1/^31                     1/^33                     V^33  -f    1        1-^3^ 

vA^              vA^.              vA^              vA^^  \ 

(4a)     7)(i/)  =  ] 

'["'A-frHA„  +  A,,  +  A33) 

+  ^  [A,  {Ax  +  -i..  +  ^33)  -  A4'  -  A^'  -  -1 

-P3Z),.)=«^(^-1)(^-1)(^-1) 
(7a)  p:;A  =  ^^^  =  A*) 

V   v   V  4         '' ' 

»-1  »j  jj  ua.^^ 


*")  Es   muss  also  A^^  von  Null  verscliieden   sein,   wodurch  die  Paraboloide 
ausgeschlossen  sind;  dieselben  werden  sogleich  in  Nr.  2  erledigt  werden. 
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P^UUDaiv).^.,  =  .  (^^  -  l)  (^  -  l)  X,^  +  .  (^  -  l)  (^  -  i)a7 

^3^-^  ?^E2:D,,{v,)x,x,  =  ^2  (^  - 1)  (^  - 1)  ^2^ 

P2;2;i),,  Wr.:,:r,  =  v,  (^^  -  l)  (^  -  l)  ^7, 
Hierin  ist  z.  B. 

Mit  Hülfe  von  (7a)  ergibt  sich  aus  (8a): 

(9a)  A  1/2^(2/3  —  V3)  (7^2  —  Vi)a;2aA-2  =  —  Bikiy^, 

AV3^(«^3  —  ^1)  (^3  ■^2)«»3«M  ==   —   DikM, 

cCiiUki,  =  0,  wenn  i  und  li  nicht  gleich  4  sind,  aber 

(9a)*  ^44«44'==1. 

Dass  die  Coefficienten  a^^,  «34?  ^^34  gleich  Null  werden,  war  voraus- 
zusehen, da  die  unendlich  ferne  Ebene  als  Seitenfläche  des  gemein- 
samen Polartetraeders  nicht  durch  eine  andere  Ebene  ersetzt  zu 
werden  braucht.     Führt  man  nun  durch  die  Substitutionen 

-^1      V  -^2      y  -^3      y.  ^1      TT         ^2      TT         ^3      XTA 

X,  ^'     X,    ~~  ^'     X,   ~^'       U^~~  ^'     U,  ^'     u,  ^^ 

rechtwinklige  Coordinaten  ein,  so  lauten  die  Transformationsformeln: 

«44^  =  «11^  +  «2l2/  +  «31^  +   ^^41? 

(12)  «44  3^=  «12^  +  «22^/  +   «32^  +   «42' 

«44^  =  «13^  +   «232/  +  «33-^'  +  «43» 

oder  in  Ebenencoordinaten: 

Nu  =  a^^U-\-  «12  V  +  «13  ^y 

.  NV  =  «21  f^  +  «22  ^  +  «23  ^V, 

^'      =«4i?^^+«.12>^+«43lT^+«44- 
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Will  man  weiter  die  Gleichungen  (10a)  in  rechtwinklige  Coordinateu 
umsetzen,  so  hat  man  zu  bedenken,  dass  dieselben  vollkommen 
fest  definirt  sind,  sobald  das  Axenkreuz  gegeben  ist,  dass  man  also 
in  ihre  Definition  willkürliche  constante  Factoren  nicht  mehr  eingehen 
lassen  darf.  Allerdings  bleibt  die  Gleichung  des  Kugelkreises  immer 
in  der  Form  U^  -[-  V^  -\-  W^  =  0  erhalten;  die  vierte  oben  gleich 
Eins  angenommene  Constante  ist  aber  jetzt  als  zu  bestimmende  Un- 
bekannte Ic  einzuführen.  Dem  entsprechend  sind  die  Gleichungen  (lOaj 
zu  ersetzen  durch: 

^1  »'s  «'s 

Gleichzeitig  erleiden  auch  die  Gleichungen  (7a)  und  (8a)  leichte  Modi- 
ficationen;  sie  werden  bez.,  wenn  man  für  den  Augenblick  Ij  =  x, 
I2  =  ?/,  I3  ==  £;,  I4  =  1  macht  und  die  drei  ersten  Gleichungen  (8a) 
durch  die  letzte  dividirt: 

(7b)  P2  ^  aj{l]  +  «11  «22 «33)'  =  —  x:,^^  =  Z~ ' 

Ä^22JDik(vj)^;^!,  =  —  v^^Vj^  —  7/2)  (Vj  —  v^)lkX\ 
(8b)        A,^ZEB,,{v,)Uk  =  -  v,\v,  -  V,)  {v,  -  v,)JcA  Y', 

An  Stelle  von  (Oa)*  ergibt  sich  direct  aus  (10b) 
(9b)*  A,,ccJ==Jc, 

und  somit  folgen  aus  (8b)  und  (12)  wieder  genau  die  Gleichungen  (9a). 
Die  Transformation  auf  die  Hatiptaxen  ist  nach  dieser  Bestimmung  der 
ttik  jetzt  mit  einem  Scldage  gelöst"^),  während  das  frühere  Verfahren 
erst  die  Transformation  auf  den  Mittelpunkt  und  dann  die  Drehung 
des  Coordinateusystems  um  den  Mittelpunkt  verlaugte.  Wenn  man 
Werth  darauf  legt,  auch  ein  iirsprünglich  metrisches  Problem  wie 
das  der  Hauptaxentransformation,  unter  allgemeinere  Gesichtspunkte 
einzuordnen,  so  verdient  der  jetzt  eingeschlagene  Weg  den  Vorzug 
vor  dem  früher  befolgten. 

Die  Transformation  (12)  charakterisirt  sich  dadurch  als  eine 
orthogonale^  dass  zwischen  den  Coefficienten  die  bekannten  sechs  Re- 
lationen erfüllt  sind  (p.  72  ff.).  In  der  That  findet  man  z.  B.  aus  der 
mittleren  der  Gleichungen  (9a): 

*)  Auch  Plücker  leitet  die  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Hauptaxen 
direct  aus  der  Gleichung  iu  Ebenencoordinaten  ab  (a.  a.  0.  p.  201),  behandelt 
aber  nicht  das  Transformationsproblem.  —  Drittens  könnte  man  auch  von  der 
Gleichung  in  Liniencoordinaten  ausgehen;  vgl.  Voss,  Math.  Annalen  Bd.  10. 

Clebsch,  Vorlesuugeu.   II,  1.  17 
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(«12-  +  a.^.1  +  «32^)Av2^(^2  —  v^  iy^  —  v^ 

=  -  [Ai  W  +  A2K)  +  A3(^'2)]  =  -  (Au  +  A,,  +  k,^vi 
-  2  [A^C^u  +  ^-22  +  A3)  -  AI  -  Ä.J  -  Ä,'^]v,'-?,A,,v,. 
Führt   man    m    die    reckte    Seite,    gemäss   (4a),    die    symmetrischen 
Functionen  der  vi  ein,  so  wird  dieselbe  genau  gleich 

v.;^(v^  —  Vs)  {i'2  —  Vi)A; 
also  folgt: 

«12"  +   «22     +   ^32     =   1  • 

Dass  auch  die  Gleichung 

«11«12  +  «21^^22   +  «31  %2  =  0 

erfüllt  ist,  ergibt  sich  daraus,  dass  sich  z.  B.  die  Grössen  «ig^  «22»  «32 
verhalten  wie  die  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  Y  =  0  und  a^^,  «21?  «31  wie  die  der  unendlich  fernen  Geraden 
von  X  ==  0,  und  dass  beide  Gerade  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis 
einander  conjugirte  Polaren  sind.     Aus  diesen  Relationen  folgt,  dass 

ist;   die   Theorie   der   orthogonalen   Substitution    verlangt  aber,   dass 

(^+ «11  «22  «33)^  =  «4/ 
sei,  damit  die  Determinante  der  Substitution  (12)  gleich  Eins  werde. 
Wir  haben  also  zu  setzen 

WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem 

^  ib  ^11  «22  «33  =  ~f"  1   oder  =  —  1 
wird.     Aus  (9b)*  erhält  man  ferner 
(14)  l  =  A,„ 

womit  auch  die  Notliwendigheit ,  die  Unhelannte  Ic  ohen  einsuführeny 
nochmals  erhellt  und  gleichzeitig  ihre  Bestimmung  gegeben  wird. 

Um  die  vorstehenden  Formeln  mit  den  früheren  in  Ueberein- 
stimmung  zu  bringen,  müssen  wir  annehmen,  es  sei  der  Mittelpunkt 
bereits  als  neuer  Anfangspunkt  eingeführt,  so  dass  (p.  166): 

/"=  «11^^  +  «22?/  +  «33^'  +  2ai2^?/  +  2^23^^  +  2a^,zx  +  -,  -, 
dann  wird 

F  ='j-\  («.,ort33   —   «23 ")^''"*  +  (^'33^11   ^'.31^)^^  +   (öii%2   "~    ^12^)^^^ 

+  2(«3iöf32  —  ai^a.-,^uv  +  2(n'i2'^i3  —  «23^11)^**' 

+  2  (^'21  «23   —   «I3«22j'<«']   +    ^4^, 
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und  folglich  nach  einigen  leichten  Umformungen; 
I)(v)  =  v[^''  +  H,\a,,  +  «22  +  «33) 

wobei  ^  =  vA  gesetzt  ist,  ein  Ausdruck,  welcher  mit  dem  früheren 
^{q)  in  (6)  p.  167  bis  auf  einen  Factor  übereinstimmt,  sobald  noch 
—  Q  statt  fi  geschrieben  wird.  Nach  (10b)  und  (9b)*  geht  somit 
N^F  über  in 

_ £!  _  i2  ^E1+a,,^äI^  +  I1  +  K1  +  M. 

Vi  V^  1^3  '  41  \    Q  '         Q  ^         Q  '  A  / 

Hierin  ist,  wie  oben,  q  =  —  Vi-A,  q'  =  —  ^2^;  (>"  =  —  ^'s-^-  Die 
Gleichung  der  Fläche  .F  =  0  in  Funktcoordinaten  wird  folglich  von 
der  Form 

ivomit  ivlr  genau  die  früheren  Resultate  ivieder  gefunden  haben  (p.  171). 
Die  Berechnung  der  Coefficienten  a,^  aus  (9a)  liefert  ebenfalls  die- 
selben Werthe,  die  wir  früher  für  cos  a,  cos  /3,  cos  y,  etc.  aufgestellt 
hatten  (p.  169). 

Endlich  ist  daran  zu  erinnern,  dass  sich  das  behandelte  Froblem 
auch  als  ein  solches  der  ebenen  Geometrie  auffassen  lässt.  Es  kommt 
nämlich  nur  darauf  an,  die  beiden  ganzen  Functionen  x^  -\-  if  -\~  z^  und 

f  —  -—  =  a^^x^  +  a^^if  +  «33^2  _|_  2a^^xij  +  2a^^ys  +  2a.,^sx 
-^44 

gleichzeitig  so  zu  transformiren,  dass  die  erste  ungeändert  bleibt  und 
die  zweite  auch  nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthält;  wie  schon 
früher  näher  ausgeführt  wurde  (p.  184  f.). 

Nr.  2.  Zivei  Wurzeln  von  B{y)  =  0  fallen  msammen,  ohne  dass 
für  diese  Doppelumrzel  alle  Unterdeterminanten  verschwinden.  Die  ab- 
wickelbare Fläche  hat  eine  Boppeltangentialebene,  von  welcher  sie  längs 
zweier  ihrer  Erzeugenden  berührt  wird;  diese  Ebene  ist  gemein- 
same Tangenteuebene  aller  Flächen  der  Scliaar,  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Erzeugenden  gleichzeitig  gemeinsamer  Funkt;  alle  Flächen 
der  Schaar  F -{- ^<^  =  0  berühren  sich  also  in  einem,  PimJcte,  sind 
aber  deshalb  natürlich  nicht  mit  den  früheren  Flächen  / '+  Ag?  =  0 
identisch.  In  der  Schaar  gibt  es  einen  doppelt  zählenden  Kegel- 
schnitt und  zwei  einfach  zählende.  Jeder  der  letzteren  hat  zu  einer 
beliebigen  Fläche  der  Schaar  keine  besondere  Beziehung;  der  doppelt 
zählende  Kegelschnitt  dagegen  liegt  in  der  gemeinsamen  Tangential- 
ebene. Lässt  man  ihn  daher  mit  dem  imaginären  Kugelkreise  zu- 
sammenfallen,    so    führt    das   zu   vorliegendem   Falle    gehörige    Trans- 

17* 
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formationsproUem  auf  die  früher  behandelte  Transformation  der  Para- 
holoide  in  die  ihnen  stikommenden  Normalformen.  Es  wird  uicht 
überflüssig  sein,  hierauf  noch  einmal  einzugehen,  da  es  wiederum 
nöthig  ist,  die  Bezeichnungen  etwas  zu  ändern. 

Es  sei  F  =  0  in  rechtwinkligen  Ebenencoordinaten  die  Gleichung 
eines  Paraboloids,  d.  h.  Ä^^  ==  0,  und  0  =  0  die  Gleichung  des  Kugel- 
kreises, also: 

F=  A,y  -\-  ^22^'  +  ^3«'^  +  2^i2i<y  +  2Ä,.,viv  +  2Äo^,7VU 
^^^^  +  2A,,n  +  2Ä,,v  +  2Ä,,tv, 

ct>  =  ?r  -\-  V-  -\-  ir. 
Wir  betrachten  wieder  die  Schaar  vF  -\-  0=0,  deren  Kegelschnitte 
sich  aus  der  Gleichung  ergeben: 

vA.21  '^'-^22  ~f~    1        ^''^23  ^24 

VA.^I  VA^2  '^^33  +    1        ^34 

^41  ^42  ^43  ^ 

Es   soll  nun   eine  Transformation  der  Form  (12)  bez.  (13)   gefunden 
werden,  vermöge  deren  man  gemäss  (21),  p.  218  erhält 
j\r-^0  =  IP  -f-  F^  +  TF^ 

(H)  __  u-       V- 


(16)       D(v)  =  v' 


N^F  = 


+  2^  Tr, 


wobei  die  Constante  h  aus   demselben  Grunde,   wie  in  Nr.  1,  hinzu- 
o-efüo-t  ist.     Die   zur  Transformation  dienenden  Gleichungen   werden: 


(18)    PW(v)  = 


1  — 

0 


0 


0     0 


=~'-'(i-l)(i-l)i 


1-—    0     0 

»'s 

0  0  1    Iv 

0  0        Iv    0 

(19)  p-^2;2:z>,,(K,)^,-^/,.  =  /.^•^7.,^' (;;;  -  i)  r, 

p^2;2:z);,(0)|,-^,  =  p-^'=i, 

P'2Ji:D;,iO)iri,  =  -2hZ-  "^^^ ; 
also  durch  Einsetzen  in  (12),  da  nach  (18)  und  (19)  /r 


v^v.2^\ 
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kv{\v, 

—  iA^)anan 

==~a,;'D,,{v,), 

kv^iy^ 

—  Vy)a/-,at> 

=  -  or,,^/^(v,), 

(20) 

/iMr.i  ■■ 

=        «11^/4                für  i  =  1,  2,  3, 

2Jca^.^  ■■ 

^-«'.^('Vt— +  ^ii. +  ^-  +  ^ 
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Hieraus  folgt  durch  leichte  Rechnung: 

«M% 


2      I  2      1  2 

«is''  +   «23'"^   +   «33^  = 


-11 


Diese    Gleichungen    befriedigen    identisch    die    für    eine    orthogonale 
Substitution  zu   stellenden  Forderungen;   die  Bedingungen 

aa«Al   +   «/2«A2  +  ß/3«/,3  =  0 

sind  aus  denselben  Gründen,  wie  in  Nr.  1,  befriedigt.     Es  wird  also 

einerseits  (2  -f-  «^«^^«ss)"'^  =^  «4/7 

andererseits  war  P^  ^E  a^^'  (E  +  ^n^'-ii^iif  ^^  1 

gefunden;  also  folgt 

(21)  «4/=l. 

Durch  die  Gleichungen  (20 j  ttwc?  (21)  sind  hier  die  unhekannten 
Coefficienten  vollständiger  und  symmetrischer  berechnet,  als  es  früher 
durch  Anwendung  der  zweimaligen  Transformation  geschah;  wieder  ein 
Vorzug  unserer  jetzigen  Methode. 

Um  die  Uebereinstimmung  herzustellen,  haben  wir  anzunehmen 
F  =  0  sei  die  Ebenencoordinatengleichung  eines  in  Punktcoordinaten 
gegebenen  Paraboloids  /==  0.  Die  Gleichung  (16)  wird  dann  mit  (1) 
p.  175  identisch,  wenn  man  nur  q  =  —  vA  setzt,  wie  es  ähnlich 
schon  in  Nr.  1  vorkam.  Die  linke  Seite  der  transformirten  Punkt- 
coordinatengleichung  (d.  i.  der  Factor  von  v^  in  U2JD,/;{v)^i^i:)  lautet 
dann  in  der  That: 

-  hv^X'  -  Jcv,  Y'  -\-2Z=^  [q'X'  +  q"  Y'  -\-2^z). 

Der  Factor  von  2Z  rechts  ist  derselbe,  welcher  früher  (vgl,  p.  176) 
mit  1)^  bezeichnet  wurde,  wie  man  aus  folgender  Identität  erkennt: 
Ic'  =  A,_c  +  ^2/  +  A,c  =  A{B,,  +  B,,  +  B,,) . 

Nr.  3.  Das  System  F  -j-  ^<P  =  0  enthält  einen  dreifach  zählenden 
Kegelschnitt. 

Die  abwickelbare  Fläche  vierter  Klasse  enthält  eine  Doppel- 
tangentialebene,   von    der    sie    längs    zweier   unendlich   benachbarter 
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Erzeugenden  berührt  wird.  Es  liegt  nahe,  wieder  den  imaginären 
Kugelkreis  als  dreifach  zählenden  Kegelschnitt  zu  benutzen.  Dann 
würde  die  Gleichung  (16)  eine  dritte  Wurzel  v  ==  0  zulassen  müssen, 
d.  h.  es  müsste 

^i/  +  A^  +  A,'  =  0 

sein.  Für  Gleichungen  mit  reellen  Coefficienten  kann  dies  nur  dann 
eintreten,  wenn  die  drei  Quadrate  einzeln  Null  sind;  und  dann  stellt 
jP  =  0  einen  Kegelschnitt  der  unendlich  fernen  Ebene  dar.  Die  Ein- 
führung des  Kugelkreises  ist  daher  hier  ohne  Bedeutung. 

Nr,  4.  Im  Systeme  F  -\-  fi(t>  =  0  Iwmmen  8wei  je  doppelt  mhlende 
Kegelsclinitte  vor. 

Die  gemeinsame  Developpable  zerfällt  in  einen  Ebenenbüschel, 
dessen  Axe  mit  der  Schnittlinie  der  Ebenen  jener  beiden  Kegel- 
schnitte zusammenfällt,  und  in  eine  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse, 
die  wir  bereits  näher  studirt  haben  (p.  246  ff.).  Die  Axe  des  Ebenen- 
büschels wird  von  den  beiden  Kegelschnitten  berührt,  aber  in  .ver- 
schiedenen Punkten;  sie  gehört  zu  denjenigen  Linien,  durch  welche 
zwei  Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche  hindurchgehen,  und  sie  ist 
allen  Flächen  der  Schaar  gemeinsam;  dieselben  berühren  sich  in 
den  genannten  beiden  Punkten,  ihre  gemeinsamen  Tangentialebenen 
in  ihnen  sind  die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte.  Die  Berührungs- 
punkte sind  entweder  beide  reell  oder  einander  conjugirt  imaginär; 
ist  also  der  unendlich  ferne  Kugelkreis  einer  der  Kegelschnitte,  so 
sind  sie  imaginär:  die  Flächen  der  Schaar  bestehen  aus  Paraboloiden 
mit  lauter  imaginären  unendlich  fernen  Punkten,  was  nicht  möglich 
ist.  Für  reelle  Flächen  hat  daher  dieser  Fall  Jceine  Bedeutung  in  Be- 
mehung  m  unseren  früheren  Tr  ans  formationsau fgahen. 

Nr.  5.  In  der  Schaar  gibt  es  einen  vierfach  wählenden  Kegelschnitt. 
Die  Axe  des  abgesonderten  Ebenenbüschels  wird  zur  Erzeugenden 
der  abwickelbaren  Fläche  dritter  Klasse,  welche  mit  ihm  zusammen 
die  gemeinsame  Developpable  bildet.  Da  dieser  Fall  aus  den  beiden 
vorhergehenden  durch  Grenzübergang  entsteht,  kann  die  Einführung 
des  Kugelkreises  nicht  zu  Resultaten  von  realer  Bedeutung  führen. 
Wir  haben  diese  Einführung  im  Folgenden  daher  nur  zu  erwähnen, 
wenn  es  sich  um  Grenzfälle  von  Nr.  1  und  Nr.  2  handelt. 

Nr,  6.  In  der  Flächenschaar  kommt  ausser  0wei  einfach  zählenden 
Kegelschnitten  ein  doppielt  zählender,  in  ein  PunJctepaar  zerfallender 
Kegelschnitt  vor.  Die  Developpable  zerfällt  in  zwei  Kegel,  deren 
Spitzen  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktepaares  liegen;  durch 
letztere  kann  man  zwei  Ebenen  legen,  welche  gleichzeitig  beide 
Kegel   berühren;   wie   der  frühere   Ausdruck    2^Z^ik{l)UiUk   (p.  224) 
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erkennen  lässt,  zerfallt  gleichzeitig  die  Schnittcurve  in  zwei  ebene 
Kegelschnitte.  Man  kann  sich  die  Verhältnisse  an  zwei  sich  nicht 
berührenden  Kugeln  klar  machen  (p,  225);  denn  dieselben  schneiden 
sich  immer  in  zwei  Kegelschnitten.  Die  Spitzen  der  Kegel  liefern 
gleichzeitig  das  doppelt  zählende  Punktepaar-,  ihre  Schnittcurve  zer- 
fällt in  die  beiden  Kegelschnitte  der  Schaar.  In  dem  Büschel 
f  ~{- l(p  =  0  berührten  sich  alle  Flächen  in  zwei  Punkten,  sie  be- 
rührten dort  also  auch  die  beiden  im  Büschel  enthaltenen  Kegel; 
folglich  berühren  auch  alle  Flächen  der  Schaar  F -\- n^t)  =  0  die 
beiden  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten.  Wird  statt  des  einen  der 
imaginäre  Kugelkreis  gesetzt,  so  sind  also  alle  Flächen  der  Schaar 
Rotationsflächen  (vgl.  p.  186).  Das  zugehörige  unbestimmt  werdende 
Transformationsproblem  liefert  somit  hier  das  ebenfalls  unbestimmte 
Hauptaxenproblem  für  Rotationsflächen.  Definirt  man  wieder  D{v) 
durch  (3a),  so  werden  die  betreffenden  Formeln  (p.  224f.): 

ri>W  =  ;..(^-i)f;-ir. 

P  ^44  =  —  k, 

V^  V.,  '^•i 

p2  2:2;Da.(0)^,g,==p^  =  i, 
p•^2;2:D,•l-(^^J§/l.  =  ^',(^;  -  i)[r=^  +  ^^]^. 

Also  li,  =  —  A^/^\  und  die  linke  Seite  der  transformirten  Punki- 
coordinatengleichung  wird  als  Factor  von  v'^  in  Z!2JDif,(v)^i^k  ge- 
funden; sie  lautet: 


ii  +  i 


^z-^ 


+ 


=  0, 


in  Uebereinstimmung  mit  (12),  p.  170,  wenn  v^A  =^  —  q,  v^A  ■■=  —  (? 
gesetzt  wird.  Der  zweite  in  unserer  Schaar  enthaltene  Kegelschnitt 
liegt  in  der  Ebene  X  =  0,  welche  senkrecht  zur  Rotationsaxe  steht; 
und  seine  Gleichung  in  ihr  ist*): 

*)  Für  die  Rotationsflächen  behandelte  Dui^in  die  Theorie  der  Brennpunkte: 
Developpements  de  geometrie,  p.  280,  Paris  1813. 
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"a    —    ^1  '  ^       '       »'l  ^44 

Für  die  Ellipsoide  hat  man  v^A^^  =  —  oT  ,  v^A^^  =  —  h~  .  Beim 
abgeplatteten  Rotationsellipsoide  ist  dieser  Kegelschnitt  also  reell  und  ein 
Kreis,  heim  verlängerten  imaginär.  Aehnlich  ergibt  sich,  dass  der 
Kegelschnitt  reell  ist  heim  einschaligen,  imaginär  heim  sweischaligen 
Botationshyperholoide. 

Aus  der  Gleichung  für  X^  findet  man  die  Lage  der  Aequator- 
ebene,  deren  Gleichung  nach  (12)  durch 

gegeben  ist;  ihre  Coordinaten  bestimmen  sich  nämlich  aus  den 
Gleichungen: 

Um  auf  die  früheren  Formeln  zu  kommen  (p.  169),  muss  man  wieder 
annehmen,  es  sei  zuvor  der  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  eingeführt. 
Die  Gleichung  des  doppelt  zählenden  Punktepaares  ist 

(l-'-i^ü'-v,A,,  =  0- 

die  beiden  Punkte  liegen  auf  der  X-Axe  in  gleicher  Entfernung 
vom  Mittelpunkte;  es  sind  die  allen  Meridianschnitten  gemeinsamen 
Brennpunkte;  sie  sind  reell  für  das  verlängerte  Ellipsoid  und  das 
zweischalige  Hyperboloid,  imaginär  für  das  Sphäroid  und  das  ein- 
schalige Hyperboloid.  Für  letztere  Flächen  war  obiger  Kreis  in 
der  Ebene  X  =  0  reell;  er  ist  eben  der  Ort  der  reellen  Brennpunkte 
bei  Rotation  der  betreffenden  Meridiancurve  um  die  X-Axe. 

Nr.  7.  Ausser  einem  einfach  wählenden  Kegelschnitte  kommt  in  der 
linearen  Flächenschaar  ein  dreifach  zählendes  PunJdepaar  vor;  alle 
Flächen  F -{- ^(p  =  0  berühren  die  Ebene  des  Kegelschnittes  in 
einem  und  demselben  Punkte  und,  wie  in  Nr.  6,  den  Kegelschnitt 
selbst  in  einem  Punkte.  Die  gemeinsame  Developpable  besteht  aus 
zwei  Kegeln,  welche  sich  längs  einer  Erzeugenden  berühren.  Ihre 
Spitzen  liefern  das  dreifache  Punktepaar;  ihre  Schnittcurve  besteht 
aus  der  doppelt  zählenden  Erzeugenden  und  dem  Kegelschnitte  der 
Schaar  F -\-  ^(t>  =  0  (vgl.  auch  p.  236). 

Nr.  8.  In  der  Flächenschaar  sind  zwei  je  doppelt  zählende  Kegel- 
schnitte enthalten,  von  denen  einer  in  ein  FunMepaar  zerfällt.  Die 
gemeinsame  Developpable  zerfällt  in  einen  Kegel  und  in  ein  Paar 
von  Ebenenbüscheln,  deren  Axen  sich  treffen;  in  dieses  Paar  ist  eben 
einer  der  Kegelschnitte  von  Nr.  6  aufgebrochen.  Die  beiden  Axen 
berühren  den  Kegel  und  gleichzeitig  den  ebenen  Kegelschnitt  unserer 
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Schaar;  denn  letzterer  bildet  die  Schnittcurve  ihrer  Ebene  mit  dem 
Kegel,  Da  ferner  jede  Ebene  der  beiden  Büschel  jede  Fläche  der 
Schaar  berühren  muss,  so  liegen  ihre  Axen  auf  allen  diesen  Flächen; 
die  Schnittcurve  der  letzteren  zerfällt  in  ein  festes  Linienpaar  und 
einen  mit  ^  beweglichen  Kegelschnitt,  was  mit  den  früheren  Formeln 
übereinstimmt. 

Machen  wir  den  Kegelschnitt  zum  imaginären  Kugelkreise,  so 
liegt  also  auch  das  Axeupaar  unendlich  weit  und  berührt  den  Kugel- 
kreis: alle  Flächen  berühren  im  Scheitel  des  Axenpaares  die  unend- 
lich ferne  Ebene,  sind  somit  Rotationsparaboloide  (p.  184).  Wir 
werden  so  auf  die  Transformation  der  Gleichung  eines  Rotations- 
paraholoids  in  ihre  Normalform  geführt  Es  sind  F  und  <P  wieder 
durch  (15),  D{v)  ist  durch  (16)  gegeben;  mittelst  einer  Transfor- 
mation (12)  soll  man  erhalten: 

N''(P  =  U"  -h  F-  +  W, 

N^F=  -  ^^tJ^  +  2/v  W. 

Die  zur  Transformation  dienenden  Formeln  werden  (p.  178  u.  228): 

p'2ji:d,,{v)u^  =  h'v'  (i  --  ^-)  {X' -f  ro - 2Jcv  (i  -  ^Jz 
P2:2;i),,(0)i|,  =  p^  =  i, 

P'UUDa'mib  =  Ä,,x  +  Ä,,y  -f  A,,ß  +  A,,  +  A,,  -f  A,, 
=  -  2kZ--- 

Hiermit  ist  die  Ebene  Z  =  0,  welche  das  Paraboloid  in  seinem  Scheitel 
berührt,  auf  das  Einfachste  bestimmt;  v^  ist  dabei  als  Doppelwurzel 
von  D(v)  =  0  rational  bekannt. 

Nr.  9.  Die  Schaar  F  -\-  (10  =  0  enthält  sivei  je  doppelt  zählende 
Funktepaare.  Die  abwickelbare  Fläche  zerspaltet  sich  in  vier  Ebenen- 
büschel, deren  Axen  ein  windschiefes  Vierseit  bilden.  Diese  vier 
Linien  sind  folglich  allen  Flächen  der  Schaar  gemeinsam;  die  beiden 
einander  sonst  dualistisch  gegenüber  stehenden  Gebilde,  Schaar  und 
Büschel,  sind  hier  identisch. 
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Nr.  10.  In  der  ScJiaar  gibt  es  ein  vierfach  zählendes  PunMepaar. 
Die  gemeinsame  abwickelbare  Fläche  wird  gegeben  durch  einen  Kegel 
und  zwei  Ebenenbüschel,  deren  Axen  in  einer  Tangentialebene  des 
Kegels  liegen.  Der  Schnittpunkt  der  Axen  und  die  Spitze  des  Kegels 
bilden  zusammen  das  vierfache  Punktepaar. 

Nr.  11.  Die  gemeinsame  Developpahle  wird  von  einem  doppelt 
Bählenden  Ehenenhüschel  und  zwei  einfach  zählenden  Ehenenbüscheln  ge- 
Uldet.     Der  Fall  ist,  wie  Nr.  9,  zu  sich  selbst  dualistisch. 

Nr.  12.  Die  Schaar  enthält  einen  einfach  zählenden  Kegelschnitt 
und  einen  dreifach  zählenden  DoppelpunM.  Letzterer  ist  die  Spitze 
eines  von  allen  Flächen  in  dem  genannten  Kegelschnitte  berührten 
Keß-els.  Auch  dieser  Fall  ist  also  zu  sich  selbst  dualistisch.  —  Man 
hat  ein  System  concentrischer  Kugeln,  wenn  der  Kugelkreis  an  Stelle 
des  Kegelschnittes  tritt. 

Nr.  13.  In  der  Schaar  F  -\'  ^<\>  =^  0  kommt  ein  vierfach  zählen- 
der Doppelpunld  vor.  Auch  diese  Schaar  bildet  zugleich  einen  Büschel, 
indem  sich  die  Flächen  längs  zweier  Geraden  berühren. 

Für  diejenigen  Flächen  einer  linearen  Schaar,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen  oder  eine  gerade  Linie  berühren,  gelten  gewisse 
allgemeine  Sätze,  die  wir  noch  aussprechen,  da  sie  sogleich  benutzt 
werden  sollen,  und  deren  Beweise  sich  nach  dem  Principe  der  Dualität 
aus  früheren  Sätzen  für  den  Flächenbüschel  ergeben  (p.  215). 

In  einer  Schaar  F  -\-  ^i^  =  0  gibt  es  drei  Flächen,  ivelche  durch 
einen  gegebenen  Punht  gehen.  Die  Tangentenebenen  derselben  in  dem 
PanJcte  bilden  ein  Tripel  von  einander  conjugirten  Ebenen  in  Bezug  auf 
alle  Berührungskegel,  ivelche  von  dem  Punlde  an  Flächen  der  Schaar 
gelegt  werden  können. 

Dieser  Satz  ist  nicht  nur  für  den  allgemeinen  Fall  Nr.  1  gültig, 
sondern  für  alle  folgenden,  in  denen  sich  aus  dem  Ausdrucke 

EZDik{iii)XiXk 

kein  von  X  abhängiger  Factor  absondern  lässt,  also  für  Nr.  1,  2,  3,  4,  5. 

Die  Paare  von  Tangentialebenen  der  Schaar,  welche  ein  beliebiger 
Ebenenbüschel  enthält,  bilden  eine  Involution.  Die  beiden  Doppelebenen 
der  letzteren  werden  von  je  einer  Fläche  der  Schaar  berührt,  und  zwar 
in  einem  Punkte  der  Axe  des  Büschels. 

Wie  der  vorige  Satz  anwendbar  blieb,  so  lange  kein  Punkte- 
paar in  der  Schaar  vorkam,  bleibt  dieser  Satz  brauchbar,  so  lange 
kein  Doppelpunkt  in  der  Schaar  enthalten  ist,  d.  h.  in  allen  Fällen 
ausser  Nr.  12  und  13. 
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XIII.   Die  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse. 

In  der  ebenen  Geometrie  leiteten  die  Beziehungen  zwischen 
einem  Kegelschnitte  und  den  imaginären  Kreispunkten  seiner  Ebene 
unmittelbar  zu  den  Brennpunkten  des  Kegelschnittes  und  den  sie 
betreffenden  Sätzen  hinüber.  Aehulich  ist  es  im  Räume,  wenn  man 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  dem  imaginären  Kugelkreise  in  Be- 
ziehung setzt.  Bei  den  Rotationsflächen  haben  wir  dies  schon  her- 
vorgehoben; im  allgemeinen  Falle  treten  allerdings  nicht  eigent- 
liche „Brennpunkte"  auf,  sondern  statt  dessen  sogenannte  „Focal- 
curven",  wie  sich  eine  solche  schon  bei  den  Rotationsflächen  ergab 
(p.  263f.).  Es  sind  dies  gewisse  Grenzflächen  des  Systems,  eben  die 
in  Curven  ausgearteten  Flächen,  welche  in  einer  Schaar  you  Flächen 
zweiter  Klasse  vorkommen.  Wir  nehmen  an,  dass  unsere  gegebene 
allgemeine  Mittelpunktsfläche  schon  auf  ihre  Hauptaxen  transformirt 
sei;  sie  werde  also  durch  die  Gleichung 

(1)  FEEEa^u^  +  h'v^  -\-chv^  -  1  =  0      '    • 

in  Ebenencoordinaten  dargestellt.  Die  Gleichung  des  Kugelkreises 
ist  bekanntlich 

(2)  <^  =  ti''  -i-v^  +  iv''  =  0. 
Wir  haben  somit  die  Flächen  der  Schaar 

(3)  F  +  ^cD  =  («2  _|-  ^yu^  4-  (ö'-^  4_  ^)^2  _^,  (^.2  _|_  ^.>)^2  _  1  _  0  •• 

zu  untersuchen.  Sie  haben  alle  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben 
Hauptaxen.  Nach  dem  Früheren  muss  dies  so  sein,  da  das  System 
der  Hauptaxen  eben  das  gemeinsame  Polartetraeder  repräsentirt  für 
alle  Flächen  zweiter  Klasse,  welche  der  gemeinsanien  Developpabeln 
einer  beliebigen  Mittelpunktsfläche  und  des  Kugelkreises  eingeschrieben 
sind  (p.  255),  d.  h.  für  alle  Flächen  (3).  Ausser  dem  Kugelkreise 
(p  =  cx))  enthält  das  System  noch  drei  Kegelschnitte,  „Focalcurven"; 
nämlich 

(12  _  ^2)  ^2  _|_  (^^2  _  ^2)^2  _  1  =  0, 
(C2  _  ?,2)^^2  _|_  (^^2  _  ^2^  „2  ■._  1  _  0, 
(«2    _    ^2>)  ^,2  _f_  (^2  _    ^2^)  ^,2     _   1   =  0. 

Wenn  wir  als  Fläche  (1)  ein  Ellipsoid  zu  Grunde  legen,  so  ist  da- 
mit keine  Specialisirung  eingeführt,  denn  in  dem  Systeme  (3)  kommen 
alle  drei  Arten  von  Mittelpunktsflächen  vor.  Für  ft  =  0  haben  wir 
das  Ellipsoid  (1),  und  bei  wachsendem  ^i  bleibt  die  Fläche  ellipsoidisch, 
nähert  sich  aber  immer  mehr  der  Kugelgestalt;  für  fi  =  oo  bleibt  aus  (3) 


(4) 

für  fi  =  —  a' 

(5) 

V     ft  =  —  &" 

(6) 

„    ft  =  —  c- 
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nur  der  Kugelkreis  übrig;  die  Fläche  hat  sich  zugleich  in  eine  Kugel 
mit  unendlich  grossem  Radius  verwandelt,  d.  h.  in  die  unendlich  ferne 
Ebene.  Man  erkennt  dies  analytisch  ausderPunktcoordinatengleichung 
der  Schaar  (3): 

(1)  _^' I -J^ I 1=0. 

Wollte  man  sie  homogen  machen  durch  Einführung  einer  vierten 
Variabein  t,  so  würde  für  ju-  =  oo  nur  ^^  =  0  stehen  bleiben.  Diese 
doppelt  zählende  Ebene  kann  in  Ebenencoordinaten  nicht  dargestellt 
werden  und  kommt  deshalb  bei  alleiniger  Betrachtung  von  (3)  nicht 
zur  Geltung,  während  andererseits  die  Untersuchung  von  (7)  wohl 
die  doppelt  zu  nehmenden  Coordinatenebenen  als  Grenzflächen  liefert, 
die  in  ihnen  liegenden  Focalcurven  aber  leicht  übersehen  lässt. 

Aus  (7)  ersieht  man  am  besten,  wie  die  beiden  Hyperboloide 
und  das  ElHpsoid  sich  in  die  Schaar  einordnen;  nehmen  wir 

a^  >  h^  >  c^ 
so  ist  nämlich  die  Fläche  (7)  bez.  (3) 

für  ft  =  CO   der  Kugelkreis  resp.  die  unendlich  ferne  Ebene 
„  oo  >  fi  >  —  c"^  ein  EUipsoid, 

^j  ^t  =  —  c^  die  FocaleUipse  (6)  resp.  die  Ebene  ^^  =  0, 

j^     —  c'^  >  fi  >  —  h"  ein  einschaliges  Hyperboloid, 
,j  ^  =  —  Jr  die  Focalhyperhel  (5),  resp.  die  Ebene  ^'^  =  0, 

^^     —  &'  >  ft  >  —  a^  ein  zweischaliges  Hyperboloid, 
^^  ^(  =  —  c'-^  die  imaginäre  Focalcurve  (5),  resp.  die  Ebene  x^  =  0, 

,^     —  c^  >  ^u  >  —  CO  eine  imaginäre  Fläche. 

Die  beiden  reellen  Focalcurven  können  in  Punktcoordinaten  durch 
je  zwei  Gleichungen  dargestellt  werden  und  zwar 

(5a)  ^.4-^,-^-^-1=0,     ,j  =  0, 

Jede  dieser  beiden  Curveu  geht  durch  die  Brennpunkte  der  anderen 
hindurch,  und  man  sieht  aus  (7)  leicht,  dass  die  Schnittcurven  jeder 
Coordinatenebene  mit  den  Flächen  der  Schaar  ein  System  confocaler 
Kegelschnitte  bildet.  In  der  Ebene  ^  =  0  sind  die  gemeinsamen 
Brennpunkte  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Focalhyperhel,  in  der  Ebene 
y  =  0  sind  es  die  Schnittpunkte  mit  der  FocaleUipse  und  ebenso  in 
der  Ebene  x  =  0. 

Diese  Beziehungen  zur  Theorie  der  Brennpunkte  sowie  die  Ana- 
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logie  der  Gleichungsform  der  Scliaar  haben  dem  Systeme  (7)  den 
Namen  eines  Systems  ,yConfocaler"  oder  „homofocaler"'  Flüchen  beilegen 
lassen*). 

Nach  unseren  allgemeinen  Sätzen  (p.  26G)  gehen  durch  jeden 
Punkt  des  Raumes  drei  Flächen  des  Systems,  jede  Ebene  wird  von 
einer  Fläche  berührt;  die  Tangentenebenen  der  drei  Flächen  in  dem 
betreffenden  Punkte  sind  einander  polar  conjugirt  in  Bezug  auf  alle 
Berührungskegel,  die  von  dem  Punkte  an  die  Flächen  der  Seh  aar 
gelesct  werden  können:  unter  diesen  Kegeln  befindet  sich  auch  der 
auf  dem  imaginären  Kugelkreise  stehende:  Die  drei  Flächen,  welche 
durch  einen  heliehigen  Piinld  gehen,  stehen  daher  auf  einander  senkrecht*'*). 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  auch  leicht  direct  nachzuweisen. 
Sind  nämlich  A,  ^i,  v  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

(8)  m)^(^^ + ^ + 74V  - 1)(«'+^)('- +w'+^)'-o, 

so  sind  die  Gleichungen  der  drei  durch  den  Punkt  rr^,  y^,  0^  gehen- 
den Flächen 


*)  Dieses  System  ist  ein  besonderer  Fall  der  sogenannten  dreifach  ortho- 
gonalen Flächensysteme  Dupin's  (Developpements  de  geometrie,  Paris  1813, 
p.  305  if.),  der  auch  die  Focalkegelschnitte  als  Grenzcurven  findet  (ib.  p.  280). 
Auf  das  System  der  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  wurde  Bin  et  durch  die 
Theorie  der  Trägheitsmomente  geführt  (1811,  Journal  de  l'ecole  polytechnique 
cah.  16  und  Liouville's  Journal,  t.  2),  gleichzeitig  auch  auf  die  Focalcurven.  Die 
mannigfachen  geometrischen  Beziehungen  der  letzteren  Curven  zu  den  Flächen 
des  Systems  und  dieser  Flächen  unter  sich  entwickelte  zuerst  Chasles  und  er- 
kannte auch  die  Beziehung  zum  imaginären  Kugelkreise  (1837,  Apercu  historique, 
Note  XXXI,  für  einzelne  Sätze  und  allgemein  für  Rotationsflächen  vgl.  die  Nou- 
veaux  Memoires  de  TAcademie  de  Bruxelles  t.  5,  1829);  gleichzeitig  studirten  die 
Focaleigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  unter  anderem  Gesichtspunkte 
Mac-Cullagh  (1836,  Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy,  vol.  II)  und  Lame, 
der  zunächst  mannigfache  physikalische  Anwendungen  im  Auge  hatte  (1837, 
Liouville's  Journal,  t.  2).  Die  Focalcurven  selbst  und  ihre  Beziehungen  zu  einer 
einzelneu  Fläche  waren  schon  früher  bekannt  (vgl.  unten).  —  Die  Behandlung 
des  confocalen  Systems  durch  seine  Gleichung  in  Ebenencoordinaten,  die  dann 
den  Parameter  linear  enthält,  rührt  von  Plücker  her  (1846,  System  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Raumes,  p.  255,  325,  331  f.),  scheint  aber  erst  durch 
Hesse's  elegante  Darstellung  allgemein  bekannt  geworden  zu  sein  (Vorlesungen 
über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  1861).  —  Jede  Gleichung  zwischen  den 
elliptischen  Coordinaten  stellt  natürlich  eine  Fläche  dar;  einige  besondere  Fälle 
sind  untersucht  durch  W.  Roberts  (Comptes  rendus  1861,  t.  53;  Crelle's  Journal, 
Bd.  62;  Annali  di  matematica,  t.  4)  und  Staude  (Ueber  lineare  Gleichungen 
zwischen  elliptischen  Coordinaten,  Inauguraldissertation,  Leipzig  1881). 

**)  Vgl.  p.  184.     Ebenso    lassen    sich    auch    andere    allgemeine    Sätze,    die 
früher  vorkamen,  übertragen,  worauf  wir  weiter  unten  zurückkommen. 
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(^)  «'-'  -4-   u.    +     &^   +   jii    +     C^  +   (Ll    —    1    =  0, 

,,      +i7r^  +  -A: 1=0. 

Die  Gleicliungen  der  Tangentenebenen  für  die  beiden  ersten  Fläelien 
im  Punkte  x^,  ^oj-^o  ^i^^ 

+  ^Ir  -1=0, 


a° 

'  + 

a;''' 

l 

a' 

^ 

Die  Bedingung  ihrer  Recht  winkligkeit: 

^0  I  yp I ^0 f\ 

~r  /7>2  _L  i\n^^  _L  ..^  ~r  /-^a  _i_  i\  u'n  _L  ,.^        ^ 


ist  identisch  erfüllt;  denn  ihre  linke  Seite,  mit  l  —  ft  multiplicirt,  ist 
gleich  der  Differenz  der  linken  Seiten  der  beiden  ersten  Gleichungen  (8). 
Damit  ist  unser  Satz  analytisch  bewiesen,  denn  die  Differenz  X  —  ft 
ist  immer  von  Null  verschieden. 

Letzteres  geht  aus  der  folgenden  Betrachtung  hervor,  welche 
gleichzeitig  zeigt,  dass  unsere  drei  Wurzeln  von  (8)  stets  reell  sind 
und  dass  von  den  Flächen  (9)  die  erste  ein  Ellipsoid,  die  mveite  ein 
einschaliges,  die  dritte  ein  sweischaliges  Hyperboloid  darstellt.  In  der 
That  ist  nach  (8) 

/"(oo)  <  0  wegen  des  Gliedes  ~  A^, 

a-c')==^,'(a'-c')(h^^-c')>0, 

f{  -  h')  -  yo'  («'  -  ^')  {c'  -  ?>')  <  0, 
/■(  _  o?)  =  x^'  (Z>2  -  a^)  (c2  -  a')  >  0. 
Die  Wurzeln   liegen  also  zwischen  —  a^  und  —  &^,  —  ^^  und  —  c^, 
—  c^  und  +  oo,  und  macht  man 

oo  >  A  >  —  c^, 
(10)  —c^^>ii>-h% 

—  b'^>v>  —  a', 

so  sind  durch  (9)  die  angegebenen  Flächen  in  der  verlangten  Reihen- 
folge   dargestellt*).     Im    Grenzfalle    rückt    der    Funkt    auf   eine    der 

*)  Vorstehender  Beweis  für  die  Realität  der  drei  Wurzeln  lässt  sich  mit 
demjenigen  für  die  Realität  der  drei  Hauptaxen  (oben  p.  168)  nach  Cauchy  in 
directe  Verbindung  bringen,  indem  die  zur  Bestimmung  der  Hauptaxen  dienende 
Gleichung  auf  die  Form  (8)  transformirt  wird.  Vgl.  Plücker,  a.  a.  0.  p.l85  u.  332, 
und  W.  Thomson,   Cambridge  Math.  Journ.  1845  (Gres.  Abhdlg.  Bd.  1,  p.  55). 
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Coordinatenebenen,  und  dann  artet  eine  der  Flächen  in  diese  doppelt 
zu  denkende  Ebene  aus.  So  vermittelt  die  Ebene  der  Focalellipse 
den  üebergang  von  einem  sehr  platten  Ellipsoide,  welches  das  Innere 
der  Ellipse  doppelt  überdeckt,  zu  einem  sehr  platten  eiuschaligen 
Hyperboloide,  dessen  Erzeugende  mit  den  Tangenten  der  Focalellipse 
nahe  zusammenfallen,  und  analog  die  Ebene  der  Focalhyperbel  den 
üebergang  von  einem  in  anderer  Richtung  sehr  platten  einschaligen 
Hyperboloide  zu  einem  zweischaligen  Plyperboloide. 

Mittelst  (8)  und  (9)  hatten  wir  die  drei  Flächen  bestimmt,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen.  Umgekehrt  kann  man  mittelst  (9j 
einen  Punkt  als  Schnittpunkt  der  drei  durch  ihn  gehenden  Flächen 
definiren,  eine  Bestimmung,  die  dann  allerdings  achtdeutig  ausführ- 
bar ist,  da  durch  (9)  nur  die  Quadrate  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  gegeben  sind;  wir  berechnen  diese  Quadrate  auf  folgende  Weise. 
Die  linke  Seite  von  (8)  ist,  wenn  man  t  an  Stelle  von  l  schreibt, 
gleich  Null  für  t  =  K,  i  =  ^,  t  =^  v;  folglich  ist  für  jeden  Werth  von  t 


oder 


+ 


y^ 


+ 


{t  -  i)  (t  -  ^)  (t 


Multiplicirt    man    beiderseits    mit  den  Nennern   und   setzt   successive 
t  =  ~  a^,  —  6^,  —  c^,  so  ergeben  sich  die  Lösungen 


(11) 


{a-  —  b')  (a*  —  c') 

ip-'  —  c^)  {b'  —  «^) 
(c^  +  X)  (c'  +  fi)  (c^  +  v) 


Fig.  21. 


(c2  _  a')  (c-  —  b') 

Nach  (10)  sind  die  rechten  Seiten  alle  positiv,  so  dass  sich  für  x,  y,  0 

reelle    Werthe    berechnen    lassen.     Je 

drei  verschiedenartige  Flächen  des  con- 

focalen  Systems  schneiden  sich  daher  in 

acht   reellen    Punkten^    und   zwar  nach 

den  obigen  Sätzen  rechtwinklig.     Von 

der  gegenseitigen  Lage  je  dreier  solcher 

Flächen  kann  man  sich  nach  dem  Vor-  m 

stehenden    leicht    ein   Bild    machen*); 

vgl.  Fig.  21. 


*)  Die  Verlagshandlung  von  L.  Brill  in  Darmstadt  liefert  eine  Reihe  von 
Gypsmodellen,    die    zur    Veranschaulichung    dieser    gegenseitigen    Beziehungen 
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In  der  Nähe  eines  jeden  Punktes  verhalten  sich  die  Flächen  dem- 
nach so,  wie  die  drei  Ebenen,  welche  parallel  den  Coordinatenebenen 
durch  ihn  gelegt  werden  können.  Benutzt  man  die  Parameter  A,  /x,  v 
zur  Festlegung  eines  Punktes  im  Räume,  so  sind  dadurch  die  con- 
focalen  Flächen  in  analoger  Weise  eingeführt,  wie  sonst  die  drei 
Systeme  von  Ebenen,  parallel  zu  den  Coordiuatenebenen.  Mau  be- 
zeichnet daher  diese  Parameter  ebenfalls  als  „ortJiogonale  Coordinaten", 
speciell  als  elliptische  Coordinaten  wegen  ihrer  engen  Beziehung  zu 
den  Ellipsoiden.  Die  Einführung  dieser  knmimlinigen  Coordinaten*) 
ist  für  gewisse  Probleme  der  mathematischen  Physik  von  der  höchsten 
Wichtigkeit;  und  in  ähnlicher  Weise  sind  andere  orthogonale  Coor- 
dinaten zu  verwerthen,  die  durch  die  Parameter  eines  „dreifach  ortho- 
gonalen Systems"  geliefert  werden.  Einige  Beispiele  dafür  werden 
wir  im  Folgenden  kennen  lernen. 

Die  eben  angewandte  Bezeichnung  der  elliptischen  Coordinaten 
als  „krummlinig"  ist  dadurch  zu  rechtfertigen,  dass  sich  eine  krumme 
räumliche  Curve  (und  zwar  der  vierten  Ordnung)  ergibt,  wenn  man 
zwei  der  Parameter  A,  ^,  v  als  constant,  den  dritten  allein  als  variabel 
betrachtet,  während  man  eine  gerade  Linie  (parallel  zu  einer  Axe) 
erhält,  indem  man  zwei  der  rechtwinkligen  Coordinaten  gleich 
Constanten  setzt.  Ist  z.  B.  (i  =  C  und  v  =  C",  so  geben  die  Glei- 
chungen (11)  die  Parameterdarstellung  der  Schnittcurve  derjenigen 
beiden  Hyperboloide,  welche  durch  die  Parameter  ^  =  C,  v  =  C 
zufolge  (9)  bestimmt  werden.  Die  Curve  ist  natürlich  von  der  vierten 
Ordnung;  man  erkennt  leicht,  dass  sie  aus  zwei  getrennten  Theilen 
besteht;  auf  jeder  Fläche  wird  durch  ihre  Schnittlinien  mit  den 
Flächen  der  beiden  anderen  zu  ihr  confocalen  Systeme  ein  zweifach 
orthogonales  System  von  Curven  vierter  Ordnung  ausgeschnitten, 
über  dessen  Gestalt  man   sich   leicht  Rechenschaft  gibt**).     Nimmt 

dienen;  Fig.  21  ist  dena  beti*.  Brill'sclien  Cataloge  entnommen.  Mit  kleinen 
Kreisen  sind  in  dieser  Figur  die  beiden  Punkte  bezeichnet,  in  denen  die  obere 
horizontale  Ebene  von  der  Focalhyperbel  durchstossen  wird.  Die  auf  dem 
EUipsoicle  gezeichneten  Curven  stellen  dessen  Schnitte  mit  confocalen  Hyper- 
boloiden dar. 

*)  Dieselben  sind  von  Lame  eingeführt;  insbesondere  die  elliptischen  Coor- 
dinaten in  den  Memoires  des  Savants  etrangers,  t.  5,  in  den  ersten  sechs  Bänden 
von  Liouville's  Journal  (vgl.  oben  die  Note  zu  p.  269)  und  ib.  t.  8,  zusammenfassend 
in  dem  Werke:  Le^ons  sur  les  coordonnees  curvilignes  et  leurs  diverses  applica- 
tions,  Paris  1859.  Ueber  die  zahlreichen  Anwendungen  der  elliptischen  Coor- 
dinaten in  der  mathematischen  Physik  vgl.  z.  B.  He  ine 's  Handbuch  der  Kugel- 
functionen,  2.  Aufl.  1878—81  (besonders  Bd.  2). 

**)  In  Fig.  21  sind  diese  Curven  (je  aus  zwei  getrennten  in  sich  geschlossenen 
Zügen   bestehend)  auf  das    EUipsoid    aufgezeichnet.  —  Nach    dem   sogenannten 
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man  nun  einen  der  drei  Parameter  constant.  so  hat  man  in  (11)  die 
Parameterdarstellung  (p.  5)  einer  Fläche  des  confocalen  Systems, 
z.  B.  des  Ellipsoids 


wenn  A  =  0  gesetzt  wird  *). 


.  +  f-  +  '.  —  1=0, 


Weitere  allgemeine  Sätze  über  unser  Flächensystem  werden  sich 
durch  Anwendung  der  folgenden  specielleren  Betrachtungen  ergeben. 
Dieselben  beziehen  sich  auf  die  Fälle,  ivo  die  Axen  a,  h,  c  tlieilweise 
oder  sämmtlich  einander  gleich  tverden,  und  insbesondere  auf  die  ent- 
sprechenden Ausartungen  der  zugehörigen  elliptischen  Coordinaten. 
Da  wir  a  >  &  >  c  annehmen,  können  hier  nur  drei  solche  Fälle  in 
Betracht  kommen,  nämlich: 

I.    a  =  &,  &  >  c, 

IL    «>&,?>==  c, 

III.    a  =  h       =  c. 

Im  Falle  I  gehen  wir  von  einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoide 

aus.    Da  v  zwischen  —  a^  und  —  b^  lag,  so  wird  auch  v=  —  a'^  =  —  b'^, 

also 

^2  -f  t/  =  0,     h^'  -^v==0,    a^  -b^  =  0. 

Es  war  aber  a^A-v  stets  <a^  —  b^,  und  die  Summe  -^-^^4-^„      ^ 
'  '  a^  —  b^  '   6*  —  a^ 

stets  gleich  Eins;  wir  können  folglich  beim  Grenzübergänge  setzen: 

a'^  -\-  V  9  h'^  -\-v  .9 

..     ,.,  =  cos''  op,    rv-' — z  =  sm''  qp. 

Machen  wir  noch 

a*  +  6-  ' 

so  gehen  die  Gleichungen  (11)  über  in 

(12)  x  =  r C0& cpy    y  =  rsin(p,    z- =  ^ — '  /_    ./   ^    • 

In  jeder  Meridianebene  qp  =  const.  sind  hierdurch  elliptische  Coordi- 


Dupin'schen  Theorem  bilden  diese  Curven  die  „Krümmungslinien"  der  betref- 
fenden Fläche,  wl.:  wir  später  noch  näher  sehen  werden. 

*)  Diese  Parameterdarstellung  gibt  gleichzeitig  eine  „in  den  kleinsten  Theilen 
ähnliche  Abbildung"  der  Fläche  auf  die  Ebene;  vgl.  Jacobi,  Vorlesungen  über 
Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch,  p.  216  flf.  —  Ueberdies  geht  aus  den 
Gleichungen  (11)  hervor,  dass  sich  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Raumcurve 
vierter  Ordnung  erster  Species  als  elliptische  Functionen  eines  Parameters  dar- 
stellen lassen. 

Clebsch,  Vorlesungen.   II.  1.  18 


274  Zweite  Abtheilung. 

naten  A,  ^  mittelst  der  für  r^  und  s^  angegebenen  Werthe  eingeführt. 
Die  Gleichung  der  Flächenschaar  wird: 

(13)  "^  +  ^^ 

Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen  zwei  zu  einander  orthogonale 
Flächen  derSchaar;  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  (füroo>A>  — c^) 
und  ein  eiuschaliges  Rotationshyperboloid  ( —  c^  >  A  >  —  a^).  Die 
Flächen  der  dritten,  zu  diesen  beiden  rechtwinkligen  Schaar  sind  durch 
die  Flächen  (p  =  const.,  also  durch  die  Meridianebenen  gegeben;  in 
letztere  arten  die  zweischaligen  Hyperboloide  aus. 
In  Ebenencoordinaten  lautet  die  Gleichung  (13): 

Sie  liefert  für  A  =  —  c^  die  in  einen  Kreis  übergegangene  Focal- 
ellipse  der  X-Y-Ebene,  für  A  ==  —  a^  ein  imaginäres  Punktepaar 
auf  der  Z-Axe,  in  welches  die  imaginäre  Focalcurve  zerfallen  ist.  Die 
Focalhyperbel  hat  sich  auf  die  doppelt  zu  zählende  Rotationsaxe 
zusammengezogen. 

Man  erkennt,  dass  dieser  Fall  mit  demjenigen  ivesentlich  identisch 
ist,  ivelclier  hei  dem  Systeme  stveier  Flächen  mveiter  Klasse  unter  Nr.  6 
studirt  wurde  (p.  262  f.). 

Im  Falle  II,  der  sich  auch  auf  Nr.  6  reducirt,  haben  wir  ebenso: 
&2  _|_  ^  =  0^     62  _  ^2  _  Q^     c^  4-  ^  ==  0; 

j2^r^  =  cos-  (p,     -^^~^,  =  sm^  9 ; 
y  =  r  cos  %    0  =  r  sin  9j 

\^^)  *     ~"  b-'  —  a-  '     •^'    ~"  a--b^  ' 

(16)  s^  +  |t±1' -  1  =  0. 

Diese  Flächenschaar  enthält  verlängerte  Motationsellipsoide  (oo>  A>  —  &^) 
und  gweischalige  Botationshyperholoide  ( — fe^>A>  —  a^);  durch  jeden 
Punkt  des  Raumes  geht  eine  Fläche  jeder  Art;  die  Ebenen  q)  =  const. 
geben  die  dritte  Schaar  von  Orthogonalflächen.  Die  Focalellipse  ist 
in  die  zwei  gemeinsamen  reellen  Brennpunkte  der  Meridianellipsen 
zerfallen;  die  Focalhyperbel  ist  auf  dieselben  beiden  Punkte  reducirt. 

Im  Falle  III  ist  das  Ausgangsellipsoid  eine  Kugel,  indem  a^=h^  =  c^. 
Um  den  Grenzübergang  verfolgen  zu  können,  setzen  wir 
a-  =  ü  -{-  ea,     h~  =  x  -\-  sß,     c^  =  x  -{-  sy 
und  lassen  a  unendlich  klein  Averdeu. 

Die  Gleichung  unserer  Schaar 
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EC)c-\-l    '     s(3-f-Z    '     By-\-l 
worin  kurz  l  an  Stelle  von  k  -\-  l  geschrieben  ist,  liefert  sodann  die 
concentrischen  Kugeln 
(16)  ^2  _j-  2/'  +  ^'  =  ^• 

Lassen  wir  aber  l  unendlich  klein  werden,  indem  wir  X  =  s^  an- 
nehmen, so  resultirt  die  Gleichung: 

(1'^)  ^T^  +  n^  +  H=i^  =  ^' 

ein  System  von  Kegeln  mit  gemeinsamer  Spitze  im  Anfangspunkte 
darstellend.  Während  die  Ellipsoide  des  allgemeinen  confocalen  Systems 
in  die  Kugeln  (16)  übergehen,  haben  sich  die  beiden  Schaaren  von 
Hyperboloiden  auf  die  Kegel  (17)  zusammengezogen.  In  der  That 
gehen  zwei  reelle  Kegel  durch  jeden  Punkt;  denn  setzt  man 

so  ist 

f{-v)-^'{^-r)iß-r)>^, 
n-ß)  =  y'{y-ß){c^-ß)<o, 

f{-  cc)  =  x'iß  -a)(y-a)>  0. 
Im  Folgenden  sei  stets 

—  y>^>  —  ß>v>  —  a; 
dann  stellt  die  Gleichung 

(18)  ^,  +  p^  +  ,-f^  =  0 

einen  Kegel  dar,  welcher  durch  die  Ebene  ^  =  0  in  einem  imagi- 
nären Linienpaare  geschnitten  wird,  welcher  also  die  Z-Axe,  aber 
keine  der  beiden  anderen  Axen  umschliesst.  Analog  wird  durch  die 
Gleichung 

(19)  ~^-\-Är  +  -4r  =  ^ 

ein  Kegel  gegeben,  der  in  gleicher  Weise  die  X-Axe  umschliesst. 
Diese  Kegel  vertreten  die  Stelle  der  beiden  Arten  von  Hyperboloiden 
im  allgemeinen  confocalen  Systeme;  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  in 
der  That  jeder  Kegel  (19)  von  jedem  Kegel  (18)  rechtivinklig  geschnitten 
wird,  während  zwei  Kegel  desselben  Systems  sich  nicht  reell  schneiden. 
Was  aber  ist  aus  den  Focalcurven  geworden?  Die  Focalellipse  hat 
sich  offenbar  auf  den  gemeinsamen  Kugelmittelpunkt  zusammen- 
gezogen. Die  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  kann  nicht  zur  Unter- 
suchung der  Kegel  dienen,  also  auch  nicht  auf  diese  Grenzcurven 
führen,  wohl  aber  die  Gleichung  der  auf  den  Kegeln  durch  eine  be- 

18* 
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liebige  Ebene  aiisgescbnittenen  Curveu;  iii  der  unendlich  fernen  Ebene 
z.  B.  erhält  man  die  Curven 

{a  +  ^)  it'  +  (/3  +  ^)  ^2  +  (y  +  ^)  w'  =  0, 

also  eine  Sehaar  von  Kegelschnitten  mit  vier  gemeinsamen  imaginären 
Tangenten,  welche  auch  den  Kugelkreis  berühren.  In  der  Schaar 
gibt  es  die  drei  Punktepaare 

(20)    {ß  —  a)ir-{-{y  —  a]iü^  =  0,     {a  -  ß)u" -\- {y  —  li)w'' =  0, 
{a  —  y)  n'  +  {ß  —  y)  v"  =  0. 

Dem  entsprechend  gibt  es  in  unserer  Kegelschaar  drei  ausgezeichnete 
Kegel,  Vielehe  als  Punktgebilde  je  in  eine  Doppelebene  ausarten,  als 
Enveloppen  von  Ebenen  aber  je  in  zw^ei  Ebenenbüschel  zerfallen. 
Die  Äxen  der  letzteren  sind  die  Verhindungslinien  des  gemeinsamen 
Scheitels  mit  den  Punktepaaren  (20);  sie  heissen  die  „Brennlinien"  oder 
„Focallinien"  des  Systems.  Von  den  drei  Linienpaaren  ist  nur  eines, 
bestimmt  durch 

(21)  y  =  '>'  ^-!-^  +  r^  =  o, 

reell,  es  ist  durch  den  Grenzübergang  aus  der  reellen  Pocalhyperbel 
entstanden;  die  anderen  beiden  repräsentiren  die  imaginäre  Focalcurve 
und  die  Focalellipse,  von  der  nur  noch  der  Mittelpunkt  reell  ist. 

Zu  den  Brennlinien  stehen  die  „Kegel  eines  confocalen  Systems",  wie 
wir  es  hier  vor  uns  haben,  in  ganz  analogen  Beziehungen,  wie  die 
confocalen  Kegelschnitte  zu  ihren  gemeinsamen  Brennpunkten.  Ge- 
staltlich tritt  dies  schon  dadurch  hervor,  dass  die  beiden  reellen 
Brennlinien  von  den  Kegeln  des  Systems  (18)  in  dem  einen,  von  den 
Kegeln  (19)  in  dem  anderen  Sinne  umschlossen  werden  und  so  den 
Uebergang  von  einem  Systeme  zum  anderen  vermitteln.  Man  macht 
sich  am  Einfachsten  eine  Vorstellung  von  ihrer  gegenseitigen  Lage, 
wenn  man  ihre  Durchdringungscurven  mit  einer  concentrischen  Kugel, 
die  sogenannten  sphärischen  Kegelschnitte,  betrachtet.  Letztere  legen 
sich  um  ihre  vier  Brennpunkte  (Schnittpunkte  der  Kugel  mit  den  Brenn- 
linien) ganz  wie  confocale  Ellipsen  oder  Hyperbeln  um  ihre  beiden 
Brennpunkte,  oder  wie  die  Krümmungslinien  eines  dreiaxigen  Ellip- 
soids  um  die  vier  Nabelpunkte  des  letzteren  (vgl.  unten  p.  285).  Die 
Analogie  dieser  sphärischen  Kegelschnitte  mit  den  ebenen  Curven 
findet  ihren  Ausdruck  in  folgendem  Satze: 

Für  jeden  Kegel  des  confocalen  Systems  ist  die  Summe  der  Winkelf 
ivelche  eine  Erzeugende  desselben  mit  den  beiden  Brennlinien  bildet,  constant. 

Zum  Beweise  stellen  wir  uns  umgekehrt  die  Aufgabe,  den  Ort 
einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden  zu  finden,   welche 
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mit  zwei  festen  Linien  (21)  Winkel  u  und  ii  bildet,  deren  Summe 
u  -\-  II  constant  gleich  S  ist*).  Es  sei  x,  y,  z  ein  Punkt  des  be- 
wegten   Strahles    im    Abstände   r   vom    Anfangspunkte;    dann    sind 


X  y  z 
r  '  »•  '  r 
seien  letztere 


die  Cosinus   seiner  Richtungswinkel.     Für  die  Brennlinien 


cos  %     0,     sin  go, 
—  cos  tp,     0,     sin  qp. 


Folglich  wird 


X  cos  op  +  2?  sin  DP                ,        —  X  cos  qp  +  0  sin  qp 
COS  u  = ^—^ ,    cos  n  = , 

oder,  da  u  -{-  u  =  d: 

(cos  u .  cos  u'  —  cos  dy  =  sin-  u .  sin^  u'  =  {\  —  cos'''  ti)  (1  —  cos^  n'), 

und  nach  Auflösung  der  Klammern: 

sin-^  d  =  COS"  11  -\-  cos-^  it  —  2  cos  u  cos  u  cos  d, 
endlich  durch  Einführung  von  x,  y,  s: 

x"^  (1  +  cos  ö)  (1  —  cos  (5'  —  2  cos'^  cp)  -\-  y-  (1  —  cos  d)  (1  -|-  cos  d) 
+  5^  (1  -  cos  d)  (1  +  cos  (5  —  2  sin^  9))  =  0. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form 

•    ^'  -4- y"--^^^  + il— =  0 

cos  5 — 1    '    cos(J4-coa2(p    '     1 -|- cos  ö 

schreiben  und  liefert  daher  unser  System  confocaler  Kegel,  sobald  wir 
d  als  Parameter  auffassen.     In  der  That  wird 

Q  (cos  d  —  1)  =^  a  -\-  ^i, 

Q  (cos  ö  -\-  cos  2(p)  =  ß  -\-  ^, 

Q  (cos  d  -\-  1)  =  y  +  ^; 

also : 

cc  —  y        .    ^  ö         «4-11  gd         y  +  i«'  9  « —  ß 

—  p  =  --H- ,  siii"^ ,:,  ==-  — '-^  ,  cos^  -,  =  '— ^ —  ,  cos-  w  = ~  • 

^  2'  2  a  —  y'  2  cc  —  y'  ^  «  —  y 

Genau  dieselbe  Kegelschaar  würde  mau  durch  die  Forderung  u—u'=  const. 
erhalten;  es  würden  nur  die  beiden  Schaaren  (18)  und  (19)  mit  ein- 
ander vertauscht  erscheinen. 

Auch  zu  eiuer  Art  elliptischer  Raumcoordinaten  geben  unsere 
Kegel  Veranlassung;  aus  den  Gleichungen  (16),  (18)  und  (19)  er- 
gibt sich 

*)  Da  der  Winkel  durch  den  Logarithmus  eines  Doppelverhältnisses  defiuirt 
werden  kann  (p.  193),  so  entspricht  der  coustanteu  Summe  zweier  Winkel  das 
constante  Product  zweier  Doppelverhältnisse;  in  der  unendlich  fernen  Ebene  er- 
hält man  somit  einen  leicht  zu  formulirenden  Satz  über  Doppelverhältuisse  bei 
zwei  Kegelschnitten. 


278  Zweite  Abtheilung. 

(a  -f  fi)  (a  +  v) 


(22)  xf  =  A 


(„_P)(^_y)' 

(P  +  f^)  (ß  +  ^) 

(ß-y)(ß-«)' 


2  ^  ;  (y_+jOJy+_'^) 

^     (y    _    ,,)    (y   _    ß-)   • 

Auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  yl  wird  durch  diese  Gleichungen 
ein  orthogonales  krummliniges  Coordinatensystem  festgelegt;  die 
Schaaren  ^  =  const.  und  v  =  const.  werden  von  den  erwähnten  „con- 
focalen  sphärischen  Kegelschnitten"  gebildet,  eben  den  Durchdringungs- 
curven  (vierter  Ordnung)  der  Kugel  mit  unseren  confocalen  Kegeln*). 
Hierbei  macht  sich  eine  weitere  Ausartung  geltend,  wenn  zw^ei  der 
Grössen  a,  ß,  y  einander  gleich  werden.     Es  werde  ß  =  y^  also  auch 

—  r  =  f*  =  —  /5; 
und  entsprechend  dem  obigen  Verfahren: 

(23)  ;-^  =  -»>,     ^4^  =  eos>. 

Die  Kegel  der  Schaar  (19)  bleiben  allein  als  solche  erhalten  und 
sind  zu  Rotationskegeln  geworden;  die  Gleichung  (18)  dagegen  gibt 
wegen  ß  -]-  ^  ^^  0,  y  -\-  ^  =■  0  mit  Rücksicht  auf  (23) : 

y^  tang-  (p  —  8^  =  0, 

d.  h.  die  Kegel  (18)  zerfallen  in  Ebenenpaare,  und  zwar  in  Paare 
von  Meridianebenen.  Macht  man  noch  X  =  r^,  so  werden  die  Glei- 
chungen (22): 

^   =  r''  — ^ ,   ir  =  r  ^-! —  cos*^  qp,  z^  =  v^  ~  ~  sm^  w. 

Die  Parameter  r,  v,  cp  geben  ein  krummliniges  orthogonales  Coor- 
dinatensystem im  Räume:  r  =  const.  stellt  eine  Kugel  dar,  g)  =  const. 
eine  Meridianebene,  v  =  const.  einen  Rotationskegel.  Letzteren  kann 
man  auch  durch  den  Winkel  z^  definireu,  den  seine  Erzeugenden  mit 
der  X-Axe  machen  (d.  i.  durch  seine  halbe  Oeffnung),  indem  man  setzt 

— —^  =  cos-  f,     ~ —  ==  Sin''  th. 
a  —  ß  ß  —  ^ 


*)  Die  Focallinien  eines  Kegels  entdeckte  Magnus  (1826,  Gergonne's  Aunalea 
t.  16,  Aufgabensammlung,  Bd.  2,  p.  170).  —  Für  eingehendere  Behandlung  vgl. 
Chasles,  Memoire  sur  les  proprietes  generales  des  cones  du  second  degre, 
Nouveaux  Me'moires  de  rAcaddmie  de  Bruxelles,  t.  6,  1830  (übersetzt  ins  Englische 
von  Graves,  Dublin  1841),  ferner  Plücker,  a.  a.  0.  p.  301  ff.,  Salmon's 
Raumgeometrie,  Kapitel  X,  und  für  den  im  Texte  ausgeführten  Grenzübergang 
Hesse's  „Vorlesimgen",  22,  Vorlesung. 
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Dadurch  entstehen  die  Formeln: 

X  =  r  cos  il), 
(24)  y  ==  '>'  sin  ip  cos  q), 

3  =  r  sin  i)  sin  (p. 
Es  sind  nun  r,  ^,  i/»  die  sogenannten  räumlichen  Polarcoordmaten.    Auf 
der  Kugel  r  =  coust.  stellt  q)  =  coust.  einen  Meridian  dar,  t/;  =  const. 
einen  dazu  senkrechten  Parallelkreis. 

Das  Studium  der  confocalen  Kegel  wird  uns  sogleich  nützlich 
sein  für  gewisse  Sätze  über  confocale  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  von  einem  Punkte  ic^,  y^,  s^  aus  den 
Tangentenkegel  an  die  allgemeine  Fläche  (7)  eines  confocalen  Systems 
zu  legen.  Die  Grleichung  desselben  ist  nach  unseren  allgemeinen 
Regeln  (p.  135): 

/  ^'     I  _yl I !! 1  \  /  -^'o'    _i     2/0'     1     ^0'    _  1  \ 

_  /  J5__  ^    yy.    _^  _^  _  iy^_  o. 

Die  linke   Seite    wird    eine    ganze  Function    zweiten   Grades   von   fi, 

wenn  man  mit  dem  Producte  (a^  +  ft)  (W  -{-  ft)  (c^  +  f*-)  multiplicirt, 

denn   alle   Glieder,   welche   ein   Quadrat    im   Nenner    enthalten,   oder 

welche  von  fi  unabhängig  sind,  heben   sich   in  der  Differenz  heraus. 

Die  Gleichung  kann  also  in  der  Form 

(25)  0  Ca)  =  P  +  ^^  +  jR^'^  =  0 

geschrieben  werden;  und  wir  haben  P,  Q,  R  als  Functionen  von  x,  y,  s 

zu  berechnen.     Statt  dies  direct   zu  thun,   berechnen  wir  ^  für  drei 

specielle   Werthe   von   ft  und   haben    dann    drei  lineare   Gleichungen 

zur  Bestimmung  von  P,   Q,  R. 

Durch  den  Punkt  x^,  y^,  Sq  gehen  drei  Flächen  der  Schaar  (7) 
hindurch;  die  an  sie  gelegten  Tangentenkegel  zerfallen  folglich  in 
die  betreffenden  drei,  je  doppelt  zählenden  Tangentenebeneu.  Be- 
zeichnet man  also  mit  l,  m,  n  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

(9P.\  ^0         _| ^0 I ^ i    /-) 

und  setzt  man 

(97\  -^^ _i_  yy"    I  _ ""~!2 1  =^ ^i//  ^0  \'  I  /  yp   \^  ,  /  ^o  ^\^ 

^"   ^  a^ -\- m~ b' +  m~^  c^' -{- m  'V   [a^'  +  mj  '^\b^-\-wj  "^  \c=-' +  m/  ' 

'^^0    I    yyo    I    ^^0       i_c.i//Z^\2  ,  /  y,   \'_i_/_3~V 


a^  4"  **      ö^  +  '*       t^  -j- " 
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SO  können  |,  rj,  ^  als  neue  rechtwinklige  Coordinaten  aufgefasst  werden, 
und  wir  haben: 


0(1)     =_(a2+?)(62_|_;)(,2_^;)^.{^V       _^ 


Vo' 


0  (w) 


{a^  +  ^'*')  (b^  +  w^)  (c^  +  m)  rf 


(a^+m)2 


<P  (,^)  =  _  («2  +  n)  {W  +  m)(c-+  w)  e' 


(a^+w)'       (6'+w)'''  '   (c*+w) 


Nun  ist  nach  den  Formeln  für  elliptische  Coordinaten: 


Xn      


(a^  +  0  («2  +  m)  (a^  +  n) 


,    Vo  = 


(ft2  _^  ^)  (J2  _^  „j)  (52  _^  ^) 


(„2  _  ^2)  (^2  _  g2)  >       i/o  (52  _  c2)  (&2  _  a*)  ' 

0  (c2  _  a^)  (c^  -  &2)       ' 

und  nach  der  Theorie  der  Partialbruch-Zerlegung: 

(«^  -|-  m)  (o^  -\-n)  ,  (&^  +  m)  (i;^  +  **)  r  (^^  +  «0  (^^  +  **) 


(a^  +  Z)(a^  — 6^)  (a^-c^) 


+ 


(b^  +  l)  {h^  —  c^}  {b^  —  a^ 
{l  —  m)  (l  —  n) 


+ 


(c'^  +  O  {c^  —  a^)  {c^  —  b') 


Die  Einsetzung  dieser  Werthe  und  der  entsprechenden  ergibt: 

^  (0  =  —  p  ( ^  -  «0  ( ^  -  »^)  =  P  +  ö^  +  Ri', 

0  (m)  =  —  rj^  (m  —  n)  (m  —  Z )  ==  P  -j-  Qm  -{-  Bm^, 
0  (n)  =  —  ^2  (n  —  Z )  (7*  —  m)  =  P  +  Ön  +  Pw^ 
Die  Elimination  von  P,  Q^  R  aus   diesen  Gleichungen  und  aus  (25) 
führt  zu  dem  Resultate: 

1     l      P     i^{l  -  m)  {l  —  n) 
1    m    m^    rf  (ni  —  n)  (m  —  l) 
i   1     n     n'^     l^  (n  —   l)  (n  —  m) 
I   1     jti     fi^  ~  O 

oder  nach  Abtrennung  des  links  auftretenden  Factors  (l—m)(ni—n)  (n—  T) : 
0=  —  ^\^  —  m)  {^  —  n)-ri\^  —  n)  {(i - 1)    - ^\^  —  l)  (fi  —  m). 

In  den  durch  die  ortJiogonale  Substitution  (27)  eingeführten  Coor- 
dinaten h,,  rj,  l  ist  folglich  die  Gleichung  der  vom  PimJcte  Xq,  y^,  ^q 
aus  an  die  Flächest  (7)  011  legenden  Tangentenhegel: 


=  0, 


(28) 


+ 


+ 


=  0. 


l  —  |u-    ■    m  —  ft    •    n  —  JA 

Verfolgen  wir  insbesondere  die  Bedeutung  der  Brennlinien.  Drei 
Kegel  arten,  als  Punktgebilde  betrachtet,  in  Doppelebenen  aus;  die 
Tangentialebenen  dieser  Kegel  müssen  dabei  die  Eigenschaft  behalten, 
dass  sie  alle  eine  bestimmte  Fläche  der  confocalen  Schaar  berühren; 
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die  Doppelebenen  sind  die  Tangentialebenen  der  drei  Flächen,  welche 
durch  den  Punkt  gehen;  jede  schneidet  also  die  von  ihr  berührte 
Fläche  in  einem  Linienpaare;  dann  hat  aber  jede  Ebene,  welche  durch 
eine  Linie  des  Paares  gelegt  wird,  die  Eigenschaft,  eben  dieselbe 
Fläche  zu  berühren.  Die  drei  ausgearteten  Kegel  zerfallen  daher, 
betrachtet  als  Enveloppen  von  Ebenen,  in  die  drei  Paare  von  Ebenen- 
büscheln, deren  Axen  mit  den  Erzeugenden  derjenigen  Flächen  iden- 
tisch sind,  welche  durch  unseren  Punkt  gehen;  diese  Axen  sind  gleich- 
zeitig die  Brennlinien  des  Systems  (28).  Insbesondere  sind  die  reellen 
Brennlinien  der  Kegelschaar  (28)  zwei  Erzeugende  des  in  der  Schaar 
(7)  enthaltenen  einsclialigen  Hyperholoids ,  auf  dessen  Oberfläche  die 
Spitze  des  Kegels  liegt  Wir  können  hiernach  sofort  folgende  Sätze 
aussprechen: 

Die  reellen  Erzeugenden  aller  einschaligen  Hyperboloide  unserer 
confocalen  Schaar  sind  zugleich  die  reellen  Brennlinien  aller  Tan- 
gentenkegel, die  an  die  Flächen  der  Schaar  gelegt  werden  können. 

Durch  die  beiden  reellen  Focalcurven  kann  man  von  jedem  Punkte 
des  Raumes  aus  zwei  einander  confocale  Kegel  legen,  deren  reelle  Brenn- 
linien Erzeugende  des  durch  den  Punkt  gehenden  Hyperboloids  sind.  — 

Wie  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  Tangentenkegel  an 
die  Flächen  der  Schaar  (7)  gelegt  haben,  so  können  wir  weiter  von 
einem  beliebigen  anderen  Punkte  l^,  t^o;  ^o^^^  ^^^^  möglichen  Tan- 
gentenebenen an  die  Kegel  der  Schaar  (27)  legen;  diese  Ebenen 
bilden  dann  einen  Büschel,  dessen  Axe  durch  die  gemeinsame  Spitze 
der  Kegel  hindurchgeht.  Das  Paar  von  Tangentenebenen,  welche 
der  Kegel  (28)  durch  den  Punkt  |q,  tJq,  t,  schickt,  wird  als  zer- 
fallender Kegel  durch  die  Gleichung 

\l  —  /it     *"  wt  —  fi,     '     n  —  ft/  V  —  n-         m  —  jLt  "'     w  —  ft/ 

—  /Ji!L_  _i_     ^^0     _J_  Jk^^=  0 

dargestellt  (p.  135).  Multiplicirt  man  mit  (l  —  ^i)  (m  —  ^i)  (n  —  ^), 
so  bleibt  ein  in  ft  linearer  Ausdruck,  da  sich  alle  höheren  Glieder 
fortheben;  das  Product  ist  daher  von  der  Form  P -\-  ^  Q.  Nun  wird 
der  gegebene  Ausdruck  ein  vollständiges  Quadrat  für  die  beiden 
Werthe  ft^,  ftgj  eieren  entsprechende  Kegel  durch  den  Punkt  |q,  ^Jq,  ^^ 
selbst  hindurch  gehen;  es  ist  daher 

?+(.,«=- ('-(«.)(>»-(.,)('.-c)(tM",,  +  —,:+ ,  "t;)  =^A 
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und  folglich 

Die  gesucliten  Ebenenpaare  bilden  somit  eine  Involution,  deren  Doppel- 
ebenen die  Tangentialebenen  der  beiden  durch  den  Punkt  ^p,  rj^,  ^^  selbst 
gehenden  Kegel  sind. 

Unter  diesen  Paaren  ist  auch  eines,  welches  den  Kugelkreis  berührt, 
denn  einer  von  den  Kegeln  steht  auf  dem  imaginären  Kugelkreise ; 
auch  dieses  Paar  ist  harmonisch  zn  E^  ==  0  und  E^  =  0.  Die  beiden 
durch  einen  Funkt  des  Raumes  gehenden  Kegel  schneiden  sich  daher 
rechtwinldig ,  was  uns  auch  sonst  schon  bekannt  ist.  Die  Ebenen 
El  =  0,  E.2  =  0  halbiren  demnach  die  von  den  Ebenen  irgend  eines 
Paares  eingeschlossenen  Winkel ;  und  es  folgt:  Legt  man  durch  einen 
Punkt  au  zwei  confocale  Kegel  die  beiden  Paare  von  Tangenten- 
ebenen, so  bilden  die  Ebenen  des  einen  Paares  mit  denen  des  an- 
deren gleiche  Winkel-,  insbesondere  bilden  die  Ebenen  jeden  Paares 
gleiche   Winkel  mit  den  durch  die  Brennlinien  gelegten  Ebenen. 

Diese  Sätze  lassen  sich  auf  die  Flächen  des  confocalen  Systems 
(7)  übertragen.  Um  an  sie  durch  eine  gegebene  Gerade  alle  Tan- 
gentialebenen zu  legen,  construiren  wir  erst  alle  Berührungskegel, 
die  von  einem  Punkte  der  Geraden  ausgehen  und  suchen  die  Tan- 
gentenebenen, welche  diese  durch  einen  anderen  Punkt  der  Geraden 
hindurchschicken.  Zwei  der  Kegel  gehen  durch  die  Gerade  selbst 
hindurch,  sie  berühren  also  zwei  Flächen,  welche  ihrerseits  von  der 
Geraden  (als  Erzeugenden  eines  Tangentenkegels)  berührt  werden. 
So  folgt  wieder  der  bereits  bekannte  Satz:  Jede  Gerade  tvird  von 
zwei  Flächen  des  confocalen  Systems  berührt,  und  die  Tangentenebenen 
derselben  in  den  Berührungspunkten  stehen  auf  einander  senkrecht;  und 
weiter:  Die  Paare  von  Tangentenebenen,  welche  zwei  Flächen  eines 
confocalen  Systems  durch  eine  beliebige  Gerade  schicken,  bilden  gegen 
einander  gleiche  Winkel,  woraus  wieder  insbesondere  folgt:  Die  beiden 
Ebenen,  tvelche  durch  eine  beliebige  Gerade  gehen  und  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  berühren,  bilden  gleiche  Winkel  mit  den  beiden  Ebenen,  welche 
durch  dieselbe  Gerade  tangential  an  die  Focalcurven  der  Fläche*)  gelegt 


*)  Man  darf  in  der  That  von  Focalcurven  einer  einzelnen  Mittelpunktsfläclie 
sprechen,  da  durch  eine  Fläche  das  confocale  System  vollkommen  bestimmt  ist. 
Ebenso  bestimmt  auch  jede  der  drei  Focalcurven  die  beiden  anderen,  insbesondere 
ist  die  Focalhjperbel  durch  die  Focalellipse  bestimmt  und  umgekehrt.  In 
diesem  Sinne  kann  man  von  einer  Focalcurve  eines  im  Eaume  gedachten  Kegel- 
schnittes sprechen;  nach  dem  Folgenden  ist  die  eine  dann  der  Ort  der  Spitzen 
der  Rotationskegel,  welche  man  durch  die  andere  legen  kann,  und  wurde  als 
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werden  Jcönnen.  Wählt  man  eine  Fläche  aus,  welche  selbst  von  der 
betreffenden  Geraden  berührt  wird,  so  fallen  beide  Tangentialebenen 
in  eine  zusammen,  und  es  ergibt  sich:  Jedes  Paar  von  Tangenten- 
ebenen,  das  eine  Fläche  des  confocalen  Systems  berührt,  bildet  gleiche 
WinJcel  mit  der  Tangentenebene  jeder  der  beiden  Flächen,  welche  die  Ge- 
rade berühren;  es  ist  dies  in  Uebereinstimmung  mit  dem  entsprechen- 
den Satze  bei  confocalen  Kegeln. 

Wir  fragen  weiter  nach  den  Botationskegeln,  die  in  dem  Systeme 
(27)  vorkommen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Wurzeln  l,  m,  n  der  Gleichung  (26) 
der  Grösse  nach  geordnet  seien,  so  ist 

l>  —  c^>  m>  —  b^  >n>  —  a\ 
Dieselben  können  also  uur  paarweise  einander  gleich  werden,  wenn 

l  =  —  c^  =  m, 
oder  wenn 

m  =  —  b^  =  n. 

Es  treten  folglich  Rotationskegel  nur  für  solche  Spitzen  x^,  yQ,  Zq 
auf,  für  welche  (26)  eine  Doppelwurzel  hat,  d.  h.  für  Punkte  der 
Focalcurven:  Nur  für  Fmikte  der  Focalcurven,  und  für  diese  immer, 
besteht  das  System  von  Tangen fialhegeln  aus  Rotationskegeln. 

Dass  dies  so  sein  muss,  lässt  sich  auch  geometrisch  erkennen, 
wenn  man  beachtet,  dass  die  Hauptaxen  der  Kegel  (28),  d.  h.  die 
Schnittlinien  der  Ebenen  |  =  0,  r}  =  0,  ^==0,  nichts  anderes  sind, 
als  die  Normalen  der  drei  durch  die  Spitze  gehenden  Flächen  (7), 
d.  h.  die  Lothe,  welche  man  auf  den  Tangentenebenen  dieser  Flächen 
in  ihren  Berührungspunkten  errichten  kann.  Zieht  sich  nun  die 
Fläche  auf  eine  Curve  (Focalellipse  oder  Focalhyperbel)  zusammen,  so 
werden  die  Normalen  derselben  unbestimmt,  müssen  jedoch  senkrecht 


solcher  von  Quetelet  gefunden  (1820,  Nouveaux  Memoires  de  TAcademie  de 
Bruxelles,  t.  2  und  Corresj^ondance  matbematique,  t.  3),  vgl.  Morton,  Transac- 
tions  of  the  Cambridge  philosophical  Society,  vol.  3  und  Demonferrand,  Bul- 
letin de  la  Societe  philomatique,  annee  1825.  Dupin  untersuchte  die  Focalcurven 
in  gleichem  Sinne ,  ausserdem  als  Orte  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kugeln, 
welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren  (Correspondauce  sur  l'ecole  polytechnique, 
t.  1  et  2;  vgl.  ferner  Binet,  a.  a.  0.).  Steiner  fand  eine  der  beiden  Focal- 
linien  als  Ort  der  Spitzen  der  den  confocalen  Flächen  umgeschriebenen  Rotations- 
kegel (1826,  Crelle's  Journal  Bd.  1;  Gesammelte  Werke  Bd.  1,  p.  11)  und 
erkannte  ihre  Beziehung  zu  den  Nabelpunkten;  Chasles  entwickelte  a.  a.  0. 
die  Theorie  vollständig,  ebenso  F lücker  a.  a.  0.;  vgl.  auch  Salmon's  Raum- 
geometrie. —  Obige  Sätze  über  die  durch  einen  Punkt  gehenden  berührenden 
Kegel  gab  Jacobi,  Crelle's  Journal  Bd.  12,  1834. 
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zur  Curve  bleiben.  Hieraus  folgt  gleichzeitig,  dass  die  Axe  der  ent- 
stehenden Rotationsfläche  mit  der  Tangente  der  betrefl^enden  Focal- 
curve  zusammenfallen  muss.  In  der  That  ist  z.  B.  für  einen  Punkt 
der  Focalellipse 

(29)  Ä  +  Ä-l  =  f''    ^0  =  0; 

und  die  Gleichung  der  von  ihm  ausgehenden  Berührungskegel  ist 
nach  (28): 

/QA\  S"     ~r     ^  I  S  __    Q 

wobei  n  sich  leicht  als  rationale  einfache  Wurzel  von  (26)  ergibt: 

n  =  x^'  +  y„'  —  d'  —  ¥  +  cl*) 

Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass  unsere  Kegelgleichung  zunächst 
keine  Bedeutung  mehr  hat  (wie  dies  bei  den  Rotationsflächen  immer 
eintrat);  denn  für  l  =  m  verliert  unsere  Transformation  (27)  ihren 
Sinn,  indem  ^  =  iq  wird.  Zunächst  ist  also  nur  die  Ebene  ^  =  0 
festgelegt,  nämlich  nach  (27): 

«^0     I     yy» 


+  d^-z  -1=0; 


a^  -j-  n    '    &''  -j-  n 

diese  Ebene  steht  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Focalellipse  im 
Punkte  x^^,  y^,  O5  denn  man  hat  identisch  durch  Subtraction  von  (27), 
worin  ^^  ==  0  zu  nehmen  und  l  durch  n  zu  ersetzen  ist,  und  (29): 

-I-       ^0 =  0 


In  der  Ebene  ^  =  0  wird  man  zwei  beliebige,  zu  einander  senkrechte 
Gerade  als  Linien  |  =  0  und  >j  =  0  einführen  müssen,  um  so  in 
gültiger  Weise  wieder  auf  (30)  zu  kommen. 

In  die  Rotationsaxe  |  =  0,  ri  =  0  sind  die  beiden  Brennlinien 
der  Kegel  zusammengefallen,  und  ebenso  die  beiden  Erzeugenden  des 
ausgearteten  einschaligen  Hyperboloids;  denn  beim  Grenzübergange 
gehen  die  geraden  Linien  des  letzteren  über  in  die  Tangenten  der 
Focalellipse,  die  Fläche  selbst  überdeckt  doppelt  das  Aeussere  dieser 
Ellipse,  so  dass  der  Satz  erhalten  bleibt,  nach  welchem  zwei  reelle 
Erzeugende  durch  jeden  Punkt  des  Hyperboloids  gehen;  letzteres  ist 
als  ein  Hyperboloid  mit  Asymptotenkegel  von  sehr  grosser  Oefi'nung 
zu  denken,  deren  Winkel  in  der  Grenze  selbst  gleich  180"  wird.  Die 
Punkte  im  Inneren  der  Ellipse  dagegen  sind  nicht  als  zum  Hyper- 
boloide   gehörig    zu    betrachten;    sie    stellen    uns    vielmehr,    doppelt 

*)  Diese  (dritte)  einfache  Wurzel  bestimmt  das  durch  den  Punkt  gehende 
zweischalige  Hyperboloid. 
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zählend,  das  Ellipsoid  grösster  Abplattung  in  unserem  confocaleu 
Systeme  dar.  In  analoger  Weise  vermittelt  die  Foealhyperbel  den 
Uebergaug  vom  einschaligen  zum  zweischaligen  Hyperboloide  (vgl. 
p.  270  f.). 

Vorstehende  Betrachtung  erlaubt  uns,  für  jede  gegebene  Mittel- 
punlitsfläche  alle  ihr  umgeschriebenen  Hotationskegel  anzugeben.  Es  gibt 
für  jede  Fläche  drei  Systeme  von  je  einfach  unendlich  vielen  solchen 
Kegeln,  entsprechend  den  drei  Focalcurven;  eines  dieser  Systeme  ist 
gleichzeitig  mit  der  Focalcurve  der  F-Z-Ebene  sicher  imaginär. 
Beim-Ellipsoide  liegt  ferner  die  Focalellipse  (29)  ganz  im  Inneren; 
von  ihr  aus  sind  also  keine  reellen  Tangentenkegel  möglich.  Die 
Foealhyperbel  liegt  theilweise  innerhalb,  theilweise  ausserhalb  der 
Fläche.  Die  vier  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  der  Hyperbel  be- 
stimmen sich  aus  den  drei  Gleichungen 

2/  =  0;  „2  _  ^,2  +  ^2  _  ft2  —  1  =  0,  ^^qr^  +  ^^7p^  +  g-ä^|r^  — 1=0, 
nämlich 


X 


Sie  sind  hiernach  nur  für  das  Ellipsoid  reell  und  identisch  mit 
NabelpimMen  (p.  189).  In  einem  solchen  Punkte  selbst  artet  der  Kegel 
in  die  doppelt  zu  zählende  Tangentenebene  aus.  Dieses  Resultat 
war  vorauszusehen,  denn  die  Berührungscurve  für  jeden  Kegel  ist 
ein  Kreis,  d.  h.  einer  der  früher  bestimmten  Kreisschnitte  der  Fläche, 
wodurch  der  innige  Zusammenhang  zwischen  dem  Problerne  der  um- 
geschriebenen Rotationskegel  und  der  Kreisschnitte  klar  gelegt  wird 
(vgl.  p.  187  ff.).  Nun  war  die  Ebene  der  Foealhyperbel  als  Grenzfläche 
eines  einschaligen  Hyperboloids  aufzufassen,  und  zwar  derjenige  Theil 
der  Ebene,  welcher  die  reellen  Tangenten  der 
Foealhyperbel  enthält.  Alle  einschaligen  Hyper- 
boloide des  Systems  umschliessen  daher  die  Foeal- 
hyperbel, ihre  Schnittcurven  mit  einem  confocalen 
EUipsoide  legen  sich  folglich  um  die  Nabelpunkte 
des  letzteren  herum,  wie  die  confocalen  Ellipsen 
der    Ebene    um    ihre    gemeinsamen    Brennpunkte  Kg.  22. 

(vgl.  I'ig.  22). 

Beim  EUipsoide  liegen  hiernach  die  Spitzen  der  umgeschriebenen 
reellen  Rotationskegel  auf  den  ausserhalb  des  Ellipsoids  sich  erstreckenden 
Ziveigen  der  Foealhyperbel  und  berühren  die  Fläche  in  den  beiden  reellen 
Schaaren  von  Kreisschnitten. 

Bei   dem  einschaligen  Hyperboloide   liegt   die  Focalellipse  ganz 
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iunerhalb  desjenigen  Raumtheiles,  von  dessen  Punkten  aus  keine  reellen 
Tangentenkegel  möglich  sind,  während  von  jedem  Punkte  der  Foeal- 
hyperbel  ein  solcher  Kegel  ausgeht.  In  der  That  wird  die  Fläche 
von  der  Hyperbel  nirgends  durchsetzt,  sie  hat  keine  reellen  Nabel- 
punkte, so  dass  der  Umriss  des  geradlinigen  Hyper'boloids,  gesehen  von 
irgend  einem  PunJcte  der  Focalhyperhel  aus,  sich  als  Kreis  darstellt. 
Das  zweischalige  Hyperboloid  hat  die  beiden  reellen  Nabelpunkte 


(31)  .  =  ±-|/(?l±^;i^,    ,  =  +|/(^j^^i^),  .  =  0, 

in  welchen  die  Focalellipse  durch  die  Fläche  hindurchgeht,  während 
^  die  Focalhyperhel  ganz  innerhalb  der  Fläche 
liegt.  Um  die  beiden  Nabelpunkte  legen  sich 
daher  wieder  die  Schnittcurven  des  zweischaligen 
Hyperboloids  mit  den  confocaleu  Ellipsoiden 
einerseits,  mit  den  confocalen  einschaligen  Hyper- 
boloiden andererseits  herum;  vgl.  Fig.  23*).  Die 
Spitzen  der  reellen  umgeschriebenen  Hotationskegel 
liegen  daher  auf  denjenigen  beiden  Abschnitten 
der  Focalellipse,  welche  durch  die  Pmikte  (31) 
begrenzt  und  von  der  grossen  Axe  der  Ellipse 

nicht  getroffen  iverden;  von  diesen  Punkten  aus  gesehen,  erscheint  der 

Umriss  der  Oberfläche  als  Kreis, 


Fig.  23. 


Während  alle  Brennlinien  der  berührenden  Kegelsysteme  eine 
Congruenz  bildeten,  erfüllen  die  Normalen  der  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades  eine  sehr  viel  höhere  Mannigfaltigkeit:  Die  Gesammt- 
heit  der  Normalen,  ivelche  in  jedem  Funkte  auf  den  drei  durch  ihn 
gehenden  Flächen  errichtet  iverden  können,  gehören  ehiem  besonders  ein- 
fachen Complexe  zweiten  Grades  an. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  Fläche  (7)  im  Punkte 
X,  y,  z  ist  nämlich 

Xx        ,        Yy        .         Zz 


a'-\-  ii 


+ 


ft^  +  ft 


+ 


c--\-  fl 


1  =0. 


Ein   Punkt  X,    Y,  Z  der   Normalen   ist   also  in  seiner  Abhängigkeit 
von  einem  Parameter  6  dargestellt  durch  die  Gleichungen 


*)  Diese  Figur  stellt  ein  Modell  aus  der  mehrfach  erwähnten  B  rill 'sehen 
Sammlung  dar  (p.  271).  Die  beiden  Schalen  des  Hyperboloids  sind  durch  Stäbe  mit 
einander  verbunden. 
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(32)  y  =  !/  +  ^/^, 


Z=.+      '^^ 


C^  +  ft 

Hiernach  sind  die  Plücker'schen  Liuieucoordinaten  (vgl.  p.  43)  einer 
solchen  Normalen  leicht  anzugeben,  nämlich: 

00  r,  V  yz(b^  —  c-) 

zxic^  —  a-) 


ri-i                V              11                        •' 

tTC  =  zX  — 
XQ  =  xY  — 

■xZ  = 

■yX^ 

ici  —  Y     y—  i2_^^, 

r  r                 7               >-                         ^ 

hieraus  ergibt  sich: 

xy{ar  —  6^) 


^   ^^  («,-:=4-f,)(ö2_|_^)(c^4-f,)' 

.,  xyz{c'^  —  ft") 

<,  xyz{a''-  —  &^) 

oder  einfach: 

p:ft :  (7%  :  r()  =  &^  —  c^ :  c^  —  «^  :  «^  —  &l 

Die  zwischen  den  Coordinaten   einer  Normalen  bestehende  Relation 
kann  demnach  in  den  drei  Formen 

qv.{Jr  —  c^)  =  pitic'-'  —  a^), 
(33)  p7t{a^-  b')  =rQ {¥  -  c'), 

rQ(c^-a'^)  =  qoc(a'  —  h') 

geschrieben  werden;    und    von   diesen    ist   die    dritte    eine  Folge   der 
beiden  ersten,  die  zweite  ihrerseits  vermöge  der  Identität 

pji  -\-  qjc  -{-  TQ  =  0 
eine  Folge  der  ersten.  Die  Gesammtheit  der  Normalen  unseres  con- 
focalen  Systems  bilden  daher  einen  Complex  ztveiten  Grades,  der  durch 
irgend  eine  der  Gleichungen  (33)  dargestellt  wird.  Hiermit  ist  aus- 
gesprochen, dass  alle  Normalen,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  bilden*),  und  dass  alle  Normalen, 
welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  einen  Kegelschnitt  umhüllen. 


*)  Die  Gleichung  desselben  wurde  von  Ampere  aufgestellt:    Memoires  de 
rAcademie  des  Sciences  de  Paris,  t.  5,  1821—22.  —  Der  Normalencomplex,  dessen 
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Der  so  gefundene  Complex  kann  durcli  eine  andere  Eigenschaft 
definirt  werden,  die  von  den  confocalen  Flächen  ganz  unabhängig 
ist.  Suchen  wir  das  Doppelverhältniss  der  drei  Schnittpunkte  einer 
Normalen  mit  den  Coordinatenebenen  und  eines  vierten  beliebigen 
Punktes,  der  nach  (32)  durch  den  Parameter  6  gegeben  wird.  Die 
drei  Schnittpunkte  sind  durch  die  Werthe 

a^  =  —  («2  ^  ^)^     (?2  =  —  (h'  +  ^i),     ß,  =  —  ic'  +  fi) 
charakterisirt;  folglich  ist  das  Doppelverhältniss  gleich 

Cj   —  (»3     (Tg  —  6    c^  —  a^     b'^  -\-  II  -^  a 

Gj  —  c      c.>  —  Cj         c'^  —  b-     a^  -\-  (i  -\-  a 

Lassen  wir  nun  G  unendlich  gross  werden,  d.  h.  den  vierten  Punkt 
ins  Unendliche  rücken,  so  wird  dieser  Werth  ganz  unabhängig  von  ^, 
und  zwar  constant 

_  ^'  ~y 

Das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  denen  unsere  Normalen 
die  drei  Hauptebenen  und  die  unendlich  ferne  Ebene  schneiden,  ist  also 
constant.  Denken  wir  die  unendlich  ferne  Ebene  durch  eine  beliebige 
Ebene  des  Raumes  ersetzt,  so  haben  wir  gleichzeitig  den  folgenden 
allgemeinen  Satz  bewiesen: 

Die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die  Ebenen  eines  Tetraeders 
nach  constanteni  Doppelverhältnisse  schneiden,  bilden  einen  besonderen 
Complex  zweiten  Grades'^). 

Wegen  dieser  Beziehung  zu  einem  Tetraeder  wird  der  Complex  (33) 
als  Tetraedralcomplex  bezeichnet;  da  seine  Eigenschaften  zuerst  von 
Reye  rein  geometrisch  erforscht  wurden,  heisst  er  auch  der  Meye'sche 
Complex.  Wir  werden  später  Gelegenheit  haben,  uns  näher  mit  dem- 
selben zu  beschäftigen. 

Bei  Betrachtung  der  Normalen  einer  Fläche  drängt  sich  natur- 
gemäss  die  Frage  auf,  wie  viele  derselben  durch  einen  Punkt  gehen. 
Sind  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines  beliebig  gegebenen  Punktes,  und 
X,  y,  z  diejenigen  des  Fusspunktes  der  Normalen,  so  ist  nach  (32) 

/»-    _1_    n  _J_    <i    '  <■'  /l-    _J_    n   _l_    <•  / 


a^4-c?-fft'       ''  &--|-e  +  ft'  c--|-<7-f|tA' 


Eigenschaften  im  Wesentlichen  schon  von  Bin  et  und  Chasles  a.  a.  0.  ange- 
geben wurden,  ist  in  projectivischem  Sinne  identisch  mit  demjenigen  Complexe, 
welchen  man  durch  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in  collinearen 
räumlichen  Systemen  erhält  (Reye,  Geometrie  der  Lage,  2.  Abth.  1867),  und 
dem  wir  noch  wiederholt  begegnen  werden.  —  Einen  speciellen  Fall  dieses 
Complexes  hatten  wir  oben  bei  den  Curven  dritter  Ordnung  (p.  242). 
*)  Vgl.  H.  Müller,  Math.  Aunalen,  Bd.  1,  1869. 
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diese   Werthe,    in   die   Gleichung    der  Fläche   mit  dem   Parameter  ft 
eingesetzt,  ergeben  für  (?  eine  Gleichung  sechsten  Grades: 

(«^■4-(T+^)'^  "^  (6^  +  (T+ ft)^  "T"  (c^  +  (T+ ^r 

Durch  einen  beliebig  gegebenen  Ptmld  gehen  also  sechs  gerade  Linien, 
welche  auf  einer  gegebenen  MiUel2nmktsj lache  ztveiter  Ordnung  senkrecht 
stehen. 

Diese  sechs  Linien  liegen  natürlich  auf  dem  durch  den  gegebenen 
Punkt  bestimmten  Kegel  unseres  Normal encomplexes;  ein  Satz,  der 
keineswegs  selbstverständlich  ist,  da  ein  Kegel  zweiter  Ordnung  schon 
durch  fünf  seiner  Erzeugenden  vollständig  bestimmt  wird.  An  das 
hiermit  berührte  Normalenproblem  lassen  sich  eine  Reihe  weiterer 
Untersuchungen  anknüpfen;  doch  sind  für  eine  elegante  Darstellung 
derselben  die  Methoden  der  Invariantentheorie  erforderlich*);  wir 
kommen  daher  erst  später  auf  das  Problem  zurück. 


XIV.  Verallgemeinerung  der  elliptisclien  Coordinaten.  —  Krümmungs- 
curven  und  geodätische  Linien. 

Schon  beim  Systeme  confocaler  Kegel,  d.  h.  bei  Benutzung  von 
drei  homogenen  Coordinaten,  haben  wir  eine  Art  von  elliptischen 
Coordinaten  kennen  gelernt,  die  wesentlich  symmetrischer  eingeführt 
wurde,  als  es  bei  der  dualistisch  entsprechenden  Aufgabe  der  ebenen 
Geometrie,  d.  h.  bei  den  confocalen  Kegelschnitten  geschah.  In  ähn- 
licher Weise  kann  im  Räume  grössere  Symmetrie  erreicht  werden, 
indem  man  sich  von  der  speciellen  Beziehung  unserer  confocalen 
Flächenschaar  zum  imaginären  Kugelkreise  frei  macht  und  eine  be- 
liebige Schaar  von  Flächen  zweiter  Klasse  mit  gemeinsamer  Deve- 
loppablen  betrachtet. 

Wir  legen  das  der  Schaar  gemeinsame  Polartetraeder  zu  Grunde, 
d.  h.  wir  nehmen  ihre  Gleichung  in  der  Form 

(1)  F  +  Ad)  =  («,  +  XW~  +  (cc,  -f  1)«/ 

+  («3  +  ^W  +  K  +  ^X'  -  0 
an,  oder  in  Punktcoordinaten: 

(2')  — ^L I ^ I ^ I ^^^     =  0 


*)  Vgl.  Clebsch,  Ueber  das  Problem  der  Normalen  bei  Curven  imd  Ober- 
flächen der  zweiten  Ordnung,  Crelle's  Journal,  Bd.  62,  1863,  und  Joachims - 
thal,  Crelle's  Journal,  Bd.  26. 

Clebsch,  Vorleauugeu.   II,  1.  19 


«1 

+ 

l, 

ö, 

.+ 

h 
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Den  drei  Flächen  (1),  welclie  durch  den  Punkt  ic  gehen,  mögen  die 
Parameter  A^,  /I2,  A3  zukommen,  so  dass  insbesondere: 

(3)  "1,  +  — 5V  +   Y,  +   Y,  =  0, 

/VI     2  /y>     2  ff    ^ 

I  "^a  I  -^3  _j_         -^4  Q 

«1     +     ^3  «2     +     ^3  «3     +     ^3  «4     +     ^3 

Aus  diesen  drei  linearen  Gleichungen  ergeben  sich  die  Verhältnisse  der 
Grössen  x^  nach  den  Regeln  der  Determinautentheorie,  wenn  man 
nicht  wieder  die  hier  übersichtlichere  Methode  der  Partialbruchzer- 
legung  anwenden  will,  deren  wir  uns  früher  (p.  271)  bedienten,  und 
die  bei  den  folgenden  weniger  symmetrischen  Fällen  wesentlich  über- 
sichtlicher ist.     Wir  finden: 

QX^^  =       («2  -  0:3)  («3  —  a^  («4  —  «,)  («,  +  Ai)  («,  +  A.)  («1  +  A3), 

?^2^  =  —  («3  —  «4)  (ß^4  —  ß=l)  («1  —  %)  («2  +  K)  («2  +  ^^2)  («2  +  '^s); 

()%2  =       («4  —  o:^)  (a,  —  «0)  («2  —  «4)  (%  +  '''i)  («a  +  '^a)  (0^3  +  '^s)  j 
prc/  =  —  («1  —  a.)  (a.  —  «3)  («3  —  «i)  («4  +  Aj)  («4  +  A2)  («4  +  A3); 

und  hiermit  sind  unsere  verallgemeinerten  „homogenen  elliptischen 
Coordinaten"  eingeführt.  Um  zu  den  früheren  Coordinaten  dieser 
Art  zurückzukehren,  haben  wir  die  Gleichung  des  imaginären  Kugel- 
kreises in  der  Form 

Y  ^  i^  —  «40  ^  («i  —  «4)«!^  +  («2  —  «^4)%^  +  («3  —  «4)%^  =  0 
anzunehmen;  es  wird  dann 

aJF  +  A0)  =  («4  +  A)i^-  AM^; 
man  hat  also  zu  setzen: 

^^ 1___^     2=  ""'^ 


(5)         X  =  — /_— 1.-  ,     y  =  — f—t ,     s  =  — ;'  --  i—  , 

«=.iy«4  —  «1  ^^V'^i  —  «2  a;^ycc^  —  flf3 

2  t^'i  7-2  '''2  2  ^3 

«j   —  oTj  '  tto  —  or^ '  «3  —  a^  ' 

um  dann  die  Gleichung  (2)  in  der  früheren  Form  zu  erhalten: 
-^-  -  +  y.^  +  -J^ 1=0; 

in  der  That  gehen  auch  die  Gleichungen  (4)  in  die  betreffenden  früheren 
über  (p.  271),  falls  man  noch  mit  A,  ^i,  v  diejenigen  Werthe  von  /u. 
bezeichnet,  welche  bez.  den  Werthen  A^,  A^,  A3  von  A  entsprechen. 
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Die  elliptisclien  Coordinaten  finden  besonders  dann  Anwendung, 
wenn  es  sich  um  die  Geonaetrie  auf  einer  der  Flächen  des  contbcalen 
Systems  handelt;  da  nämlich  die  Gleichung  einer  solchen  von  der 
Form  ki  =  Const.  wird,  so  hat  mau  bei  derartigen  Aufgaben  nur 
noch  mit  zwei  Variabein  zu  operiven,  was  meistens  eine  wesentliche 
Vereinfachung  bedingt.  Ein  derartiges  Problem  soll  hier  behandelt 
werden. 

Zuvor  beschäftigen  wir  uns  mit  einer  anderen  dabei  zu  benutzen- 
den Differential-Aufgabe.  Auf  einer  Fläche  f(xi,  x.^,  x^,  x^  =0  werde 
ein  System  von  Curven  durch  folgende  Forder'ing  definirt.  In  zwei 
unendlich  benachbarten  Punkten  einer  Curv^  construire  man  die 
Tangentialebenen  der  Fläche  /"=  0;  man  suche  ferner  die  (einander 
ebenfalls  unendlich  benachbarten)  Pole  dieser  Ebenen  in  Bezug  auf 
eine  Fläche  zweiter  Klasse,  etwa  in  Bezug  auf  obige  Fläche  <t>  =  0; 
mit  diesen  Polen  verbinde  man  bez.  die  beiden  betrachteten  Curven- 
punkte;  es  wird  gefordert,  dass  diese  beiden  Verbindungslinien  sich 
schneiden.  Ersetzt  man  insbesondere  0  =  0  durch  den  imaginären 
Kugelkreis  V  =  0,  so  gehen  die  beiden  Verbindungslinien  in  die 
Normalen  der  beiden  Tangentialebenen  über;  die  Curven  des  so  defi- 
nirten  Systems  sind  dann  bekanntlich  die  Krümmimg scurven*)  der 
Fläche  f=  0.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  unsere  Fläche  (j)  =  0 
als  „Fundamentalfläche"  benutzt  wird,  wollen  wir  daher  jene  Ver- 
bindungslinien als  verallgemeinerte  Normalen  und  die  entstehenden 
Curven  als  verallgemeinerte  Krüynmungslinien  bezeichnen.  Die  letzteren 
sind  somit  auf /'=0  dadurch  definirt,  dass  die  verallgemeinerten  Nor- 
malen der  Tangentialebenen  ihrer  Punkte  eine  abwickelbare  Fläche  bilden. 
Ihre  Differentialgleichung  erhält  man  in  folgender  Weise.  Um  uns 
dabei  nicht  auf  Flächen  zweiten  Grades  beschränken  zu  müssen, 
nehmen  wir  für  einen  Augenblick  als  bekannt  an,  dass  die  Gleichung 
der  Tangentenebene  eines  Punktes  x  von  f(x)  =  0,  geschrieben  in 
Variabein  Xi,  durch 


*)  Die  Krümmungslinien  wui-den  so  von  Monge  definirt  (Application 
d'analyse  a  la  geonietrie,  Paris  1795)  und  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung  be- 
stimmt. Dass  sie  durch  die  confocalen  Flächen  ausgeschnitten  werden,  folgt 
auch  aus  dem  Dup in' sehen  Theoreme  (vgl.  oben  die  2*®  Note  zu  p.  272).  —  Offen- 
bar ist  eine  „verallgemeinerte"  Krümmungslinie  auf  jeder  Fläche  sofort  bekannt, 
nämlich  die  Curve,  längs  welcher  die  Fläche  von  der  ihr  und  der  Fläche  0  =  0 
gleichzeitig  umgeschriebenen  developpablen  Fläche  berührt  wird;  denn  jede  Er- 
zeugende der  letzteren  ist  hier  zugleich  verallgemeinerte  Normale.  —  Artet  0  =  0 
in  den  Kugelkreis  aus,  so  gibt  auch  der  Schnitt  der  Fläche  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  eine  Krümmungslinie. 

19* 
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gegeben  wird,  wie  dies  für  Flächen  zweiter  Ordnung  bereits  abge- 
leitet  ist.     Setzen  wir  fi  =  ~    und    bezeichnen    mit   dfi    das    totale 

Differential  von  fi,  so  ist  die  Gleichung  der  Taugentenebene  eines 
unendlich  benachbarten  Punktes: 

X,(Jf\  +  X,df,  +  X,df,  +  XJf,  =  0. 

Die  Pole  dieser  beiden  Ebenen  in  Bezug  auf  0  =  0  haben  daher 
die  Coordinaten 

Q:yi  =  fi{^)  und  Q{iji  +  dij^  =  fiix)  +  dfi{x)  —  ijidQ; 

unsere  Forderung  besteht  darin,  dass  diese  beiden  Punkte  sich  mit 
den  Punkten  Xi  und  x-,  -j-  dxi  in  einer  Ebene  befinden.  Die  Differential- 
gleichung dei'  verallgemeinerten  Krimmungslinien  auf  der  Fläche  /"  =  0 
ist  daher: 

'    f\         f.        fz        h 
dt\       df,      df,      df, 

/y*  /y>  /y»  /y* 

it/i  tvg  «A'O  ^  A. 

CvJU-t  et  Ji/n  (.('JuQ  tttl/A 

Im  Falle  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  Gleichung 


(6) 


0. 


(7) 


0 


gegeben  sei,  haben  wir  zu  setzen: 
(8) 


X.  dx. 


Die  Differentialgleichung  (6)  geht  daher  über  in 


(9) 


«1  +  h 


«2  4-  K 


«3     +     ^1 

dx.^ 


rf.Tj  dx^  dx^ 

Neben  (7)  besteht  noch  die  Gleichung 


«4     +     ^I 

«4     +    ^1 
«4 


0. 


I      „,       1      1     T" 


-h 


3J4  (*^4 


=  0. 


Befindet  sich  der  Punkt  x  auf  der  Sclmittcurve  der  Fläche  (7)  mit 
einer  anderen  Fläche  des  confocalen  Systems,  etwa  A  =  Ag,  so  be- 
stehen ausserdem  die  vier  Relationen: 
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(«r+^.)(^-f-^o  ^^' 

^-^    X^  d  X-  •^-y  X^  d  X- 

Multiplicireii  wir  also   die  i'°  Verticalreihe  der  Determinante  (9)  mit 

^i  ..... 

—  ■         und   addiren   nach   der   Multiplicatiou    alle   diese   Reihen   zur 

i  ~t~      2 

letzten  Reihe,  so  werden  die  Elemente  dieser  in  Folge  der  eben  an- 
gegebenen Relationen,  einzeln  gleich  Null.  Die  verallgemeinerten 
Krümmung slinien  einer  Fläche  ziveiter  Klasse  F  ==  0  werden  daher 
auf  ihr  ausgeschnitten  durch  diejenige  Schaar  von  Flächen,  ivelche  der 
gemeinsamen  Developpdbeln  der  Fläche  F  =  0  und  der  0u  Grunde  ge- 
legten Fundamentalfläche  (\)  =  0  eingeschrieben  werden  können.  Vor- 
ausgesetzt ist  hier  nur,  dass  die  Flächen  /'=  0  und  0  =  0  ein 
gemeinsames  Polartetraeder  zulassen;  es  wird  auch  nicht  verlangt, 
dass  die  a,  von  einander  verschieden  seien,  während  z.  B.  eine  Be- 
rührung der  Flächen  f  =  0  und  0  =  0  au  einer  einzelnen  Stelle 
ausgeschlossen  ist.  Das  gefundene  Curvensystem  bleibt  dasselbe, 
wenn  die  Fläche  0  =  0  durch  irgend  eine  Fläche  F -{- X<^  =  0  er- 
setzt wird,  also  auch,  wenn  letztere  in  einen  der  vier  Kegelschnitte, 
z.  B.  in  den  imaginären  Kugelkreis,  ausartet.  Hieraus  folgt  noch 
der  Satz: 

Ist  die  gewählte  Fundamentalfläche  0  =  0  m  einer  gegebenen 
MittclpunJdsfläche  confocal,  so  sind  die  Krümmungslinien  der  letzteren 
identisch  mit  ihren  „verallgemeinerten  Krümmungslinien", 

Die  von  uns  zu  behandelnde  Aufgabe  bezieht  sich  nun  auf  die- 
jenigen Curveu,  welche  auf  der  Fläche  (7)  dadurch  definirt  werden, 
dass  in  jedem  Punkte  derselben  die  Schmiegnngsebene  der  Curve  durch 
die  verallgemeinerte  Normale  hindurchgeht'-^).  Wir  wollen  sie  ver- 
allgemeinerte geodätische  Linien  nennen,  denn  sie  gehen  in  die  ge- 
wöhnlichen geodätischen  (kürzesten)  Linien  über,  wenn  man  die 
Fundamentalfläche  0  =  0   durch   den   imaginären  Kugelkreis  ersetzt. 

Die  betreffende  Differentialgleichung  erhalten  wir  für  eine  be- 
liebige Fläche  f  =  0  in  folgender  Weise.  Die  Coordinaten  des  Poles 
der  Tangentenebeue  von  /"  =  0  in  Bezug  auf  0  =  0  sind  proportional 
den    Grössen  /i;    dieser    Pol    soll    mit    drei    unendlich    benachbarten 


*)  Vgl.  im  Folgenden,  für  den  allgemeinen  Fall  Nr.  1,  Lüroth:  Ver- 
allgemeinerung des  Problems  der  kürzesten  Linie,  Schlömilch's  Zeitschrift, 
Bd.  13,  1868. 
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Punkten  der  Curve   in  einer  Ebene  liegen.     Die  Differentialgleichtmg 
der  geodätischen  Linien  ist  daher: 

/;     f2     /s     f. 

/yi  /y»  /y»  />» 

tA/-t  *A/a  tÄ/n  *^A 


(11) 


ClOC-t         CvOCa        CIOOq        (^^a 


=  0. 


d^x^     d^x.^     d^x.^     d^x^ 

Die  Determinante  formen   wir  um  durch  Multiplication  mit  der  De- 
terminante (6),  unter  Benutzung  der  Relationen: 

2]fiXi  =  0,     SfidXi  =  0,     UXidfi  =  0,     Ufid^Xi  +  UdfidXi  =  0 . 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir: 


oder 


2f:'  2jf-df, 

0  0 

0  -  Ufid^Xi 

Efiä'-x,  Edfid'Xi 


a 

0 

2x,^ 

I^XidXi 

UxidXi 

Uidx^f 

UXid^Xi     EdXid^Xi 


=  0, 


Sx,d^x,Sx,dx,  -  Zx.^Sdx.d^x.        2Jdf.d^x.         ^fidf. 


:E:x^^ii{dx>f  -  {px-d^yf       '    zf.d'^x^    '     zf^ 

Das  erste  und  letzte  Glied  der  linken  Seite  sind  vollständige  Differen- 
tiale; Gleiches  gilt  auch  von  dem  mittleren  Gliede,  wenn  sich  das 
Differential  von  Hfid^Xi  nur  um  einen  constanten  Factor  von  Hdfi^Xi 
unterscheidet,  und  diese  Bedingung  ist  für  unsere  Fläche  (7)  und  über- 
haupt für  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  erfüllt.  Drei  unendlich  be- 
nachbarte Punkte  einer  solchen  genügen  nämlich  den  Bedingungen 

UUttiiXiXk  =  0,     HEaikXiäXk  =  0, 

2JUai!c(dXidXk  +  Xid^X/^)  =  0,     U2Jaik(ßdXid^Xk  +  Xid^Xk)  =  O5 

folglich  ist  auch 

\d{Ufkd^x^)  =  dl^Uaa-Xid^Xk  =  —  dEZai},dXidXk 

=  —  \d{2:dfkdxk)  =  2:2:au{dXid^Xk  +  Xid^Xk) 

=  —  2Ei:aikdXid^Xk  =  —  Edf.d^Xk. 

Im  vorliegenden  Falle  erhalten  wir  also  als  ei'stes  Integral  von  (11) 
die  Gleichung: 

(12) 


Zdf.dx,  ■  Zf> 


C, 


Zx.^  ■  i:(^dx;y  —  (^ux.dx.y 

wo  C  eine  Integratiousconstante  bedeutet.    Das  zweite  Integral  ergibt 
sich  mit  Hülfe  der  elliptischen  Coordinaten. 
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Zum  Zwecke  der  Einführung  derselben  müssen  wir  einige  Hülfs- 
formeln  entwickeln.  Aus  den  Gleichungen  (4)  erhält  man,  da  die 
ersten  vier  Factoren  der  rechten  Seiten  sich  als  Unterdeterminanten 
einer  bekannten  Determinante  darstellen  lassen,  leicht  die  Relation: 

QUooi^  =  —  Z/  («1,  «a,  «3,  «,)  =  —  z/ 

=  —  («1  -«j)  («1  -  «3)  («1  -  «4)  («2  -  «a)  («2  -  «4)  («3  -«J? 

und  hieraus  durch  Differentiation 

(14)  dg  Ux-^  +  2(»  Uxi  dx,-  =  0. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (4)  ergibt  sich  durch  logarithmisches  Diffe- 
rentiiren: 

dg  j^  ^y  dx^  dlj         1^      dl^      ^.        dlg 

Q  "■  "         a^l  «1    +   ;li       "T~      «1    +  ^2  '"      <Vi     -f    ilg     ' 

also   nach  Bildung   der    entsprechenden   Ausdrücke,   Quadrirung  der- 
selben und  Addition: 

(15)       (tT'  2^^  +  *  T  2"^'  ''*'  +  *  2'(''*')' 

oder,  wenn  man  dQ  und  9  vermöge  (14)  eliminirt: 
(16)  4  [Uxr  2:{d<v,f  -  {UXi  äXif] 


-2 


2  ^     "^     'Syf  ^M^h^^k 


'  jLj  Zj  Zj  [a.-\-lj){a.^l^ 

Dies  ist  die  eine  der  zur  Umformung  von  (6)  dienenden  Formeln; 
eine  zweite  ergibt  sich  in  analoger  Weise,  wenn  man  die  einzelnen 
Quadrate,  aus  denen  (15)  entstand,  vor  der  Addition  durch  {ai-^X) 
dividirt;  es  wird  so: 

/r7o\2    •^— 7      X^  ßa    -^r^Xidx.  V~T  ('^^;)^ 

(")        (f)  I^s;.ti  +  * f  2^  +  "  2«7Ti 


^  "^  ^     ^'/  (^'^h  ^^h 


^  j^  ^  a.-irl     («,  +  Ij)  {a.  +  A^,) 

Für  unsere  Fläche  mit  dem  Parameter  A^  bestehen  die  Gleichungen 
(7)  und  (10);  es  ist  auf  ihr  1^  =  Const.  und  dX^  ==  0. 
Setzen  wir  also  in  (17)  A  =  Aj,  so  ergibt  sich: 


dl. 


(18)  4^  ^_  _^  ^^  •     ^  ^^  _^  ^^  ^  _^^^  + 

Aus  den  Gleichungen  (4)  folgt,   wenn  h  und  Je  von  einander  und  von 
1  verschieden  sind,  durch  eine  einfache  Determinanten-Umformung: 
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dagegen: 

(19)  Q  ^   («7+^'  =  ^  («U   «2,  «3;  «4)  — y^^ , 

vou  welchen  Gleichungen  die  erste  auch  für  h  =  1  gültig  bleibt, 
und  in  denen  A/,  =  («i  +  A/,)  («3  +  h)  {cc-s  +  h)  («4  +  A/,)  gesetzt  ist. 
Somit  gehen  die  Gleichungen  (16)  und  (18)  bez.  über  in: 

(20)  4p  [Sxt'  .  E{äx>f  -  (Uxi  dx/f] 

Die  linken  Seiten  von  (19)  und  (21)  geben  in  Rücksicht  auf  (8) 
den  Zähler  der  linken  Seite  von  (12),  während  der  Nenner  der  letzteren 
Gleichung  in  (20)  berechnet  ist.  Die  Gleichung  (12)  verwandelt  sich 
sonach  in: 

(A,-Aj^(0+^^-)  =  (A3-AO^{0+''-;:^'^ 

Führt  man  endlich  statt  C  eine  neue  Constante 

A  =  C\  +  Ai 
ein,  so  ergibt  sich  durch  Integration  die  Gleichtmg  der  verallgemeinerten 
geodätischen  Linien  in  der  Form: 

(22)  fVh  —  K  dl,        I  yx^-^^^  ^  ^^^^^ 

^  J    V{A  —  A2)  A2    -  J   l/U  —  ^3)  A3 

Die  hier  vorkommenden  Integrale  sind  hyperelliptische  erster 
Gattung,  wie  bei  der  gewöhnlichen  geodätischen  Linie.  Die  Gleichung 
der  letzteren  findet  man  durch  die  oben  angegebene  Substitution  (5) 
in  der  von  Jacobi  aufgestellten  Form*): 

(23)  ry:T^d^_^   fy^:^J^  =  Const, 
^                      J    ]/  (,u  +  5)  M  —  J    Yiv  +  B)  N 

*)  Vgl.  Jacobi' s  Vorlesungen  über  Dj'uamik,  herausgegeben  vonClebsch, 
Berlin,  1866,  p.  218  und  Crelle's  Journal,  Bd.  19  (1839).  —  Jacobi  hatte  die 
Integration  mit  Hülfe  der  Hamilton'schen  partiellen  Differentialgleichung  ge- 
wonnen; die  directere,  im  Texte  angewandte  Methode  rührt  von  Joachimsthal 
(Crelle's  Journal,  Bd.  26)  und  Gehring  (vgl.  Hesse's  ,, Vorlesungen")  her.    Das 
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worin 

M  =  ia'  +  ^W-\-i^)(<^  +  ^\  H  =  (a'^  +  vW-j-v)(c'-i-v),  ^-^+-- 

Die  gemachte  Substitution  lehrt,  dass  die  Curven  (23)  in  ihrer 
Gesammtheit  mit  den  Curven  (22)  vollkommen  identisch  sind;  denn 
^  ist  eine  Function  von  X^  allein  und  v  eine  solche  von  L  allein. 
Eine  ganz  analoge  (ebenfalls  lineare)  Substitution  wird  erforderlich, 
wenn  man  statt  der  gegebenen  Fundamentalfläche  0  =  0  irgend  eine 
Fläche  der  confocalen  Schaar  als  „Fundamentalfläche"  zu  Grunde 
legen  will.  Die  Bestimmung  der  geodütiscJicn  Linien  auf  einer  Mittel- 
X>unläsfläche  ist  also  (ehenso  ivie  diejenige  der  Krümmung slinien)  unab- 
hängig davon,  welche  Fläche  der  zugehörigen  confocalen  Schaar  man  als 
Fundamentalflächc  henidzt;  insbesondere  sind  die  „verallgemeinerten" 
geodätischen  Linien  von  den  geivöhnlichen  nicht  verschieden'^'). 

Diese  Bemerkung  zusammen  mit  der  von  uns  benutzten  ersten 
Integralgleichung  (12)  führt  zu  einer  wichtigen  Eigenschaft  unserer 
geodätischen  Curven.  Jene  Gleichung  ist  nämlich  erfüllt ,  sobald 
gleichzeitig  C  unendlich  gross  und 

Sxr  S  {dxif  -  {Zx,  dx^y  =  0, 
also  auch 

(x  dx)^^-,  -{-  (x  dx)"^^  -{-  {ji:  dx  i^^  -f-  (^  ^^^Yzi  ~l"  (^'  ^^^)^^  ~f"  (^'  '^^)23  ^^  ^ 

angenommen  wird,  wobei  (x  dx)ik  =  Xi  dxk — Xj,  dxi.  Diese  Ausdrücke 
(x  dx)ik  sind  nichts  anderes  als  die  Liniencoordinaten  der  Verbindungs- 
linie des  Punktes  x  mit  dem  unendlich  benachbarten  Punkte  x  -\-  dx. 


Jacobi'sche  Umkehrproblem  der  hyperelliptischen  Integrale  (Bd.  I,  p.  830) 
führt  dazu,  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  geodätischen  Linie  als  Functionen 
eines  Parameters  mittelst  der  Rosenhain'schen  ©-Functionen  darzustellen, 
vgl.  Weierstrass,  Monatsberichte  der  Berliner  Academie,  1861  und  von  Brau- 
mühl,  Math.  Annalen,  Bd.  20.  In  letzterer  Arbeit  findet  man  nähere  Litteratur- 
angaben.  —  In  bemerkenswerther  Weise  hat  Staude  (Math.  Annalen,  Bd.  20  u.  21) 
die  Theorie  der  geodätischen  Linien  benutzt,  um -für  das  Ellipsoid  eine  ,,Faden- 
construction"  aus  den  Focalcurven  anzugeben,  welche  als  naturgemässe  Verall- 
gemeinerung der  elementaren  Fadenconstruction  der  Ellipse  aus  ihren  Brenn- 
punkten zu  betrachten  ist,  eine  Verallgemeinerung,  die  lange  vergeblich  gesucht 
war  (vgl.  z,  B.  den  Schluss  von  §  1  in  der  Note  XXX  zu  Chasles'  Aper9U 
historique). 

*)  Hieraufhat  Darboux  aufmerksam  gemacht:  Sur  une  classe  remarquable 
de  courbes  et  de  surfaces  algöbriques,  Paris  1873,  p.  230  ff.  Nach  ihm  bleibt 
der  Satz  auch  richtig,  wenn  man  den  metrischen  Begriff  der  kürzesten  Linie  durch 
Benutzung  einer  allgemeinen  „Fundamentalfläche"  zweiter  Ordnung  projectivisch 
so  verallgemeinert  (vgl.  Bd.  I,  p.  150),  wie  wir  es  in  einem  späteren  Abschnitte 
über  die  Einführung  metrischf^r  Relationen  kennen  lernen  werden. 
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Uiiscro  lotzLü  (jlloicliuiig'  sii^i  also  aus,  tliiss  dieso  Vtjrbiiidim^sliiiioj 
(1.  h.  oine  Taugente  oinor  zum  Worilio  (•  =  oo  gehöreiulcn  geodäti- 
schen Linie,  Tangente  der  l<\uidiiuu'nlallliiclii(  c|)  =  0  sei,  deren  Ijinien- 
(Oordinaton-Clloiclnnig  vlnm  duiili  2Jpn^  =  0  gugobun  war  (vgl. 
]).  II.'J).  Unter  den  geodäiisehen  Linien  (22)  gibt  es  demnach  eine 
einfach  nnendlielu^  Hcliaar,  dargesl,ellt  durch  die  Gleichung 

J    I'A^  J  |/A, 

deren  Tangenten  A'iv  l*'iin(h'iuuMiliillliiehe  berühren.  Ebenso  gibt  es 
in  der  Scluuir  (2.'))  unendlicli  vieh^  Ourven,  dargestellt  durch  die 
Gleichung 

deren  Tangenten  den  inuigiuären  Kugelkreis  treiVen"*').  Da.  wir  aber 
die  geodätischen  Linien  Ix^-eits  als  unabhängig  von  der  Wahl  der 
r'iindauieMtallläche  int  conlbcalen  Systeme  erkannten,  so  kommt  eine 
analoge  Kigensehal't  alh^n  (%irven  (23)  oder  (22)  zu;  und  wir  l\(">nnen 
den  Satz  aussjorechen: 

Alle  TaiHicnicn  läin/s  der  väntliehni  geodätischen  Linie  auf  einer 
Miltcljniulils(lüe/tc  swvitvr  OnlnntHj  ninl  Kinase  berühren  eine  eonf'ocale 
Fläche''''). 

Hieraus  ergibt  sieh  unmittelbar,  dass  di(^  belrachtele  geodätische 
liiuie  in  ihren  Hchuil(|Mndd('n  mit  der  von  ihrtui  Tangenten  nm- 
hülllen  contocaleu  IMäche  stets  mit  dieser  letztereji  zwei  zusammen- 
l'allende  Tuiddc  gemein  hat.  Jede  KrihHmumjslinie  der  Fläche  ivird 
also  von  ciii/äch  unendlich  vielen  (jeodälisehot  Linien  berührt  ^^*);  und 
/war  hat,  wie  leicht  /u  sehen,  liir  alle  Linien  dieser  Schaar  die 
Constaid.e  (J  in  (12),  oder  A  in  (22)  einen  und  »lensidben  Werth. 
Tnsbesoiulen!  irird  jeder  Focal/ayelse/tnilt  von  den    '/'(nhjcnfcn  idlcr  dcr- 

*)  DiüSi*  Ourveii,  liir  wolchc  das  Hoy:cn(»U)im)iit  äs  au  jinlcr  StfUi«  ver- 
Hohwiiulot,  und  wolche  man  deshalb  als  Ourven  von  der  Imihjc  Ä'ull  bczoichnet, 
sind  auch  sonst  vou  \Vi('hti>>keit;  vgl.  z.  B.  Lio,  Beiträge  zur  Theorie  dtM' 
Miniinalflilehen,   Math.  Annalon,   Bd.  14  mid  16,  und  Darboux,  a.  a.  0.  ji.  Otl". 

**)  Ea  ist  leicht  zu  schon,  dass  sie  auf  der  lotKtereu  ebenfalls  eine  gcodil- 
tische  Linie  innluillcu.  > 

"■■*"*)  Dieser  Satz  ist  vou  Ohaslos,  der  auch  die  zuletzt  vorher  erwähnten 
Sätze  in  anderer  Weise  gewann,  zu  einer  Fadenconstructioii  der  Ivrüniuiungs- 
curven  benutzt  (Ijiouville's  Journal,  t.  Sörie,  t.  11,  Comptes  rendus,  t.  22,  1846). 
Kiucu  benoiidereu  J''all  dieser  Constructiou  hatte  M.  Roberts  gt^geben  (Liou- 
villc's  Jüuruiil,  ib.)  Vgl.  diuilbcr  Staude,  Math.  Annalen,  Hd.  20  und  Salinon'a 
liaunigeonictrie  (bearbeitet  vmi   Ki edler),   Art.  13i>. 


Din   I'"lllt'li(»ii  /.wrili'i    ( (itlnmi);;  iiikI   /.wt'iltn'   KIiimh«'.  Ullll 

jcni<f<'H  !i<()(l(Hi}<di(U  Lhiirii  (fcsrliiiiUrti,  ivclchr  t/idc/i  die  an/  ihm  lifynuicii, 
N<il)<ipiiu/t(r  hiHdiirchfirlicn.  V]h  bnuuilil.  Ivnuiii  licrvor^rliobni  /ii  wcimIcmi, 
(liiHH  HH'M  lilr  jcdt»  Holclu)  l/iiiiü,  dio  diiicli  rinrn  NiilM'l|niiil(l,  ;i,'<'lil., 
(Ii(»  liy|i('i'(>lli|iii.s(li(Mi  liil(>^riiJ(i  in  (L'Il!)  jiiiI  cllipl  iscIk«  liilc^nilr  i«i- 
(liicircii''). 

|)i<*  /iil(<l/.l.  |i;iMlUl('<lii(Ml  l!ul)(M'In|^lin^iMi  sind  luicli  dcMim.ll»  von 
priiicipirlloiii  ImIimthho,  woil  Hi<^  iiiih  oiii  l((M.s|ii(d  diiCnr  ^(dxMi,  wio 
tli(^  l/iiiit>ii  oiiMW'  (!(>ii^i'ui>ii/,  (titid  idiiit  Hohdiii  wird  ja  von  d(Mi  ^(mmoIii- 
HiinKMi  '^an^'«Md(Ml  /.woi(>i'  PMüclwui  ^<d)ildo(>)  Hi<'li  ho  ^i'n|i|iinMi  Iiihhoii, 
diiHH  ininhM'  jo  iiiiciidlicli  viele  t>in*<  iil)wi('l\<<lliiit-t>  l<'lii<-li(>  hildiMi.  Diu 
l)iiiTlir(lliiun)^  cinci-  hoIcIicii  Anordnung'  der  ( 'on^rnon/iinij^n  ci  l'ordjirl, 
jcdcsniiil  dio  Inl.cH'niiion  (Mncr  <^<'\vi.ss«in  I  )ill<'i(Mil  iidi^lcicliiin«^';  und 
uniilo)j;«Mi    rroldcMirn    wcrdtMi    wir   nocli    vvifderlioil,   l)^>M•(^^•n<Ml**). 

l)i(i  vor.slidicndrn  nclriicliliini^cn,  iM.shcsondcro  di(<j(Mii;^'(Mi  illnu* 
die  v((ntllji;(Mnrin('rl(Mi  tdli|»li,s(li(tn  ('(»ordiiiiilt-n  werden  iinbnuic.lilmr, 
wenn  nieli  die  l''läclien  der  Seliiiiir  /'' -|  A<l>  ()  in  irj^cnd  einer 
W«MH(^  l)«!rillin^ii.  .I<i  nach  der  Arl,  dientM'  M«M'(llirun;^'  wir<l  einer  d(>r 
obi^^en  drei/elin  l''ii.Ile  (p.  252  l>i,s  IMKI)  einirelen  nidH.sen;  wenn  wir 
lel'/lere  im  l''td<.!;eiideii  ein/,elii  Liir/,  din'cdispreclien,  so  V(>rvveil(Mi  wir  do(*li 
l)(>sonderH  liei  (Uuijeni^'en ,  welche  diii-(di  Minlilhnin^  des  iinii*;'inärou 
Kii^cllv reisen  anr^;(HV("»hnlielie  Krdniniiin^'sciirven  und  ^■l!odäl.iHchoCurvoll 
((Ihren.  Als  Nr.  I  isl,  (l(<r  iill^enudne  l'\ill  bennlH  orlodigt;  wir  ^ohoii 
diiher  Hofori  (lb(M'  /ii 

Nr.   '2,   wo  (v^l.   I'.   MH'»   mid   L^^)l^): 
(LM)    /'■  I    /l«l>     .('Sl    /l)",'   \'(a,\k)ii,/   I    L'(A',,   I    A) //,,//,       n.;\ 
l)ur»di    (dn(ui    rnnKI    x   ^iduMi    drei    IMiulntn    thir   Sciluiar,    dargoHtoUt 
(hiridi    die   <  tleielnini^en 

lilr  /  •*  '  1,  U,  .'5;  dabei  sind  A, ,  L^,  A.,  dio  Wurzolii  der  in  A  eubisehcMi 
(JhdcJiun^,  widche  imih  der  liidioii  Solle  cniHlohl.,  vv<'iiii  nnin  A,  durch  A 
orHoi/i;  rolgliidi    isl  auch 

wo: 

,p  ^-^  ;r,^  f  :t\/  ■■[■  l>.r,,  .r, . 

"')  Uohcr  aiiiliM'<t  l<'lUlo,  in  deiioii  hIoIi  (ho  liil,e^M-ule  (durtli  tx'wUi,  liixuiro 
Siilmliliilioii)  luil'  i'lli|itiHclu^  rtxliicinMi  Iiimh(Mi,  vgl.  von  Hnunniilil,  MatluMii. 
AiiiiiUini,  lld.  >2(). 

**)  Vjjfl.  initüii  den  Ab.scluiil.l  XX.  über  rücii)rolvn  hnoaic)  Vcrwaiidl.HcliafUiu. 
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Nimmt  man  successive  A  =  —  a^,  — a^,  —  «g,  diflferentiirt  ausserdem 
beiderseits  nach  A  und  setzt  sodann  wieder  A  =  —  «g,  macht  endlich 
zur  Abkürzung 

(27)       QCp^Q  (X^^  +  X./  -\-  2X.^  X,^)  =  {CC,  —  «2)  (0^1  —  «3)^  («2  —  «3)'j 

so  ergeben  sich  die  vier  Gleichungen*) 

in  denen: 

A/  =  («/  +  A,)  (a,  +  A.)  («,  +  A3)  (a,  -  a^f       für  /  =  1,  2, 

A3  =  —  («3  +  Aj)  («3  -}-  A^,)  («3  -f-  A3)  («^  —  «2)  (^1  —  "3)  ('^"^2  —  ^■ä)- 

Die  Formeln  (28)  dienen  in  unserem  Falle  mr  Einführung  der 
verallgemeinerten  elliptisclien  Coordinaten  Ai,  A^,  A3. 

Für  die  Fläche  A^  ==  Const.  erhält  man  aus  (6)  als  Differential- 
gleichung der  verallgemeinerten  Krümmungscurven 


(29) 


«1  +  ^1 

«2    +   ^1 

0^,  +  h   *   («3  +  KY 

^z  +  h 

dXj^ 
«1  +  ^1 

dx^ 

«2    +   ^1 

^.-\-h    '    (^3  +  ^1)"^ 

dx^ 
«3  +  K 

X^ 

^2 

^3 

x^ 

dx^ 

dx.^ 

£?a;3 

dx^ 

0; 


denn  die  Glieder  der  ersten  Horizontalreihe  sind  jetzt  die  Coordi- 
naten des  Poles  der  Tangentebene  der  Fläche  A^  =  Const.  im  Punkte  x 
in  Bezug  auf  die  „Fundamentalfläche  (p  =  0".  Multipliciren  wir  die 
Verticalreihen  der  Determinante  bez.  mit 

+         " 


«1  +  ^2  '       «2  +  ^2  '       «3  +  ^2  •'       «3  +  K     '     (-^a  +  ^2)' 

und  addiren  die  drei  ersten  Reihen  zur  letzten,  so  werden  alle  Elemente 
derselben  einzeln  vorschwindeu,  falls  man  annimmt,  dass  die  Punkte  x 
und  X  -j-  dx  sich  gleichzeitig  auf  den  beiden  ersten  Flächen  (25) 
befinden-,  denn  diese  Annahme  hat  das  Bestehen  der  Gleichung 

X-,    -  ,  X\y  '^ 


K  +  ^1)  K  +  ^2)  ~'~  ("2  +  ^.)  K"^.  +  ^2) 


(30) 

\"1       I       "1/     ^"1        I       "2/  V    2       I       "1/     V2        I       "2/ 

^    («3    4-    ^x)    («3    +    ^2)    \«3    +    ^1     ^    ^3    +    K)    ^    ic^3    +   ^1)    («3    +    ^2) 

zur  Folge,  sowie  der  hieraus  und  aus  der  Gleichung  (25)  durch 
Differentiation  entstehenden  Gleichungen.  Die  verallgemeinerten  Krüm- 
mimgslinicn  irgend  einer  Fläche  (24)  sind  also  wieder  ihre  Sehnitlciirven 

*)  Dieselben  sind  offenbar  auch   clirect  aus   der  Theorie   der  Pavtialbruch- 
zerlegung  zu  entnehmen. 
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mit  den  übrigen  Flüchen  der  Scliaar,  demnaeh  unabhängig  davon,  ivelcJie 
Fläche  der  letzteren  man  als  Fundamentalfläche  auszeichnet  Nimmt 
man  als  solche  den  in  der  Ebene  x^  =  0  gelegenen  Kegelschnitt 
und  betrachtet  diesen  als  imaginären  Kugelkreis,  so  kommt  man  zu 
den  geivöhnlichcn  Krümmungslinien  der  Paraboloide  (vgl.  p.  260). 

Die  Differentialgleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien 
schreiben  wir  hier  in  der  Form 


(31) 


X, 

x^ 

«1  +  ^1 

«2    +   ^1 

X, 

^2 

dxi 

dx^ 

d'x, 

d'x. 

+ 


<^S    +    ^1  («3    +    ^l)' 

aXn 
d^x.^ 


«3    +   ^1 

dx^ 
d^x^ 


=  0. 


Ein   erstes   Integral    wird    wieder    durch   Multiplication   mit  der 
Determinante  (29)  gefunden.     Setzt  man 


PM-{^)'  +  {^^)'  + 


£t  (Co  (JOa 
(«3    +    ^l)' 


+ 


2x^ 


Q  (^>  y)  = 


•'^'i  Vi 


+ 


•'■2  2/2 


+      •^3  ifi    "T    •''4   2/3        I 
— T— TT r 


(«3  +  ^1)'' 

a^4  2/4 


Scpilp;  =  g)j   1^1    -f-   ^2  t2  +  9^3  ^^4  +  ^4  ^3  , 

so  entsteht  die  neue  Gleichung: 


Sx.dKx.  .  Sx.dx.  —  Sx.^  .  Sdx.d"x.  Q(ßx,  d^x)  i  dP.Q(x,  d^x) 


Sx.^  s{dx.y-iSx.dx;)'^ 


+ 


Qidx,  dx)  2    P .  Q{dx,  dx) 


=  0-, 


nun  ist  aber 

Q {dx,  d^x)  =  ^d[Q(dx,  dx)],     Q{x,  d~x)  +  Q{dx,  dx)  =  0 , 

also  folgt  durch  Integration,  wenn  C  eine  Constante  bedeutet: 

/-QON  Qjdx,  dx).P{li) _J_  ^ 

^  ^  Sx.^  S{dx.)'-  —  {tix.  dx.y        ^• 

Zur  Berechnung  des  Nenners  bilden  wir  aus  (28)  die  Gleichungen: 

do  dx.        dtK- 

(33)         J  +  2  -i  =  ^ 


p      '  X,  A, 


für  i  =  1,  2, 


dQ 


+    Xo  Of  Xa  "T"  Xa  Ol  Xo  -7  1  (P  Aq 

— — ^— ^ — - — -  =  d  log  TT^ ; 

l.  ••^3  «4  "^    ^«3    ' 


ferner  erhält  man  durch  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  (28) 
und  Differentiation 


- — — -  =  d log     ..^    '  =  d  log  ^  —  d  og  Ao , 


da. 


duo 


also 
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(34) 


^  +  2^  =  2c^log|^-^logA3, 


^_|_2^  =  ^logA3. 

Die  beiden  Gleichungen  (33)  quadrirt,  resp.  mit  Xi^  multiplicirt  und 
um  das  mit  2xq  x^  multiplicirte  Product  der  Werthe  (34)  vermehrt, 
ergeben  das  Resultat: 

(35)  l^\^  Sx?  +  4  ^  Sxidxi  +  4  ^  (6/rr;)2  =  x,^  {d  log  K^f 

+  X,'  (d  log  A^)^  +  2x,x,  d  log  A3  [2  d  log  ^^  +  d  log  A3] . 

Auf  der  linken  Seite  schafft  man  q  mittelst  der  aus  (27)  fliessenden 
Relation 

(36)  dQ  Sx?  +  2p  Sxi  dXi  =  0 

heraus.  Zur  Umformung  der  rechten  Seite  dient  eine  Formel,  welche 
aus  i2Q)  durch  Differentiation  nach  A  für  A  =  Aj  erhalten  wird,  nämlich : 

subtrahirt  man  hiervon  die  Relation  (30),  in  der  1  durch  i,  2  durch  li 
zu  ersetzen  ist,  und  dividirt  mit  A,  —  A^,  so  ergibt  sich  eine  analoge 
Formel,  nämlich  («  ^  ^): 

/QQ\  *^1  I  2  I  2  A    '       t 


'    («3  +  l^^  («3  +  i,)        («1  +  ^.)  (a,  +  ^i)  («3  +  ^i)' 

Als  Factor  von  {dl,)'^  findet  man  nun  auf  der  rechten  Seite  von  (35J 
genau  den  Ausdruck  (37);  statt  des  Gliedes  mit  x^  tritt  zunächst 
allerdings  der  Term 

^x^  x^  1 


+ 


(«3    +   ^1)'   ^  log  A3 


8cc, 


2x  ^ 
auf,  aber  wegen  (28)  ist  derselbe  gerade  gleich  -. —  *    .3-,  ebenso  wird 

der  Factor  von   A/A^  genau    gleich    der   linken   Seite   von  (30),   also 
gleich  Null.     Wegen  A^  =  Const.  geht  schliesslich  (35)  über  in: 

(39)  4  [Sxi' .  S  {dxif  —  {Sxi  dx?)'^'\ 

—  —  (^Ag  —  A.,)  (p  .  ^       ^^  — ^^-     -; , 

worin 

Ai  =  («1  +  ^d  («^2  +  ^/)  («3  +  ^iT,     9>  =  S^i^' 
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Da  uns  P  bereits  durch  (37)  gegeben  wird,  bedürfen  wir  zur 
Umformung  von  (32)  nur  noch  des  Ausdrucks  Q  (dx,  dx).  Die  zu  ihm 
führende  Rechnung  ist  der  eben  gemachten  ganz  analog  und  gibt: 


'^^^'  Q  {x,  x)  +  4  ^  Q  (x,  dx)  -i-AQ  {dx,  dx) 


(?) 


Xo 


also  nach  einigen  Umformungen: 

(40)  4Q(dx,  dx)==^.  {l,  -  y  [^  -  ^^')  • 

Bei  Aufstellung  dieser  letzten  Relation  hat  man  die  bereits  oben  ab- 
geleitete Gleichung  (38)  zu  benutzen,  sowie  die  folgende,  welche  sich 
aus  (30)  und  der  aus  ihr  durch  Vertauschung  von  A^  mit  A3  ent- 
stehenden Gleichung  durch  Subtraction  ergibt: 

^^^^  ä:  +  A,  +  A3  +  V  ä^  -  ^• 

In  Folge  von  (37),  (39),  (40)  geht  (32)  endlich  über  in 

iX,  -iy-^{C-  '^)  =  (A3  -  AO  "^  (0  -  '^^)  ; 

und  die  Integration  lässt  uns  die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geo- 
dätischen Linien  für  unseren  Fall  in  der  Form 


(42)  /- 

t/   (a. 


|/^2  —K  ^h 


(«3+^2)1/(^-^2)  («1  +^2)  («2  +^2) 


:/, 


(«3+^3)V(^-^3)(«l+^3)(«2  +  ^3) 


gewinnen.  Das  Resultat  ist  also  dasselbe,  wie  es  sich  aus  (22)  für 
a^  =  «3  ergeben  würde,  eine  Substitution,  die  aber  wegen  der  un- 
gültig werdenden  Ableitung  von  (22)  nicht  ohne  Weiteres  erlaubt 
ist,  wenngleich  sie  sich  durch  Grenzübergang  rechtfertigen  Hesse. 
Die  in  (42)  auftretenden  Integrale  sind  elliptische  und  lassen  sich 
durch  solche  von  der  zweiten  und  dritten  Gattung  ausdrücken. 

Lässt  man  die  Fläche  F  —  «30  =  0  mit  dem  imaginären  Kugel- 
kreise identisch  werden,  so  liefert  die  Schaar  F -\- fi0  =  0  „ein 
System  von  confocdlen  Paraholoiden",  das  uns  schon  früher  gelegent- 
lich begegnete  (p.  260),  wenn  wir  dasselbe  auch  nicht  als  solches 
hervorhoben.     Wir  setzen 
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^_ L_ 


V  =  l/aq  —  a.,  —  ,     «  l/ao  —  ccc,  =  -  ,     a..  —  «,  =   — , 

IV  =  ~,  Z  ==         >       0^3  «2  =  ~  > 

ferner: 

V  =  **'^  +  ^2  _|_  ,,2  _   _     1      (jp^_    ^^  CD), 

Ff,  =  a,  «'^  4-  a.,  ■y^  +  2/^«t'  =  ^5  <l^ . 
0         1        I      j        I  ^^2 

Dann  ist  die  Schaar  fti^o  +  V  =  0  oder 

(43)  (a,  +  i^)  «2  4-  («2  +  j,)  t;'-i  -I-  fur^  +  27.-?t'  =  0*) 

mit  der  Schaar  (24)  identisch;  und  an  Stelle  von  (25)  tritt  als 
Gleichung  in  Punktcoordinateu : 

(44)  -^  +  -^-  —  ^  +  2^  =  0, 

offenbar  ein  System  von  Paraboloiden  darstellend. 
Es  sei  im  Folgenden  a^  >  ctg;  dann  haben  v^ir 
für  —  00  <  fi-  <  —  %  ein  elliptisches  Paraboloid, 
„    (i  =  —  «1  die  Foealparabel  7c^  y^  -\-  {2Jv0  -f"  a^)  (a.^  —  «,)  =  0, 
,,     —  a^  <  ft  <  —  «2  ^i^  hyperbolisches  Paraboloid, 
„    ^i  =  —  «2  <^i6  Foealparabel  h^x^  -\-  {2hs  -\-  a^)  {a^  —  a.^)  =  0, 
„    —  «2  <  i*^  "^  ~f"  *^  ßi^  elliptisches  Paraboloid. 

Die  Z-Axe  ist  gemeinsame  Axe  aller  Paraboloide;  die  eine  Schaar 
von  elliptischen  Paraboloiden  kehrt  ihrer  positiven  Richtung  die 
Oeffnung  zu,  die  andere  der  negativen  Richtung.  Die  Focalcurven 
vermitteln  den  Uebergang  vom  elliptischen  zum  hyperbolischen  Para- 
boloide und  umgekehrt;  jede  von  ihnen  geht  durch  den  Brennpunkt 
der  anderen.  Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  gehen  drei  Flächen  der 
Schaar  (44)  imd  zwar  ein  Faraboloid  aus  jeder  der  drei  genannten 
Schaaren  von  Paraboloiden;  denn  die  Wurzeln  der  in  fi  cubischen 
Gleichung  (45)  sind  reell  und  liegen  bez.  zvs^ischen  den  Grenzen 
—  00  und  — a^,  —  tti  und  — a^,  —  %  ^'^^  4"  '^^  -^^^  Grund  dieser 
drei  Flächen  schaaren  erhält  man  ein  System  „parabolischer  Baum- 
coordinaten  l,  jt,  v",   das   sich   aus  (28)   mittelst  unserer  Substitution 


*)  Auf  Grund  dieser  Gleichung  erörterte  Plücker  die  Focaleigenschaften 
der  Paraboloide,  a.  a.  0.  p.  271  und  284.  —  Für  die  parabolische  Ausartung 
der  elliptischen  Coordinateu  vgl.  J.  A.  Serret,  Cours  de  calcul  difförentiel  et 
integral,  t.  1,  art.  337,  Paris  1868  und  Böklen,  Gruuert's  Archiv,  Bd.  36. 
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ergibt,  wenn  man  mit  l,  ^,  v  diejenigen  Werthe  von  ^i  bezeiclinet, 
die  den  Werthen  A^,  A^,  X.,  von  A  entsprechen: 

2  ,^  _  (^1  +  ^^  ("i  +  ''■)  (''"i  + ';)  'bl 
C45\  ,,2  ^  _  (a2  +  ^)K  +  ^)K  +  ^)^i''' 

2;;  =  V  («,  +  (Lj  —  l  ~  n  —  v). 

Aus  (42)  endlich  erhält  man  die  Glciclmng  der  gewölmlichen  geodäti- 
schen Linien  auf  den  Paraboloiden  in  der  Form: 

U  Viix,  +  B)  {^,  +  «,)(ji.  +  fl.)  —  J  Vi^^TWi^^+^uKTW) 

unter  7?  =  — -    t  und  C  lutegrationsconstauten  verstanden. 

Ö3  +  ^  ö 

Nr.  3.     i)/e  Gleichimg  der  Fläehenschaar  lautet  (vgl.  p.  220): 

(24a)    F+  yl  CD  ^z£  («1  +  A)  w,-  +  (a,  +  X)  (»3-  +  2«,  n,)  +  2^f2 «,  =  0, 
und  in  Punktcoordinaten : 

^^^^^  ^+1    +    („^  +1)3    +    (^^7+^.    +  „^+,  -    ^>- 

Zur  Abkürzung  lassen  wir  die  zum  Ziele  führenden  Formeln  in  der- 
selben Weise,  wie  in  Nr.  2,  ohne  weitere  Bemerkungen  auf  ein- 
ander folgen: 


'ö^ 


V         ;„^+x'T'(a,  +  ;if"I~K  +  i)'-^"T"        «y,+;i  („^+x)(„^+;i)3         , 

(27a)  (f  =  x^^ -[- x.^ -\- 2x2X^,     acp  =  \-^ 

(28a)    (j^j2^Aj,    Gx^  =  k.i,    2ax2X^  =  K.,    6(x.^^ -{-2x.jX^)  =  A^, 

^  («1  -  «2)''  '  ^  of,  —  «1  ' 

In   (29)   sind   die   beiden   ersten    Horizontalreihen    zu   ersetzen   durch 
die  Werthe 

(''^9  a")      ^^  ^2      I       ■'^s 1       ^4 ^3      I        ^4  '''^-i 

und  durch  deren  Differentiale,  um  die  Differentialgleichung  der  Krüm- 
mungscurven  auf  der  Fläche  A,  ==  Const.  zu  geben: 

Clebach,  Vorleauiigen.  II.   1.  20 
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foo^\ '^il L     ^3'  +  2a;,  a;^        ,  2x,  x,  /      1 1_ \ 

j 3l / ^ L i I  ^      \  — ()*) 

Die  Differentialgleichung  (31a)  der  verallgemeinerten  geodätischen 
Linien  ergibt  sich  aus  (31),  wenn  man  die  Elemente  (29  a)  in  die 
erste  Horizontalreihe  einführt.  Ein  erstes  Integral  derselben  liefert 
wieder  die  Gleichung  (32),  wenn  man  setzt: 

n  r-    „\  —     -^  -'i-      4-         -*  '^* I-  ^^±+^'tlü  4-  ^3  y?.  +  --^'a  ?/4  +  •'»^4  ?/•. 

S  (pi  i'!  =    (pi  i\    +      g^o  ^a    +     g'.'  •^4      +    9^1  i'i ■ 

Die  weitere  Umformung  von  (32)  geschieht  mittelst  der  Formeln: 

<Zff  j^  fj  dx.^  d  tK^       ^  **  _L  9  '^^'^'^  '^^^2 

VT"  "^  ^   "~  "Ä7 '      ö    "T"  -^    rc,    ^    Ä7'  ' 

d  6    .     --.  d  x.,_         ^  d  Ao         d  Ao 

V"  ^  a^T  ^     A, '      ä;'  ' 

Jff    1^  ^  rZ.r.,  j^  f?(4  A^  A^  —  Ag^)         ^  fZ  A« 

<T    "•"  "^    A'2  '^     4A2A^  — A.,^  '^    A^ 

(35a)  (''^y  ^^»r  +'4  ^  Sxi  dxt  +  4Ä(r/a:0' 

~  '  v^j  +^3  (^  X     "Ä7J  +^^2^*-Ä7i'^  4a,a,-a;^"~^7;J' 

(36  a)  f/(9  .  Sxi^  +  2  ö 5;r,-  f?^;,  =  0 ; 


(^'^^)     («^+;..)^\a^4-;i^.)  +^^  (^^+r)n«.  +  ^, 


In  (35a)    wird   nun   der  Factor  von   dX.,^   auf  der  rechten   Seite 
gleich  dem  Ausdrucke  (37a)  für  i  =  2,   wobei  zu  beachten  ist,  dass 

*)  Die  beiden  letzten  Glieder  der  linken  Seite  sind  auch  gleich 

-  2  X,  X,  ^~  ^-— _--___j   4-  _  .r,-'  ^  —  ((a^+;ij(a,+7;j)  * 

'*■*)  Der  zweite  und  dritte  Tcrm  der  linken  Seite  sind  gleich 

Igi?'^/  1  \        j,  d  f  1  \ 
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•^4'-'      L  J ^ 1 1. 1    . 


2aj/ 


Ebenso   wird   wegen  (30a)   der   Factor   von  ilL^dk^   gleich  Null,   und 
man  erhält  für  X^  =^  Const.,  dX^  ==  0: 

,  „  s  41  Sxi^S(d.X/y — (SxidXiY^ 

—  -  {A,  -  A,)(p  i         j^^  ^^ j, 

^i  =  («1  +  ^d  («2  +  ^d%    9)  =-  Sxr- 

In  analoger  Weise  ergibt  sich 

(40a)  Q  {dx,  dx)  =  <p-(L,-  A,)  { '-^"  -  '-^ ) ; 

(41a)       A    -r  A.. 


2x,x.  ^4-' 

da., 


3-4  -^--^  +  - -f- 


0. 


^- =  (a',  +  AJ  (0:,  +  y  («,•  +  4), 
und  schliesslich  als  Gleichung  der  verallgemeinerten  geodätisclien  Linien: 

yxs  —h  (^h 


(42a)  j; 


yi,j,  — Aj  dx, 


('^2+^2)'"J> 


Const., 


y{A-X,)ia,+X,){cc,-\-X,r  —J  V{Ä-X,)(a,+X,){a,-^X,y 

wieder  eine  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen. 

Nr.  4.    Die  Gleichungen  der  Flächenschaar  in  Ebenen-  Ijez.  Fmüd- 
coordinaten  sind  (p.  221  u.  262): 
(24b)     F+A(^^-~  u;'  —  u.,^  +  2(ai  +  X)  u,u,  +  2(a,  +  A)ii,v_,  =  0, 


(25b) 

(26  b) 
(27b) 


a;^^  ,     2x\x^      .     2x^a\ (X  —  X,){X  —  X.,){X—X.,yp 

K  +^r  '  («2^  +  ^r  "^  «i^-f  ^  "^  ^tT"^  ~   K  -  A?(«, +Ty^  ' 


+ 


fp 


=  9 


2it;j^a;o  +  2x.,x^,     6cp  =  1. 


(28b)       öx./^  =  \,     6x,^  =  k^,  2ax^x.i^=  K.,     26x^x^=-A^, 


A/+1  ^ 


{^i  +  K){'^!  +  h)(^i  +  h)'P 


A/ 


('of,  —  a.\" 
+   A,   ^  «.  +   A,  ^  a,  +  A3 


1,2; 


>0* 
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[       ^  ■'^:;  ■'*^4 1 ^il ( I I () 

"*"  K  +  ^i)  («v,  +  A,)  "T"  (a,  +  A J  («,  +  A,j  Vcv,  +  X,  "^  tv,  +  ij  '         ' 

^  ^'^i^  —  -^K  +  i,f  "^  ^  («2  +  ;ii)='  "T"  (a.  +  hY  "^  (£v,  +  \Y^ 
r\(r,.  ,\—  9     •'^■2 2/2      j ^Vj 1    5J/2_-lif^oj/j_    ,    ^:)?/4  +  3^4 y, 

^^  _]_  9  ^^^2  ("^Aj         ^^^19  f^^i  9  ^^^3         ^^^1 

V  '        ^  Aj    '        er      '         «1  A3  A,    ' 

rZcr  j^  ^  fZ.T^  dA^         da    ^^  ndx^  i^dfK^        dA^ 

V  "•        "rCj  Ä7 '        a      '         x.^  ^^  A^    ' 

(3r,b)       ('^')^^.^f  +  4  ^"  .S;r,f7:r,  +  AS  (der  0'  =  2^,  -t,  ^'  (2  '^  -  ^-^) 

^^^^3^'iA,  r  A,          aJ' 
(36b)  döSxi''  +  26Sxidx,  =  0 , 

f;i.  —  z,,)  (X.  —  XA 
(37b)         P(,,)=_Li^^iH^,,    i^;,/,, 

2a;i.-B, ^  2   2  (a,  +  I^)  +  of^  +  h 

(38b)     («1  +  ^;)^'  («1  +  h)  "^        '      («1  +  ^0'  ("1  +  hT 

,    __  Sa;,,*-, ^  ^     2  \^.+h)+^^+h 

"^  (-2  +  iJX-^  +^A'^  "^       '    («^  +  ^OX^-^  +  ^A-)"^ 

(a,  +  r) -''(«,  +^,)^' 

4[/Sa:,-2^(fZa;,-)'  —  (6'r^:;f/j;/)-] 

—  —  K^2  —  h)<p  L      Ä2      ■  ä;^      j  ' 

A,-  =  («, +  A,-)^(«2  +  A,)^; 

/ 

(40b)  Q{dx,dx)  =  9)(;,  -  X,)[^^^^  -  ^], 

(41b)  -^  +  ir^  ^  H ^  +  ^  ^-"  =  ^? 

yl,-  =  (a,-|-/l,)(«,  +  'l2)(;<t,-  +  A3); 


(39b) 
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Diese  Integrale  geben  die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen 
Linien;  sie  lassen  sich  durch  Logarithmen  auswerthen,  docli  gehen 
wir  darauf  nicht  ein. 

Nr.  5.    Es  handelt  sich  um  die  Flächenschaar  (p.  223  u.  262): 

(24c)    i''  4-  A0  "  tC  +  2u,u.  —  2(«  +  A)  {u,n,  +  w.'^y)  =  0, 
(25c)    x,c  +  (a  +  l,f  {x^  -\-  2x.^x.^  +  ^(«  +  l.f  {x,x^  +  x.,x,^ 

+  2(n:  -f-  ^i)x.,oc^  =  0. 

(26c)        («  +  A)'-  "T  (T+Tp  "^        (a  4-  ^)'        '  £^+1"      ^ 

(«  +  ly  ' 

(27c)  g)  =  2^;^  :r^  +  2ii;^  ^s  =  ^ ' 

(28c)         (?i;/  =  Aj,     2(?^3a;,  =  A,,     (?(:C3^  +  2^,a;J  =  Ag, 

2a{x^x,^-\-x.,x.^=-  1, 
Ai  =  --(«  +  '^i)  («  +  '^i)  («  +  '^J;     A3  =  —  3a  —  Aj  —  A,  —  A3, 

A.^  =  -—  \  \-^^~  +  „TjTi;  +  a+Tj' 

'^^    ^         a-|.;i"t-(„_^;^y.-r(„_^^)3-r^„_^;i)4j      «  4-  ^    1    („  -J-  ^)2  i-  („  ^  ;i)3, 

+  ^^T^-2^     "XT    fürA  =  Ai. 


(30c)       [2x,x^  +  2a;2^-3  +  (a:3-  +  2x^x^)  (^^-  +  ,7^^) 

^  (« +  ^1)  (« +  h)y '  (« +  ^)  (« +  ^2)        ^" 

P(j\  =.  4.       ^4  I    q    ^^3-^4       I    i)  ^3"  'T  " ■'^■j ■'^'.1     [    o  ^1  ^'4  ~r  ^2 »^s 

'5(95,-t^i)  =  qp^T^^  4-  9)^^/;^  4-  qp^^g  4_  ^^^^. 

*)  Maclit  man  A  =  (or  4"  ^i)'~^(«  4"  ''•2)""^)  so  ist  die  linke  Seite  gleich 
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da    ,    r^dx.         JA,        da    ,    ^dx.,         c-,dl\^         rfA,    ,,, 

L-  y  — '  =  — -       ----  -X-  z  — -  =  A  — =  —  -  il  Ji 

a    ~       x,^  Ai   '       a    ~       X.,  A.,  A^  ' 

dß    .^  (ix,  ^  ,^  (Z(4A,A3  4-  A^  ^,-j  d\  ^ 
G    ~^  ""    X.,  "     4AiA,  --  A.^  "^    Aj  ' 

^^  ^^ ""'  {oc  +  hfi-^-hr 

4-9.  r    ''±±3'  +  K^  +  ^a)  («  +  h)  +  (-  +  ^O' 


(40c)  (>((/a;,  da^  =  w  ■  (L  —  A,)  •  ( -4^—. ^A!_  | 


— 1 


(4 1  c)       ^£ii^._J_2^^  _  (^^  _f_  2^^^J  1^1 

.4  =  -  A,  =  (a  +  AJ  {a  +  A,)  (a  +  A3). 
Die  Gleichung  der  „geodätiscJien  Linien"  erscheint  schliesslich  in  der  Form: 

Die    vorkommenden    Integrale    lassen    sich    auf    logarithmische    und 
algebraische  Functionen  zurückführen. 

Nr.  6.  um  die  Gleichung  der  Flächeuschaar  zu  erhalten,  haben 
wir  in  (2)  nur  a,  =  «„  zu  setzen  (vgl.  p.  224  und  263).  Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  gibt  dann 

(47)     V+_^'   ,     ^l_     ,       ^,'     _       {i-x,){x-i,)<p 

^i  +  ^    ^  ^3  +  ^  ~  «4  +  ^       (f'i  +  ^)  («.  +  ^)  («4  +  ^) ' 
denn   es   gehen  jetzt  nur  stvei  Flächen   der   Schaar   durch   einen  ge- 
gebenen Punkt  X.    Um  krummlinige  Coordinateu  einführen  zu  können, 
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muss  mau  dulier  eine  dritte  Gleicliung  zu  Hülfe  nehmen.  Wir  «etzeu 
(48)  x^  =  l^x.^, 

(].  li.  wir  wiilileu  eine  Ebene  des  hicrdiircli  dargestellten  Büschels 
als  dritte  durch  x  gehende  Fläche;  sie  steht  in  „verallgemeinertem 
Sinne"  orthogonal  zu  den  beiden  durch  x  gehenden  Flächen  A  =  A^ 
und  A  =  ^2-  -^^^  swjehörigen  dlipfischen  Coordinaten  sind  daher  fje- 
geben  durch: 

6{^x,    -1-  ^,  ;  _  ^^^  _  ^^^^^^  _  ^^^ ,     ox.,         -^^^  _  ^^^^  _  ^^^  , 

(40)  ^  _  (g,  +  l,)  K  +  ^.) 

g,  =   1   =   ./■/•i   +   J-;^   -f   X.;'   +   a;^''^   =   AS'.f/'^  . 

Durch  Ditferentiation  entstehen  die  Relationen: 

da    1^  t^  dx.-^  dl^  ,         dX^ 


(50) 


do    1^  9  f?.fi  dXj  .         dh         ,    ^^         dX^ 

7^  + "  "a-7  ~  a,  +  X,  "^  «,  +  z;  "T"  -^  A7(r+  V)' 

a    ~'~  "^    x^  o;^  -)-   ''■1  "-i   +   ^2  ' 

da    .    ^j  (Li;,  f/il,        j^       fZA^  ^^     ^:-,(i^3 


ö      '    ^    .r,  «,   +   A,     '     «1   +  A,  1  +  ^3^ 

Durch  Quadrireu  und  Addireu  dieser  Gleichungen  wird  auf  der 
rechten  Seite  der  Factor  von  cUg^  wie  sich  aus  (47)  durch  Differen- 
tiation ergibt,  gleich 

Pi2  \  .«1^  +  ooj"    1 ^3^         j ^V 

(^51^  ^  -^  ~  («X  +  Kr  ^  («3  +  ^r  ^  («4  +  ^r 


der  Factor  von  2dl^dK  wird  gleich 

(p.<2\    ^1  ^  +  ■'^2 I ^ I ^V ^_  /|. 

^'^^^      (cv,  +  AJ  (a,  +  I,)    "^    («,  +  A,)  («3  +  l,)    ^    («,  +  AJ  (a,  +  A_,) 

der  Factor  von  dk.^dL^  fällt  wegen  (48)  identisch  fort  und  derjenige 

von  dl/  wird 

/KON i    _(.  2,,  2  _i   ^' "\  ^  4. ^'^il+  *'2^  = yK  +  ^i)(«i  +  ^J  

Drückt  man  noch  0  durch  Sx^  =  cp  aus,  so  folgt: 

4[s(cix;)^sx;'  —  {Sxidxif] 

•^    L  A^  "^       (1  +  ^3-'^)'^  {a,  -  aj  («,  -  a,)\ 
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Die  Differentialgleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien 
wird  wieder  durch  (11);  ein  erstes  Integral  derselben  durch  (12)  ge- 
geben, wenn  wir  dort  «^  =  «^  setzen.  Zur  Umformung  dieser  Integral- 
gleichung benutzen  wir  ausser  (54)  noch  eine  Relation,  welche  sich 
durch  Berechnung  des  Ausdrucks 

da  _,    X;dx,  _^  (dx-Y 


/flci\'  *'■"  "Ö  X;aX;  l 


+  h 


ergibt.    Macht  man  d^^  =  0  und  berücksichtigt  die  aus  (51)  und  (52) 
folgende  Gleichung 

/P.P.\    ^1      +    ^ä" I ^3 I ^4 __  ^ 

K''-')  (cj  +  l,?  (a,  +  X,)  ^  {a,  +  X,r  («3   +  ^i)  ^  («4  +  hf  («4  +  ^i)        \  ' 

A,  =  («1  +  A,)(«:>+  A,)(«, +  A2), 
SO  folgt: 

(56)     4SÄ  =  40  =  J<^+4^';'Y^'"+lfl :). 

Die  Integralgleichung  (12),  d.  h. 

P{k,)Q  =  G[S{dXifSx^  —  ißxidx^^] 

gibt  dann  als  zweites  Integral  die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geo- 
dätischen Linien  in  der  Form: 


(57) 


"i  -\-  hJ  («1  +  X., 


)y{X,  +A){X,  4.c.3)(i,+«,) 


Hh  —      ■ arctang  A3  =  Const. 

V{<^-i    —    «1)  '-«4    —    ^l) 


Man   geht  von   hier  zu  den  geivöltnliclien  geodätischen  Linien  der' 
Rotationsfläche 

a-  +  /*!        c*  +  fii 

und  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  in  derselben  Weise  über,  wie  dies 
in  Nr.  1  mittelst  (5)  geschah;  man  hat  nur  a^  =  «2  ^u  nehmen.  Es 
entsteht  so  die  Gleichung: 


I =  -\-  w  -\-  Lonst. 


Vic'  —  a-){B 
wenn  A3  =  -  =  fang  g)*). 


*)  Für  jede  Rotatiousfläclie  kann  die  Bestimmung  der  geodätischen  Linien 
auf  Quadraturen  zurückgeführt  werden;  die  Einführung  der  elliptischen  Coordi- 
naten ist  daher  in  diesem  Falle  nicht  absolut  nothwendig,  hat  aber  für  uns  zur 
Illustration  der  Ausartungen  principielles  Interesse.  Eine  fundamentale  Eigen- 
schaft der  kürzesten  Linien  auf  Rotationsflächen  fand  schon  Clairaut,  Memoires 
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Nr.  7.  Um  die  Gleichung  der  Fläclieiischaar  zu  crluilteii,  liat 
man  in  Nr.  2  a.^  =  a.^  zu  setzen.  Sie  entstellt  also  durch  Nullsetzen 
des  Ausdrucks: 

Zu  den  beiden  Flächen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen, 

steht  die  betreifende  Ebene  des  Büschels 

(48a)  •  x.^  —  AgÄ'^  =  0 

ebenfalls  senkrecht.     Mit  Hülfe  der  so  delinirten  elliptischen  Coordi- 

naten  A^,  L,,  l^  gestalten  sich  die  den  Rechnungen  von  Nr.  G  analogen 

Entwicklungen  in  folgender  Weise: 

^  6(x:'  +  2x,^-,)  =  —  A.,  —4-,    -\ T-T =  A^^; 

(J.2;/  =  A.,     ö-^  =  9?  =  Ä'/  +  Ä-/  +  2rr.,a'^, 
(«2  -  «J'-^'Aj  =  (A^  +  «,)  (A^  +  «,)j      («1  —  «a)A2  =  (Ai  +  «2)  {^  +  «2)- 


(50a 


(51a) 


,     tj  (Zx'^  d/K.,        da  j^  _.  (LCg  (ZA^  j^  ^^  (Z^4  —  2X^dXc^ 


G      '     "    a",  A., 


73/3  \  "*!"  I    ''^'  "f"  2a;3a;4    .     f)         a;. 


(tvi  +  i,)  («,  +  A,)' 
^      ^      (<^i  +  i'i)  («1  +  h)  "^  K  +  ^1)  («2  +  ^2) 

^  («2  +  ^1)  («vs  +  A,)  w,  +  ?M  ^  «2  +  ^,/  ' 

(53a)  ^  =  49;A„ 


X. 


(54a) 


4[Ä(c?^,)''S'^i'  —  (Ä:i;,-f7;xv)'] 

^  L       Ag         '  «1  —  «2  J 


A2  =  («1   +   A,,)  («2   +   Aj)^ 


de  TAcademie  des  sciences,  Paris  1733.  —  Unter  den  von  L.  Brill  in  Darmstadt 
herausgegebenen  Gypsmodelleu  findet  man  Rotationsellipsoide  mit  aufgezeichneten 
geodätischen  Linien,  sowie  ein  dreiaxiges  Eilipsoid  mit  geodätischer  Linie  durch 
einen  Nabelpunkt. 
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(56a)  4«  =  .p|'',';'+4:--±i,;v]. 

Die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  ivird,  weuu  B 
eine  Tntegrationsconstante  bedeutet: 


*^^^^^  nc^^M^r=^  j 


n.-hdl,  ^h  2A,  =  Const. 


Nr.  8.  Wie  Nr,  6  zu  den  gewöhnlichen  geodätischen  Linien  der 
Rotationsflächen  mit  Mittelpunkt  führte,  so  liefert  uns  Nr.  8  die  ent- 
sprechenden Linien  für  das  Hotationspardbohid  (p.  265).  Die  be- 
treffenden Gleichungen  stellen  "wir  kurz  zusammen. 

(48  b)  a;j  =  X._^x.^. 

1    +    ^5" 


(49b) 


A 

<^'V  =  r+V-^'    (?-i  ==.  qp  =  ^//•^  -}-  ^■;-  +  2xya-4, 


worin  A^,  A.,,  A  wie  in  Nr.  7  definirt  sind. 
(50b) 

fZff    I    o  fZ  x'g JA,  2X3  (ZA3        d^  _\_i)  d^i  d^2 

G        ''^     X.^  Äj  1    -f-   ^3^'         ö        ■"  X^  A„     ' 

<'51  b^      /-'('yl  ^  =  '^L__J  _^^  _J_      ^^3^4        I    9       ^'4" (^a         ^i)y 

(53b) 

(54b) 


4*.-  4(pAi 


1  +  ^3'         1  +  ^3' 
4\Sxi^S(dXiy-^  —  (>$'ii7f?-*:v)"'^] 

^  •2r   (Ax  -  ;i,)cz^,^    4__il^3i  («1  +  ^i)(«. +  ^.)] 
^  L(«i  +  h)  («2  +^)'  "^  (1  +  hr-     («1  -  «2)'    "J  ■ 

(57b)  («.  -  r.,)l/"-'+"f  /' ^^--^-^^-^..^ 

+  2  arctang  A3  =  Const. 
Der  Uebergang  zu   rechtwinkligen   Coordinaten   geschieht  durch 
dieselben  Formeln,  wie  der  entsprechende  in  Nr.  2;  es  ist  a.j  durch  c<^ 
und  ßjg  durch  «2  ^^^   ersetzen.     Die  Gleichung   der  Schaar   confocaler 
Paraboloide  wird  dadurch 

•    -4:-  (x'^  +  r)  +  -'^'  =  -r- 
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Da  (las  Integral  auf  der  linken  Seite  von  (57b)  aus  dem  entsprechen- 
den von  (42)  durch  die  angegebenen  Modificationen  entsteht,  so  erhält 
man  ebenso  das  neue  Integral  aus  dem  ersten  Gliede  von  (4f))  für 
tty  =  rtjj  und  hat  nur  den  constanten  Factor  von  dem  Integrale  in 
(57b)  um/Airechnen.  Die  Gleichwig  der  (jewöhulichen  (/codülischen  Linien 
auf  dem  liotationsparaboloide  fi^  =  Const.  wird  sonach 


l-i/CiC-a^  j  _J^>^^-^^_  _^  2arctangA,  =  C , 

wo   C{CL,  +  B)  =  L 

Nr.  y.    Wir  haben  in  (47)  «.j  =  or^  zu  setzen  (vgl.  p.  22^  u.  265) 
und  erhalten  also: 


(47c) 
(48c) 

(49c) 


(-1  —  A,)«3P 


a,-\-l       '       a,-^l           ^i^a,){l-{-a,)' 

^l    =^  '^■2^2?        ^3   """^   '^s^.i- 

^1    +   «1         h^                  ^,.  2                     -^1    +   «'s         K^ 

a..  -  c^  1  ^  X,/ >        "-^3                     (,^   _  ^^  1  _|_  ;i^^> 

0X^2^  = 

a,-^,l  +  X,'^'       ^-^^                  a^-a,l  +  X,'^^ 

de    ,     ^  d  x^             dXi              'iX.^dl^   ■ 
ff    +  ^    0-,    ~  ;ii  +  «.          1  +  ^la" 

dff     ,     fj  dx^              dX^         1     2rfA.^           2X.^dX^ 

ff      '     "    a'i            i,  +  «1     '       i,             1  -f  ^./' 

rfc  j^  fj  <^a?4             dXj^              2Xr^dX.^ 

(50c) 

_[_   9  *    i 

ff  '  X^  ^1     +    «3  1    +    ^3^' 

ö~  ■"    "x7  "^  Ä7+  «3  "^    ^^^      i~+~v  * 

^       ^      x-^A,;        ^^^  _^  ^^^,  -^  ^^^  _^  ^^^,  ^^^  ^  ^^^  ^^^  _j_  ^^^, 

\Sx?8{dx'if  ~  {ßxidx?f\ 
(54c)       ^  ^       \K_±^^     idx,Y  A^_-f  «3     (cU,,)^   -j 

^  Lcv,  -  «1  (1  +  ^,^r  -r  „^  _  „^  (1  4.  i^.^t] , 

(66c)  0~S ^^^^- --W \~-- ^'^ 4-  — ^—     ^'^ ^-^^1 

(5^^)  l/|f|/rfl^-J'4^- Const., 

^  .  a-  («,  +  AO(a,  +  Aj  =  I  +  A,(a,  +  X,)(a,  +  A^C 
Die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  wird  also: 
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Yä  +  «1  arctang  L,  —  ]/ä  -j-  a.^  arctang  A^  =  Coiist. 
oder 

(^«^  (}^       irl-f)       =Co-i 

Hier  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  nur  eine  Fläche  der  Öchaar; 
deshalb   mussten  in   (48c)   zwei  Ebeneubüschel   zu   Hülfe   genommen 
werden;    letztere   bilden    mit  der  Flächenschaar   wieder   ein   (in  ver- 
allgemeinertem Sinne)  dreifach  orthogonales  System. 
Setzen  wir 

so  geht  (58)  über  in 

gibt  also  eine  (im  Allgemeinen  transscendeiite)  Fläche,  die  auf  unserer 
Fläche  zweiter  Ordnung  die  geodätischen  Linien  ausschneidet.  Führen 
wir  durch  die  Gleichung  7]^  =  jcrjo  einen  Parameter  jc  ein,  so  folgt 
mit  Hülfe  der  Gleichung  der  Fläche  2  =  A^: 

Vi     y     «^3  +  ^1  Vi     y     ^1  +  h      '   Vi  ' 


wo  c  =  -  1/  V-T — ^  +  ^  und  &  Integrationsconstanten  bedeuten.    Diese 

2  r    ^  +  «3    '    2  ° 

Gleichungen    erscheinen    in    mehr   symmetrischer   Gestalt,   wenn    wir 
neue  Grössen  yi  und  di  durch  die   Relationen 

c+l        c        2c 

yi-y2-y3'7^i  =  e      -.e-.e    :  e, 
1  1 


d\  :  02  :  ö\  :  (J,^  =  h  ]/ —  «j  —  A^  :  & "  ]/—  «^  —  A^ :  6  l/^g  -\-  X^ :  j/^^  -(-  Xy 
einführen,  wo  dann  die  Identitäten 

(59)  71^2  =  ^3^1;       ^1^2(«3  + 'li)  +  ^S^iK  + '^l)  =0 

erfüllt  sind,  so  dass  8i  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche 
A  =  Aj  bedeuten.  Setzen  wir  endlich  x  =  e",  so  win?  die  Parameter- 
darstellung unserer  geodätischen  Linien: 

(60)  QTii  =  ^tTi"*,     für  i  =  1,  2,  3,  4. 

In  Folge  der  Bedingungen  (59)  liegen  dieselben  in  der  That  auf  der 
Fläche  A  =  A^.  Die  gefundenen  Gleichungen  enthalten  nur  zivei  will- 
kürliche Constante;  denn  die  drei  Verhältnisse  der  di  reduciren  sich 
wegen  (59)  auf  zwei,  und  da  man  den  Punkt  d  durch  jeden  anderen 
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Punkt  der  Curve  (60),  etwa  durch  diyl  ersetzen  kann,  wenn  mau 
nur  gleichzeitig  ft  +  v  durcli  ft  ersetzt,  so  rcpräsentiren  die  öi  nur 
eine  Constante,  Ebenso  ist  es  mit  den  y,-,  denn  sie  sind  an  die 
erste  Gleichung  (59)  gebunden,  und  man  kann  y-'  statt  y;  schreiben, 
wenn  man  zugleich  ^i  an  Stelle  von  ^iv  setzt.  Hieraus  ist  auch  er- 
sichtlich, dass  die  ursprünglich  zwischen  den  yi  bestehende  zweite 
Identität  y^  =  ey,^  nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden  braucht. 
Dass  wirklich  jede  Curve  (60)  eine  geodätische  Linie  der  Fläche 

(61)  ^i^;2(«3  +  ^i)  +  %Vi{^i  +  ^i)  =  <^ 

darstellt,  bestätigt  man  nachträglich  mittelst  der  Differentialgleichung 
dieser  Curven,  nämlich: 

^^^^  7  7  7  7  ^       '       ^=^c^T^- 

rt>;,  «J^o  f/»;3  »*?4  3      11 

r^■^^^l     d'y].^      (Pi]..     (P^i  I 

Diese  Gleichung  erweist  sich  als  stets  erfüllt,  sobald  y^y.^  =  y^y^^"^ 
sie  ist  es  auch  unabhängig  davon,  wenn  nur  y^  =  y^  oder  y^  ==  y^ 
oder  A  ==  1]  dann  aber  liegen  die  Curven  nicht  mehr  auf  der  vor- 
gegebenen Fläche. 

Die  hier  auftretenden  Curven  (60)  verdienen  auch  aus  anderen 
Gesichtspunkten  besonderes  Interesse  und  werden  uns  noch  wieder- 
holt begegnen-,  sie  haben  nämlich  die  Eigenschaft,  durch  ein  System 
von  unendlich  vielen  linearen  Transformationen  in  sich  übergeführt  mi 
iverden.  Ordnet  man  jedem  Punkte  ri  durch  die  lineare  Transformation, 
eine  sogenannte  „Collineation",  ■ 

(63)  öli-^ai-rii,     wo  «jW^  =  «gcc^, 
einen  Punkt  |  zu,  so  wird 

xli  =  aidiyt  =  Slyt , 

wo  die  dl  wiederum  der  zweiten  Gleichung  (59)  genügen;  joder  PimM 
der  Curve  (60)  geht  also  in  einen  anderen  Punkt  derselben  Curve  über; 
gleichzeitig  wird  nicht  nur  die  Fundamentalfläche,  sondern  auch  jede 
Fläche  des  Büschels  (61)  in  sich  transformirt.  Dasselbe  gilt  für  alle 
Collineationen,  welche  durch  Wiederholung  von  (63)  entstehen.  Eine 
»2-malige  Anwendung  derselben  Transformation  führt  zu  den  Formeln 

(64)  6ii  =  a/'rji. 

Versteht   man   unter  n  nicht  mehr   eine   ganze   Zahl,    sondern    einen 
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continuirlich  veränderlichen  Parameter,  so  stellt  (64)  ein  System  von 
unendlicli  vielen  contimiirUch  ziisammenliängenden  Transformationen  dar, 
(leren  jede  zu  den  Flächen  (61)  und  den  Carven  (60)  dieselbe  Be- 
ziehung hat,  wie  die  Transformation  (63). 

Man  kann  sich  umgekehrt  die  Aufgabe  stellen,  alle  Raumcurven 
anzugehen,  ivelche  durch  ein  solches  System  (64)  in  sich  übergeführt 
iverden*),  wobei  von  der  Bedingung  «^«2  =  ^z^i  zunächst  abgesehen 
werden  mag.  Die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  erfordert  die  Aus- 
führung einer  Differentiation  und  Integration.  Da  alle  Punkte  einer 
gesuchten  Curve  aus  einem  derselben  durch  Transformationen  der 
Form  (64)  entstehen,  so  wird  man  insbesondere  den  zu  einem  Punkte  ^ 
der  Curve  unendlich  benachbarten  Punkt  erhalten,  wenn  man  n 
unendlich  wenig  von  dem  Parameter  des  Punktes  ri  verschieden  an- 
nimmt und  demnach  mit  n  -f-  dn  bezeichnet;  schreibt  man  noch 
ri.  +  df].  an  Stelle  von  ^|.,  so  kommt 

7].  -f-  d^.  =  n:,"+''"r;^.     oder  dri.  =  r].  log  a.  •  dn, 

also  dnrch  Integration 

(65)  r].  =  d.a;'. 

Dies  ist  die  Parameterdarstellung  der  gesuchten  Curven,  wenn  man 
unter  den  di  Integrationsconstanten  versteht.  Genügen  letztere  der 
zweiten  Gleichung  (59)  und  ist  a^ag  =  ^^3^4?  ^o  sind  die  Curven  (65) 
mit  den  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  der  Fläche  (61) 
identisch. 

Nr.  10.  Dieser  Fall  entsteht  aus  Nr.  3  für  cc,  =  a.^  (vgl.  p.  229  f.). 
Wir  gehen  also  aus  von  der  Relation 

^_^<u;       Xi  -i- X;;  -r --^a-^i -r  £,_|_^-r  (^_l_;i).'  («  +  ;i)- 

und  führen  die  folgenden  Rechnungen  (analog  zu  Nr.  6)  durch: 
(48  d)  Xi  =  A3  rr^; 

6x^^  =  («  -|-  Ai)  {a  -|-  A^),     2(?%  x^  ==  —  Ai  —  A^  —  2  a, 
(49 d)  <?  C^'i'  +  ^■:/  +  2.^',  x^)  =  1, 

26X,  X,^l  -  A3-  {a  +  A,)  (a  +  A,)  -  ^^^j^^^^j^y 


*}  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  wurden  Klein  und  Lie  auf  unsere 
Curven  geführt:  Comptes  rendus,  6.  und  13.  Juni  1870.  Verschiedene  Eigen- 
schaften der  Curven  (60)  sowie  der  unten  in  Nr.  11  vorkommenden  Curven  sind 
vom  Herausgeber  entwickelt:  Math.  Annalen  Bd.  7,  p.  89  ff.;  vergl.  auch  Weiler 
ib.  p.  164,  sowie  das  entsprechende  Problem  der  Ebene  in  Bd.  I,  p.  996. 
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da    f^  ^  dx^ ^^1      _1_     ^^-      ^^^  _u  9  '^^^  9  ^Ihy 

da  j^  ^  dx.^  dli  dX.,      ^^  ^^     dX^  -\-  dX^ 

a     '    "  Ti77  "^  ~  «4-  ^1  ~"  «  +  ^2  2^+17+  X,^  ' 

1] a    ,     ^  d.r.^  dXf  dl,, 

-|-  2       -  =  '  ^ 


a      '          .To                 a  -j-  ^1          *^  ~l~  ^2 
rr,i  n     7V;  ^  —  -V+fiil+^a;.  .r,    ,      ix,,  x^      , Sa?^^    ^  (^1  —  ^2)  <P 

(54(1)  ^n     3   W7;    2 

4^  =  dx,'  +  dx,'  +  2dx,  dx,  +  'l^^jl'j^^  +  ^^ 
(56  d)  '*^-r'^i  ».«-r^i; 


'y    a+X,     J    ^a+X^Y^'X^-X.-^A  "' 

In  dieser  Form  erscheint  hier  die  Gleichung  der  verallgemeinerten 
geodätischen  Linien.  Für  Ä  =  0  ergeben  sich  algebraische  Curven, 
und  zwar  von  der  vierten  Ordnung. 

Nr.  11.  Es  fallen  von  den  vier  Schnittlinien  der  Flächen 
unserer  Schaar,  wie  sie  in  Nr.  9  auftraten,  zwei  Erzeugende  gleicher 
Art  zusammen;  die  vier  Ebenen  des  dort  benutzten  Tetraeders  arten 
also  in  zwei  je  doppelt  zählende  Ebenen  aus.  Legt  man  die  Gleichung 
der  Flächenschaar  in  der  Form  (p.  231  und  266)  zu  Grunde: 

(66)  2x,  X,  +  2x,  X,  +  "^4^^  =  0, 

so  sind  die  beiden  Doppelebenen  durch  x.^-\-ix^  =  0  und  x.y  —  ix^  =  0 
gegeben;  längs  deren  Schnittlinie  berühren  sich  die  beiden  Flächen, 
und  sie  schneiden  sich  ausserdem  noch  in  zwei  Erzeugenden.    Setzen  wir 

'  •  ^  '  i    T*  ? 

so  geht  •  (66)  über  in 

(67)  1,1,  +  1,^3  + A^,i,=0. 

Die  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  werden  sich  im  vor- 
liegenden Falle  durch  Grenzübergang  aus  den  in  Nr.  10  gefundenen 
ergeben;  sie  werden  also  gebildet  von  denjenigen  Curven,  welche 
durch  alle   linearen  Transformationen  in   sich   übergehen,  bei   denen 
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die  beiden  Doppelebenen  |i  =  0,  I3  =  0  und  gleichzeitig  alle  Flächen 
der  Schaar  (67)  fest  bleiben.  Die  Ebene  Ig  ==  0  kann  sich  dabei 
nur  um  ihren  Schnitt  mit  |j  =  0,  die  Ebene  1^  =  0  nur  um  ihren 
Schnitt  mit  1^  =  0  drehen.  Die  betreffenden  Collineationen  werden 
also,  entsprechend  zu  (63),  durch  die  Formeln 

^ii  =  /^i  bi  +  «1 V2 ,  <?^t  =  ßi  %  +  «2  Vi 

dargestellt.     Damit  auch  jede  Fläche  (67)  in  sich  übergeführt  werde, 

muss  die  Bedingung 

(69)  ß,  a,-{-ß,a,==0 

erfüllt  sein.     Eine  ^i-malige  Wiederholung  der  Transformation  ergibt 

,^^.         oii  =  «1"  Vi,  ^§3  =  «a**  %, 

Fasst  man  wieder  n  als  stetig  variabeln  Parameter  auf  und  verfährt 
wie  in  Nr.  9,  so  kommt 

(11)    ^'^i^^i^og'^i^^*'^  ^%  =  %loga2f?M, 

Ji^2  ^=  ßi  Vi  ^^*  +  log  a^  -i].^  (In,     drj^  =  ß,^'  rj^  an  -f-  log  «^  Vi  ^^*^ 
wo  nun  in  Rücksicht  auf  (69): 
(72)  «1/3/ =  /3,,     a,ß,'  =  ß,,     /3/  +  /3/  =  0. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  (71)  führt  zu  der  Para- 
meterdarstellung der  gesuchten  Curven,  nämlich: 

^^oN  Vi  =  ^1  «1";  ^3  =  ^3  «2^ 

^^  ^2  =  (^1  ^1'  »^  +   ^2)  «1";        ^4  =  (^3   ß-2    n  +   (JJ  «/'  • 

Damit  diese  Curven  auf  der  Fläche  (67)  liegen,  müssen  die  Integra- 
tionsconstanten  8i  der  Bedingung 

(74)  d,  ^,-{-^,^,-\-^  d,  8,  =  o 

unterworfen  werden;  man  kann  dieselben  daher  als  Coordinaten  eines 
willkürlichen  (dem  Werthe  n  =  0  entsprechenden)  Punktes  der  Fläche 
(67)  auffasseij.  Dass  den  Curven  (73)  in  der  That  die  cJiaraJderistische 
Eigenschaft  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  zuJcommt,  wird 
schliesslich  durch  Einsetzen  in  die  betreffende  Differentialgleichung 
bestätigt*);  man  erhält  letztere  aus  {()2),  wenn  man  die  Elemente 
der  ersten  Horizontalreihe  ersetzt  durch 

Vi,       Vi  +  ^Vl,       VSJ       Vi  +  ^V:V 

*)  Die  geodätischen  Linien  waren  durch  eine  Eigenschaft  definiit,  welche 
durch  lineare  Trans^formation  unzerstörbar  ist.  Liegen  also  die  beiden  Flächen 
(die  gegebene  und  die  hinzugenommene  ,,Fundanientalflächn")  so,  dass  beide  durch 


=  A\f]id%-Vs^niy=^, 
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Wir  haben  hier  einen  anderen  Weg  eingeschlagen,  da  uns  ein  so 
einfaches  Coordinatensystem  auf  der  Fläche,  wie  wir  es  bisher  be- 
nutzten, nicht  zu  Gebote  steht.  In  allen  früheren  Fällen  gaben  uns 
nämlich  auf  der  Fläche  A  =  A^  die  Gleichungen  /lg  =  Const.  und 
A3  =  Const.  die  beiden  Systeme  von  „verallgemeinerten  Krümmungs- 
linien", welche  sich  gegenseitig  rechtwinklig  durchschneiden.  In 
unserem  Falle  aber  fallen  diese  heiden  Systeme  von  Krümmungslinien 
zusammen  in  die  Erzeugenden,  tvelche  durch  die  Ebenen  r]^  —  At^g  =  0 
ausgeschnitten  tverden,  so  dass  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  nur 
noch  eine  Krümmungslinie  hindurchgeht*).  In  der  That,  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Krümmungscurven  wird  hier  (vgl.  p.  292): 

Vi 
drj^ 

sie  redacirt  sich  also  auf  eine  lineare  Gleichung  und  erlaubt  nur  das 
eine  angegebene  Integral.  Die  Ebenen  des  Büschels  1^  —  AI3  =  0 
stehen  auch  hier  senkrecht  zur  gegebenen  Fläche;  versucht  man  aber 
eine  zweite  Ebene  durch  den  Punkt  vj  senkrecht  zur  Fläche  und 
senkrecht  zur  Ebene  1^  i]^  —  ^4  ^1  ==  0  zu  legen,  so  führt  dies  zu 
keinem  Resultate.  Die  Bedingung  für  das  Senkrechtstehen  (in  verall- 
gemeinertem Sinne)  zweier  Ebenen  m,  v  ist  hier  nämlich 

Ml  v^  -f-  u^  v^  -\-  U2  ^3  +  ^3^2  =  0. 
Es  müsste  also  eine  Ebene  u  durch  die  drei  Gleichungen 

«1  Vi  +  ^h  iV2  +  Ml)  +  «3  ^3  +  ^h  iVi  +  ^3)==  0, 

—  %  7}^  +  U^  fj^  =  0, 

«1  Vi  +  ^'2  V2  +  %  V3  +  «4  Vi  =0 

bestimmt  werden;  letztere  aber  führen  wieder  zu  1I2  =  0,  11^  =  0, 
also  zu  der  Ebene  1^  r]^^^  —  |^  i]^  =  0  zurück.  Jede  Ebene  dieses  Büschels 
Jmnn  also  als  m  sich  selbst  senJcrecht  aiifgefasst  werden;  in  der  That 


Vi 

V2+MI 

V3 

dVi 

d%  -j-  A  drji 

d% 

Vi 

V2 

V3 

äVi 

d% 

d% 

dieselbe  Collineation  je  in  sich  übergeführt  werden,  so  müssen  auch  die  geodäti- 
schen Linien  in  sich  übergehen.  Durch  diese  Schlussweise  (vgl.  Bd.  I,  p.  997) 
würden  wir  auch  in  Nr.  9  direct  auf  die  dort  betrachteten  Curven  geführt 
worden  sein. 

*)  Legt  man  den  imaginären  Kugelkreis  als  „Fundamentalfläche"  zu  Grunde, 
so  ist  dies  auf  reellen  Flächen  nicht  möglich,  denn  die  Bedingung  dafür,  dass 
die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  ein  vollständiges 
Quadrat  werde,  lässt  sich  bekanntlich  durch  das  Verschwinden  einer  Summe 
von  Quadraten  mit  positiven  Coefficienten  darstellen. 

Clebsch,  Vorlesungen.  II,  1.  21 
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ist  sie  als  Tangentenebene  der  Fimdamentalfläche  zu  sich  selbst  polar 
coujugirt.  Die  hier  besprochenen  Verhältnisse  machen  die  Einführung 
elliptischer  Coordinaten  unmöglich. 

Nr.  12.     Die  Gleichung  der  Flächenschaar  ist  (p.  231  und  266): 

rp     2       I    ,    /yt     2    .   I    ,     /y> 


(75) 


^2    n^  -^a       I 


=  0. 


Das  System  ist  sich  selbst  dualistisch;  alle  Flächen  berühren  sich 
in  einem  Kegelschnitte  der  Ebene  x^  =  0.  Der  Pol  der  letzteren 
liegt  in  der  gegenüberliegenden  Ecke;  er  spielt  dieselbe  Rolle  in 
Bezug  auf  unsere  Schaar,  wie  der  gemeinsame  Mittelpunkt  bei  einer 
Schaar  von  concentrischen  Kugeln,  welche  sich  ja  alle  im  imaginären 
Kugelkreise  berühren;  wie  bei  diesen  Kugeln  gibt  es  auch  hier  drei- 
fach unendlich  viele  gemeinsame  Polartetraeder.  Wir  werden  daher 
jede  Fläche  der  Schaar  als  „verallgemeinerte  Kugdfläclie"  bezeichnen; 
sie  hat  mit  der  gewöhnlichen  Kugelfläche  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  ihre  geodätisclien  Linien  von  den  ebenen  Scimitten  durch  den  Mittel- 
punM  (grössten  Kreisen)  ausgeschnitten  iverden.  Es  wird  nämlich  die 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien,  wenn  A,-  =  ««  -f-  A: 


(76) 


X^  Ag 

X^  Ag 

Xo,    A2 

^4  fK\ 

X^ 

X2 

% 

^4 

dxi 

dx^ 

dx^ 

dx^^ 

d^x^ 

d'^x.2 

d^x^ 

d^x^ 

=  0; 


X^  A2 

X2  A2 

^3  ^2 

X^  Aj^ 

dx^^  A, 

dx^  Ay 

aXo  M2 

dx^  Ai 

X, 

X2 

x^ 

^4 

dx^ 

dx2 

dx^ 

dx^ 

das  allgemeine  Integral  ist  also  durch 

^1  '^i.     \     ^2  ■'^2  "1"  ^3  "^3  "^^  ^ 

gegeben.    Als  Differentialgleichung  der  Krümmungscurven  findet  man: 


=  0. 


Die  linke  Seite  ist  identisch  Null.  Auf  der  verallgemeinerten  Kugel 
Icann  daher  jede  Curve  als  Krümmungscurve  aufgefasst  iverden.  Die 
Normalen  consecutiver  Punkte  schneiden  sich  nämlich  immer  im 
Mittelpunkte. 

Nr.  13.     Ein  Grenzfall   des   vorhergehenden  Falles;   der  Mittel- 
punkt rückt  auf  die  Kugel;  die  Gleichung  der  Schaar  ist  (p.  232): 

(«  +  X)  {x^^  +  X2^  +  2^3  x^  +  x^  =  0. 
Die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien  entsteht  aus  (76), 
indem  man  die  erste  Horizontalreihe  ersetzt  durch 

(a-\-X).r^,        («  -f-  A).'ro,        («  -f  A).^,  -f-  .r,,        {a  -{-  ?.)x^. 
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Dkse  Curven  sind  also  wieder  ebene  Schnitte  dureh  einen  festen  Piinlt: 

Die  Differentialgleichung  der  Krümmimgslinien  ist  auch  hier  identisch 
erfüllt. 

Für  alle  diejenigen  Fälle,  in  denen  wir  durch  Benutzung  der 
ersten  Integralgleichung  (32)  zur  Aufstellung  der  Gleichung  der 
geodätischen  Linien  gelangten,  gelten  selbstverständlich  unsere  bei 
Gelegenheit  des  ersten  Falles  au  die  Gleichung  (12)  geknüpften  Be- 
trachtungen (p.  297 f.):  Die  Tangenten  jeder  geodätischen  Linie  berühren 
eine  geivisse  Fläche  der  in  jedem  Falle  benutzten  Schaar;  und  die  Ge- 
sammtheit  der  geodätischen  Linien  auf  einer  Fläche  ist  unabhängig  da- 
von, ivelche  Fläche  dieser  Schaar  als  Fundamentalfläche  benutzt  wird. 

XV.    Krümmungscurven  und  geodätische  Linien  auf  Kegeln  und 
Cylindern  zweiter  Ordnung. 

In  den  Flächensystemen,  welche  zur  Definition  der  verschiedenen 
elliptischen  Coordinaten  dienten,  kommen  als  Ausartungen  zwar 
Kegelschnitte  vor,  aber  keine  Kegel.  "W^ährend  also  für  die  betref- 
fenden Grenzcurven  unsere  Formeln  eine  gewisse  Bedeutung  behalten, 
erfordert  die  Bestimmung  der  Krümmungslinien  und  geodätischen 
Linien  auf  Flächen  mit  verschwindender  Determinante  neue  Rech- 
nungen, Wir  haben  dabei  die  verschiedenen  Lagen  eines  Kegels 
gegen  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  wieder  als  „Fun- 
damentalfläche" benutzt  werden  soll,  in  Betracht  zu  ziehen.  Die 
Auswahl  der  verschiedenen  für  diese  Lage  sich  bietenden  Möglich- 
keiten bestimmt  sich  nicht  nur  durch  die  Gestalt  der  Schnittcurve, 
sonderu  auch  durch  die  Lage  der  Kegelspitze  zu  etwaigen  ausge- 
zeichneten Funkten  der  Schnittcurve. 

Nr.  1.  Kegel  und  Fimdamentalfläche  berühren  sich  nicht.  Es 
gibt  (nach  p.  209)  ein  gemeinsames  Folartetraeder,  dessen  eine  Ecke 
in  der  Spitze  des  Kegels  liegt.  Die  Gleichung  der  Fundamental- 
fläche, bezogen  auf  dieses  Tetraeder,  sei 

(1)  #  =  u^"  +  W2'  +  %'  +  <  =  0. 

Die  Gleichung  des  Kegels  mit  der  Spitze  %  =  0  ist  dann  von  der 
Form  a^  x^  -f-  «^  x<^^  -\-  «g  x^  =  0.  Wir  betrachten  sogleich  das 
System  von  Kegeln 

21* 
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dessen  wesentliche  Eigenschaften  uns  bereits  aus  der  Theorie  der 
confocalen  Kegel  bekannt  sind  (p.  275 ff.);  durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  gehen  zwei  zu  einander  (auch  in  unserem  verallgemeinerten 
Sinne)  orthogonale  Kegel  des  Systems  und  es  treten  drei  Linien- 
paare als  Grenzcurven  auf. 

Die  Differentialgleichung    der  verallgemeinerten  Krümmungslinien 
auf  dem  Kegel  X  =  X^  wird  nach  (6)  p.  292: 


(3) 


«1  +^1 

«2  +  ^1 

«3+^1 

dxi 

dx^ 

dx^ 

«1  +  ^1 

«s  +  ^i 

«3  +  ^1 

X, 

X., 

X^ 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

dx. 


=  0. 


Wie  früher,  beweist  man  leicht,  dass  sie  erfüllt  ist,  sobald  die  Punkte 
X  und  X  -\-  dx  gleichzeitig  auf  zwei  verschiedenen  Kegeln  unseres 
Systems  liegen.  Sie  ist  aber  auch  befriedigt,  wenn  die  Coordinaten 
Xi  und  Xi  +  dXi  einer  Gleichung  von  der  Form 

(4)  X,{x,^  +  x,'^x,')-x,'=^0 

genügen.  Auf  dem  Kegel  (2)  ist  also  die  eine  Scliaar  von  Krümmungs- 
Unien  durch  seine  Erzeugenden,  die  andere  Schaar  durch  seine  Schnitte 
mit  denjenigen  Flächen  zweiten  Grades  gegeben,  welche  die  Fundamental- 
fläche längs  ihrer  Schnittlinie  mit  der  Polarebene  der  Kegelspitze  be- 
rühren. 

Die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien  wird  nach  (11) 
gebildet;  durch  Multiplication  der  linken  Seite  mit  der  Determinante 
(3)  entsteht,  ganz  wie  oben,  eine  integrable  Gleichung;  und  diese 
führt  zu  dem  ersten  Integrale 


(5) 


V. 


v 


dx, 


c 


2^^^^' 


'^  ^(f/^,)' 


i)^-—l^XidXi 


.^' 


')1' 


worin  die  mit  einem  Striche  versehenen  Summenzeichen  nur  auf  die 
Indices  i  =  1,  2,  3  zu  beziehen  sind,  während  die  Summen  der 
rechten  Seite  je  vier  Glieder  enthalten.  Das  zweite  Integral  wird 
durch  Einführung  elliptischer  Kegelcoordinaten  gewonnen.     Wir  setzen 

Xi^      _i_     ^2^      j ^3^      ^^ (^  —  h)  (^  —  ^2)  V 

(6) 


«1  +  ^ 


cp  =  x^  ~r  ^2  ~r  ^3  ^^  ff  ■ 

Macht  man  successive  A  =  —  «i ,  —  «, ,  —  «3  und  berücksichtigt  (4), 
so  entsteht  die  Parameterdarstellung 
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0^  2   ^     («1  +  ^l)  («1   +  h)  ^^  2    ^     K  +  ^l)(«3  +  ^2) 

,„.  '  («2  —  «l)  («3  —  «l)  '  ^  («1  —  «3)  («2  —  «3)  ' 

^^2_  («2  +  ^1)  («2 +^2)  ^r2_; 

^  («1  —  «2)  («3  —  «2)  '  "^  ^ 

Statt  6  führen  wir  eine  neue  Variable  s  ein,  indem  wir  setzen: 

(8)  -,  =  '^xi^  =  X,'  +  X.!  +  x^^  +  ^/  =  i±p-  =  ^'  +-i  . 

Durch  Differentiation  ergibt  sich: 

äx-        ds  dl,  dl.,  dl., 

2  —  +  -  =  —TV-  +  -nfr  —  r-TT    für  i  =  1,  2,  3, 

g  ^a;4  j^  cZs dl^  dl^ 

X^  S  Ag  Ag     -j-    1 

und  hieraus,  wenn  dX^^  =  0,  in  der  früheren  Weise 

wobei  folgende  Relationen  zu  berücksichtigen  sind: 

(^10)  Zj    «,  +  ^,        ""^      ^    K+^2)^  A,      9>, 

Ai  =  («1  +  h)  {cc^  +  '^O  («3  +  ^0- 
Die  weiteren  Indentitäten 

(11)        >"  7:r-rTV^ä:T^  =  0      V. 


^       K-  +  ^l)K  +  ^2)  ^  -^       («,  +  ^2)^«i  +  ^l)  A, 

führen  zu  der  Hülfsgieichung 

Die  Differentialgleichung  (5)  geht  also  über  in 

{l^—l,)dl^^  _  C  !     dl^^     h—  l^  _dl^_  ] 

und   dtirch  Integration  erhält  man  die  Gleichung  der  verallgemeinerten 
geodätischen  Linien  in  der  Form: 

dln 


CVh-i,  dl,  _      r 


(13^  J      VA,  '  jyi  +  Äi,-\-A' 

=  A  y^  +  1  +  ^A3  +  Const, 

worin  J.  =  OAi  eine  Integrationsconstante  bedeutet.  Links  tritt  ein 
elliptisches  Integral  auf.  Bei  Ausführung  der  Integration  ist  A  als 
von  Null  verschieden  angenommen;  der  Fall  ^  =  0  ergibt  Ag  =  Const., 
führt  also  auf  die  Erzeugenden  des  Kegels. 
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Insbesondere  liefern  vorstehende  Formeln  die  geivöhnlichen  Krüm- 
mungslinien und  geodätischen  Linien  auf  dem  allgemeinen  Kegel.  Wir 
setzen 

Dann  liefert  (1)  die  Gleichung  des  Kegels,  bezogen  auf  seine  Haupt- 
axen-,  auf  ihm  werden  die  Krümmungslinien  von  dem  durch  (4)  dar- 
gestellten Systeme  concentrischer  Kugeln  ausgeschnitten,  denn  der 
Pol  einer  Tangentialebene  des  Kegels  in  Bezug  auf  die  Fläche  (1) 
ist  derselbe,  wie  ihr  Pol  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kngelkreis 
x^  J^  if  -\-  z'^  =z  0.  Die  Gleichungen  (7)  liefern  in  der  That  sofort 
unsere  früheren  elliptischen  Kegelcoordinaten  (p.  278).  In  (13) 
haben  wir  also  die  Gleichung  der  gewohnlichen  geodätischen  Linien  des 
Kegels  vor  uns. 

An  die  Gleichung  (5)  lassen  sich  analoge  Betrachtungen  an- 
knüpfen, wie  diejenigen,  zu  denen  uns  bei  den  allgemeinen  Flächen 
die  entsprechende  erste 'Integralgleichung  Veranlassung  gab  (p.  297 
und  323).  Die  Gleichung  sagt  nämlich  aus,  dass  unter  den  Curven 
(13)  insbesondere  diejenigen  enthalten  sind,  deren  Tangenten  die 
Fuudamentalfläche  berühren;  sie  ergeben  sich  für  C  ==  oo,  indem  dann 

2JXi^  UdXi^ —  {Zlx,  dx.y  ^  2(x^  dx^  —  x^  dx^y  ==  0 

wird.  Für  die  Definition  der  verallgemeinerten  Krümmungslinien 
und  geodätischen  Curven  kommt  aber  nur  der  Schnitt  der  Funda- 
mentalfläche mit  der  Ebene  x^  =  0  in  Betracht,  sowie  der  Umstand, 
dass  die  Kegelspitze  im  Pole  dieser  Ebene  in  Bezug  auf  die  Fun- 
damentalfläche liegt.  Wir  können  daher  diese  Fläche  durch  irgend 
eine  andere  Fläche  des  Büschels  (4)  ersetzen,  ohne  dadurch  die  ge- 
nannten Curvensysteme  auf  den  Kegeln  (2)  zu  modificireu.  Somit 
ergibt  sich  der  Satz:  Jedem  Werthe  von  G  in  (5),  oder  A  in  (13), 
entsprechen  unendlich  viele  geodätische  Linien,  deren  Tangenten  alle  eine 
bestimmte  Fläche  des  Büschels  (4)  herühren.  Und  hieraus  folgert  man 
weiter:  Jede  Gurve  (13)  berührt  eine  bestimmte  (nicht  geradlinige)  Krüm- 
mungscurve  des  Kegels  A^  ==  Gonst.,  so  oft  sie  derselben  begegnet.  Die 
auf  den  allgemeinen  Flächen  zweiter  Ordnung  gewonnene  Eintheilung 
der  geodätischen  Curven  in  drei  verschiedene  Systeme  fällt  hier  fort, 
da  die  Fundamentalfläche  natürlich  durch  keinen  der  Kegel  (2)  er- 
setzt werden  kann. 

Wir  fragen  noch  nach  dem  Verhalten  der  geodätischen  Linien 
in  der  Kegelspitze.  Derselben  kommt  nach  (7)  der  Parameter  A3  =  oo 
zu;   es   müsste   also   auch   die  linke   Seite   von    (13)   unendlich  gross 
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werden,  was  nur  für  L^  =  oo  eintreten  kann.  Dann  aber  wird  nach 
(7j  x^'^  -\-  x^  -j-  x.^^  =  0;  dem  Werthe  Acj  =  oo  entsprechen  also  die 
vier  auf  unserem  Kegel  liegenden  Tangenten  der  FundamentalHäclie. 
Diese  vier  ausgezeichneten  Ergewjenden  des  Kegels  tverden  sonach  von 
den  geodätischen  Linien  in  der  Spitze  heriihrt.  Sind  diese  vier  Erzeugen- 
den imaginär,  so  gehen  die  Curven  (13)  nicht  durch  die  Spitze  hin- 
durcli;  so  ist  es  z.  B.  im  Falle  der  gewöhnlichen  geodätischen  Linien. 
Für  letztere  gilt  natürlich  auch  der  obige  Satz,  dass  jede  solche 
Curve  eine  bestimmte  Krümmungslinie  berührt,  so  oft  sie  derselben 
begegnet. 

Nr.  2.  Die  Schnittcurve  des  Kegels  mit  der  Fundamcntalfläche  hat 
einen  Doppelimnld,  tvelcJier  nicht  mit  der  Spitze  des  Kegels  zusammenfüllt. 

Nach  Nr.  2,  p.  216  kommt  allen  Kegeln  des  Systems 

wesentlich  dieselbe  Eigenschaft  zu,  wenn  die  Pundamentalfläche  durch 

die  Gleichung 

(15)  x^^  +  x^^  +  2x^X4^  =  0 

gegeben  wird.  Alle  Kegel  (14)  berühren  die  Ebene  x^  =  0  längs 
ihres  Schnittes  mit  x.^  =  0.  Die  erste  Horizontalreihe  von  (3)  ist  hier 
zu  ersetzen  durch 

/-t  f?\  0  '^S  ^3  -^4 I  ^'i 


in    entsprechender    Weise    ist    die    zweite    Reihe    zu    ändern.      Die 
Krümmungscurveu  werden  ausgeschnitten  von  den  Flächen 

(17j  Xi"  =  Agix^"  -f-  2x^x^). 

Wir  setzen  ferner  die  linke  Seite  von  (14)  gleich 


{l-li){l-h)o         ^^   1 210..^—        1 


—  x^   -j-  2x.^x^ 


Die   elliptischen   Kegelcoordinaten   werden   dann    eingeführt   durch 
Gleichungen 

,.^2_  ("^ä  +  ^1)  (0^2  +  h)  „^o  ^o 


.  ^   2  _    (°^3    +   ^1)    («^3    +   h)     _  A3  ^  ^.      _    __  ^  i^ 

'     -    K    _    «3)   (A3    +    1)      -  A3    +    1  '         ^  '      ^  ^3    +    1      ^«3    ' 

Eine  Rechnung,  welche  den  früheren  genau  analog  ist,  führt  zu  der 
Differentialgleichung: 

(^^^ ä^ä; —  =  c.(^3  +  1)1 — ä; —  +  ^3(^3  + 1)1' 

A/ =  («2  +  '^O  (ß^3  + 'lOS 
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und  durch  Integration  ergibt  sicli  die  Gleichung  der  verallgemeiner- 
ten geodätischen  Linien  auf  der  Fläche  A  =  A^: 

(20)     f-lM^h^h===+  r         ^^''^      _+Const,    Ä  =  CK 

Nr.  3.  Kegel  und  Fundamentalfläclie  schneiden  sich  in  einer  Curve 
mit  DoppelpunTit,  und  letzterer  ist  zugleich  Spitze  des  Kegels.  Wir  be- 
trachten die  Kegelschaar  (vgl.  Nr.  2,  p.  216): 

<.^4a;  ^  -  ,^  _,.  ^  i-  „^  +  ^  i-  ^o  —  („^  +  ^)  (^^  _,_  ;i)  >^3  ; 

während  die  Fundamentalfläche  wieder  durch  (15)  gegeben  ist.  Die 
nicht  geradlinigen  Krümmungscurven  werden  durch  die  Flächen 

(17  a)  x^  =  ^^{Xj^  +  ^2^  +  ^^d^i) 

ausgeschnitten.     Die  Parameterdarstellung  gibt 

^„   2    __    («1     +    ^1)  (O^l     +   ^2)  -^,   2    _    («2    +   ^1)    (O'ä    +    ^2> 

«2  —  «1  «1  —  «2 

öojg^  =  1,     2ö^3rr4  =  1  —  A3(?(ä;i2  +  ^r^^)  =  1  +  A3(Ai  +  A,  +  «i  +  «2)- 

Die  weitere  Rechnung  gestaltet  sich  einfacher,  wenn  maiT  0  beibehält 
und  nicht,  wie  früher,  s~^  =  x^^  -\-  x^  -\-  2x.^x^  einführt.    Denn  es  wird 

(^)'  Sx,'  +  4  ^  Sxtdx,  =  {^ySxi'  +  4  '^  Sx^dXi  +  (^)'  Sdx^', 

wobei  Sxi^  =  Xj^  +  a;,"^  +  2x^x^,  und  folglich: 

Die  Gleichung  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  ist  somit 
(20a)  f     VV="^"^^A_ _   rj^_äk_  ^  c^^3t_ 

Nr.  4.  ^e^e?  w??(Z  Fundamentalfläche  berühren  sich  stationär,  die 
Spitze  des  Kegels  liegt  nicht  im  RücJcJiehrpunJcte  der  Schnittcurve.  Nach 
Nr.  3,  p.  219  können  die  Gleichungen  von  Kegel  und  Fundameutal- 
fläche  bez.  in  der  Form 

x^^  -\-  2x^x^  +  2Aa;2a;3  =  0,     x^^  +  x^  +  2x^x^  =  0 

angenommen  werden.  Um  aber  die  Rechnungen  ganz  wie  früher 
ausführen  zu  können,  um  insbesondere  ein  erstes  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung der  geodätischen  Linien  durch  Multiplication  der- 
selben mit  der  linken  Seite  der  Differentialgleichung  der  Krümmungs- 
linien ganz  in  der  alten  Form  zu  erhalten,  ist  es  noth wendig,  das 
Coordinatensystem   etwas  zu   ändern.     Wir  führen   in  die  Gleichung 
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des  Kegels   aucli   ein  Glied   mit  x.^     ein   uud   betrachten   daa  System 
von  Kegeln: 

^  /v  _L  5        ~r  r«  -i-  jV^  "r 


('^  —  /l-i)(^  —  ^2)  /'^  2     I     9  ^   ^  N 

Jeder  solche  Kegel  schneidet  in  der  That  die  Fundamcntaltiäche  in 
einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  Spitze,  da  die  Letreffende  Gleichung 
vierten  Grades,  was  die  Vielfachheit  ihrer  Wurzeln  und  das  Ver- 
halten der  zugehörigen  Unterdeterminanten  angeht,  ihren  Charakter 
durch  Hinzufügen  des  Gliedes  mit  x^  nicht  ändert.  Die  verall- 
gemeinerten Krümmungslinien  werden  durch  die  Flächen 

(17b)  x^-  =  lo,{xi  +  '^x.^x^ 

auf  den  Kegeln  (14b)  ausgeschnitten.  Die  weiteren  Rechnungen  führen 
zu  den  folgenden  Formeln: 

Qx^  =  A3,  26x^x^  =  —  (2a  -f  Ai  +  Aj, 

0X,^  =  (a  -f  A,)  («  -f  X,),       2öX^X^  =  —  4(^^';[^(y_|.;t,)  5 

(19b)  -  (4v:^i%5  =  C(A3  +  1)  { ^  d  X.^  +  j^^  1  ; 

Nr.  5.  i)ie  /S^^^^e  (fes  Kegels  liegt  im  BückliehrpunMe  der  ScJmitt- 
curve  vierter  Ordnung.  Die  einfachsten  Gleichungsformen  der  beiden 
Flächen  sind  nach  Nr.  3,  p.  219: 

Xxj^  +  2^2^3  =  0     und    Xi^  +  ^3^  +  2a;2i(;4  ==  0. 

Mit  Hülfe  derselben  gelingt  es  auch  hier  nicht,  die  früheren  Rech- 
nungen zum  Zwecke  der  Trennung  der  Variabein  Ag  und  A3  in  analoger 
Weise  durchzuführen.  Wir  ändern  daher  wieder  die  Lage  des  Coordi- 
natensystems  und  kommen  so  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

(14c)  0  =  2x,x,  +  ^,  -  x,\a  -{-X)  =  -  ^^^-^x,'; 

(15c)  0  =  Xj^  -\-  x^  +  2x^x^-^ 

(16^)  -^v     ^^    ^2>    ^3+^-^  — ^2(«  +  '^); 

(17c)  —  ^  ic^    ~r  ^3   4"  2x.^x^  =  AgiCjj  ; 


s 
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6X^  =  —  (a  +  ^i)  («  +  ''■2)5      ^<5X.^X^  ^  2«  +  ''-1  +  ^11 

(18c) 


6X^=  1, 

2ö^2^,  =  A,  +  1  +  i(2«  +  A,  +  A2)^ 
(?  =  5^3; 


(19«=)        m)^Tt)  =  ^''^  (^  '''^'^  -  f )  • 

=  2yA,-p^^^^^^  +  CoDst. 

Nr.  6.  Kc(jd  und  Fundamentalßäclie  schneiden  sich  in  einer  Curve 
dritter  Ordnung  und  in  einer  Sehne  derselben.  Die  deu  früheren  ent- 
sprechenden Gleichungen  werden  (vgl.  Nr.  4,  p.  221): 

(^i^a;         u  =  a^i-  -t-  ^^^  -j-  (^qnp  =       («  +  ly       ^1  5 
(15d)  0  =  2x^x^  -\-  2x^x^  ^  — ; 

(16d)  0,      X„      -^,       ^-^  +  -^^^; 

(17d)  2Ä;irKy  +  2x.^x^  =  h^i\ 

^x^  =  1,  26x.^x^  =  —  (2«  +  Ai  +  A^), 

(18d)    (?a.'3^  =  (ß  -j-  Aj  (a  +  Ag),     2(?^iii2  =       2a  +  A^  -(-  A^  +  A3, 

(?     =    SAg. 

('-'"•'  («  +  i.)«(«+y'  -  ^  I^TTX?'^'''»  ""  ^1 ''" 

(20d)      /V£ZMi  =  ^;^^- 1/1  +  C(«  +  m.  +  Const 

Nr,  7.  Die  m  vorigen  Falle  auftretende  Sehne  der  Raumcurve 
dritter  Ordnung  ivird  2ur  Tangente.  Die  einfachsten  Gleichungsformen 
der  betreffenden  Flächen,  wie  sie  sich  aus  Nr.  4,  p.  221  ergeben, 
führen  hier  ebenso  wenig  zum  Ziele,  wie  die  entsprechenden  Gleichungs- 
formen in  Nr.  4  und  5.  Das  Integral  (5)  wird  dagegen  wieder  in  der 
alten  Weise  erhalten,  wenn  die  Gleichung  des  Kegelsystems,  dessen 
einzelne  Flächen  zur  Fundamentalfläche  in  der  jetzt  verlangten  Be- 
ziehung stehen,  in  der  Form 

(14e)   0  =  rr/  +  2x^x^  -f  2Xx^x^  +  X^x^^  =  {k  —  AJ  (A  —  X;)x^^ 

angenommen  wird.    Die  weiteren  Rechnungen  geschehen  dann  an  der 
Hand  folgender  ßelationen: 
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(15e)  0  =  2x^x^-\- 2Xi^x^^  — , 

(17e)  X^Xi^  =  2x^x-^  +  2xiX4_. 

Die    verallgemeinerten    Krümmungslinien    sind    also    von   der   dritten 
Ordnung  und  berühren  die  Linie  a,\  =  0,  x^  =  0  in  der  Spitze. 

6x;^  =  1 ,  26Xj^x.^  =  —{{l,  —  L,y, 

(18e)    20x,x,  =  -{X,-j-X,),     26x,x^=      A^  -  i  (A,  - /l,)^(A,  +  A,), 

6  ==  sAg; 

(19e)  (A,  _  L^cU./  =  G  {(A,  -  A,)^V  -  ^]K; 


(20e)  —  I  (A,  —  A,)  -  =  l/^a  —  ^  +  Const. 

Die  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  der  Kegel  werden 
sonach  im  vorliegenden  Falle  durch  algebraische  Curven  gegeben. 
Dieselben  sind  von  der  sechsten  Ordnung,  denn  nach  (18e)  lassen 
sich  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Functionen  sechsten 
Grades  von  q  =  ]//li  —  Ag  darstellen. 

Nr.  8,  Kegel  und  Fundamentalfläche  schneiden  sich  in  zwei  sich 
nicht  berührenden  und  nicht  gerfallenden  Kegelschnitten  (vgl.  Nr.  6,  p.  224). 

^4t j         U  =  ^-^^  -f-  -^^ZfT  =  (a,  +  l)  {a,  +1)  ^^2    +  ^3^  +  *'^  >'' 

(15f )      0  =  x,'  +  X,'  +  ^3^'  +  ^/  =  T  • 

Um  ein  (im  verallgemeinerten  Sinne)  dreifach  orthogonales  Flächen- 
system zu  erhalten,  nehmen  wir  hier  ausser  der  Flächenschaar 

(17f)  X,'  =  X,{x,'  +  X,'  +  X,') 

noch  den  Ebeuenbüschel  x^  —  AgiC^  ==  0  zu  Hülfe.  Die  von  den  Flächen 
(17f)  ausgeschnittenen  verallgemeinerten  Krümmungslinien  zerfallen 
je  in  zwei  Kegelschnitte.     Die  weitereu  Gleichungen  werden: 


(18fj 


öiCi^    ==   Ag,  6X,^    —  ("^     +^lW 


(«2-«l)(l+^2')' 


_  «1    +    h  ^^   2   _  «2+^1 


ax./  =  /  ,     öic/  = 


(19f) 


«I    -«2'  ^      ^      ^K    -«x)(l+^2')' 

ö  =  (1  +  A3)S5 

K  +  XJ  K  +  ^J  (£.,  -  a,)  (1  +  A,^)^ 
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(200       y^f^^ arctg  A,  =  VaJ  y,^(,_^_^^^^  +  Const. ; 

Die  Pole  der  Kegel  (14f)  in  Bezug  auf  die  Fuudamentalfläche 
(15f)  sind  dieselben,  wie  ihre  Pole  in  Bezug  auf  den  Schnitt  der 
letzteren  Fläche  mit  der  Ebene  x^  =  0.     Setzt  man  daher 

^      — — ■■    ^   .    ^  ^       —  —    «v    -    ^  ^       —    ■    4i    ,    /y 

so  liefert  (17f)  ein  System  von  Kugeln,  welche  auf  den  Botationskegeln 

g'  _j_   ^'   +   y'   ^  Q 

«1  +  ^       «2  +  ;i 
die  (ebenen)  Krümmungslinien  ausschneiden;  und  in  (20f)  haben  wir 
die  Gleichung  der  gewöhnlichen  geodätischen  Linien  dieser  RotationsJcegel 
vor  uns.     Machen  wir 

so   ergeben  sich  in  der  That  die  früheren    räumlichen   Polarcoordi- 
naten  (vgl.  p.  279). 

Nr.  9.  Die  beiden  Kegelschnitte  von  Nr.  8  berühren  sich  (vgl. 
Nr.  7,  p.  225). 

a4g)      0=^^«^  +  ^.^A^.(^,^  +  2^3^J,       ^ 
(15g)  0  =  x^^  +  x,'-{-2x,X4^=^, 

C^Ti^  =  A3,  26x^x,^  =  1  -j-  (a  -{-  Aj)A2^, 

(18g)      <?^32  =  -  (« +  Ai),     (?v  =  -  (« +  'll)'l2^ 

0  =  5(1  +  ^3); 

(19g)        i^^-<-{Xh)  -^^"^  +  '^>^'^'^)  ^^  +  '^^' 

(20g)  2A,  =  («  +  AO  ]/Cj  y,^(,_^_^-^  +  CoDst., 

^  =  («  4-  AJ^O. 

Auch  hier  könnte  man  eine  Anwendung  auf  die  gewöhnliche 
Geometrie  durch  Vermittlung  des  imaginären  Kugelkreises  vornehmen, 
würde  aber  dadurch  zu  imaginären  Kegeln  geführt  werden. 

Nr,  10.  JEiner  der  beiden  Kegelschnitte  von  Nr.  8  artet  in  ein 
Linienpaar  aus  (vgl.  Nr.  8,  p.  227). 

(14h)  0  =  X3=  +  ^i±f '-  =  ^  V, 
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(15h)  0  =  x,'-\-  x.^  +  2x,x^  =  y, 

(17h)  2x^x^  =  X^{x^^  +  x^^),    Xi  =  X^x./, 

(18h)  ö^^^^i^  26x,x,=  -l,{a-\-l,), 

ö  =  -s(a  +  A0(l  +  A3); 


(20h)  arctg  Ag  =  "j/l  +  /I3 


0(0=  +  ;i,)'^ 

Nr.  11.  Ze</cZ  ««(Z  Fimdamentalfläche  berühren  sich  längs  eines 
Kegelschnittes  (vgl.  Nr.  12,  p.  231).  Die  Gleichungen  der  beiden 
Flächen  werden: 

^^2  _j_  ^^2  _|_  ^2  _  0     und     r^i^  +  x^^  +  aJg^  +  :r/  =  0. 

Die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  ist  folglich  identisch 
erfüllt,  und  diejenige  der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  geht 

über  in 

x^H  +  x^dx^cPx^  =  0 . 

Eine  Linie  der  letzteren  Art  wird  also  auch  hier  durch  zwei  Punkte 
bestimmt,  zerfällt  aber  in  die  beiden  durch  diese  Punkte  gehenden 
Erzeugenden  des  Kegels.  Die  Uebertragung  auf  den  imaginären 
Kugelkreis  führt  zu  den  diesen  Kreis  enthaltenden  imaginären  Kegeln 
(Kugeln  vom  Radius  Null). 

Wenn  hiermit  die  möglichen  Lagen  eines  Kegels  (der  nicht  in 
ein  Ebenenpaar  ausartet)  gegen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  er- 
schöpft sind,  so  bleibt  doch  noch  die  Möglichkeit  einer  Ausartung 
dieser  Fläche  zweiter  Ordnung  in  Betracht  zu  ziehen,  und  dies  um 
so  mehr,  als  gerade  sie  zu  den  einfachsten  Fällen  der  geivolinlichen 
geodätischen  Linien  auf  Cylindern  führt.  Letztere  sind  in  der  That 
im  Vorstehenden  ausgeschlossen,  während  die  gewöhnlichen  geo- 
dätischen Linien  auf  Kegeln  in  Nr.  1,  Nr.  8,  Nr.  9  und  Nr.  11  Be- 
rücksichtigung fanden. 

Nr.  12.  Die  geodätischen  Linien  auf  elliptischen  oder  hyperbolischen 
Cylindern.     Wir  gehen  aus  von  der  Cylinderschaar 

ii^V       ^  =  ,^^+1  -t-  -^^^x  -  ^4  =  -  i^;^r^^^^p^tf^ , 
wenn  der  imaginäre  Kugelkreis  durch  die  Gleichungen 
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(15i)  ^,^  =  0,     X^^  -\- X^^  -{- X^^  =  0 

dargestellt  wird.    Die  Differentialgleichung  der  Krümraungslinien  ist: 


0 
0 

X., 


dxi 


dxo.     dx. 


Der  erste  Factor  der  linken  Seite  fülirt  auf  die  Erzeugenden  des 
Cy linders  als  Krümraungslinien,  der  andere  auf  die  ebenen  Schnitte 
senkrecht  zur  Axe.  Für  die  Differentialgleichung  der  geodätischen 
Linien  findet  man 


=  0. 


Ein  integrirender  Factor  wird  hier   nicht  durch  die  obige   Determi- 
nante  gegeben,  sondern  durch  die  folgende: 


a,  H-^ 

cc,  -f  l 

X, 

«2 

X^ 

x^ 

dXy 

dx^ 

dx^ 

dx^ 

d^x^ 

(t     Xq, 

d^x^ 

d^Xi 

(('  X-i  et  Jüa 

«1    +  A  «2    +  ^ 

0  0 

0  0 


0 
0 

dXo 


Xa 


—  dx. 


dx. 


■  dx^\ 


welche  sich  allerdings  bei  der  Ausrechnung  als  der  obigen  gleich 
ergibt.  Die  Integration  der  so  entstehenden  Gleichung  führt  (wenn 
A  =  A^  =  Const.)  zu  der  Relation 

r      x^^        _.         x^^       "]  r   äx^^     j^     dx„} 

Lk  +  KY  "^  («.  +  hY^  L«i  +  \  "^  «7+^ 

=  G  \{xi  +  x^^  {dx^  -\-  dx^)  —  {x^dx^  +  iij^^f?^;,!)^] 

Die  elUptisclien  Cylindercoordinaten*)  werden  eingeführt  durch  die 
Gleichungen : 


*)  Dieselben  sind,  ebenso  wie  die  allgemeinen  elliptischen  Coordinaten, 
für  gewisse  Probleme  der  mathematischen  Physik  von  Wichtigkeit;  vgl.  Heine, 
Handbuch  der  KngelfnnctioneD,  2.  Aufl.  Bd.  2,  p.  202,  Berlin  1881. 
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ax,^  = 


(«1  +  ^i)(«i  +  ^2) 


6X0 


K  +  ^i)(«ä  +  ^2) 


(?ic/=  1. 


(18i)        "   ^ 

6X^    =  A3, 

Wie  in  den  früheren  Fällen  wird  die  weitere  Rechnung  am  einfachsten 
durch  logarithmische  Differentiation  ausgeführt,  wobei  die  frühere 
Grösse  s  jetzt  durch  die  Gleichung  s(x.^^  +  '^Z)  =  1  ^'i'  defiuiren  ist. 
Man  erhält  so  aus  (18i)  die  Differentialgleichung: 

(19i) 


Kl-X) (c.7+"IT(a;4^,) {(^,  +  i,)  ~~      h 


und  durch  Integration 

(20  i)        i\/,^\~y^rr,  =  2 1/^   1/CK  +  A,X«,  +  AJ  +  Const. 

t/    VK    +  ig)  («2    +  ^2) 

Nr.  13.  Die  eine  unendlich  ferne  Erzeugende  des  Cylinders  he- 
rührt  den  imaginären  Kugelkreis.  Dieser  Fall  kann  zwar  bei  reellen 
Flächen  nicht  vorkommen,  muss  aber  der  Vollständigkeit  halber  er- 
wähnt werden.     Die  entsprechenden  Gleichungen  werden: 


(14k) 

(ir)k) 


0 


a?j    ~\-  2Xi  x^    1^      2 ''' 

-f  .^4    — 


Die  geodätischen  Linien  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 


«  +  ^1 
0 

0 


rv  ^1    ~r    ^2 

a;,  0 


0 


dx. 


dx. 


a  -f  ^1 


0 


(v    Jbci  tv    JUct 


X, 

CvJ(/t 


dx^ 

dH, 


=  0, 


und  das  erste  Integral  ist: 

x^--^'ix^x^     Vdx^'^  -\-'idXidx^    y^   7     2! Pf     ^  /7     V 

(18k)    (9a;i2  =  A2,     0x3^  =  ^3,    6x^=\,     26x^x.^  =  —{a-\-li-\-X^, 

(20k)  y^=n;  Cya  +  i,  +^^  =  i/^  t/o(«  +  aj  +  const. 

Nr.  14.    Die  Spitze  des  Kegels  liegt  auf  dein  imaginären  Kugel- 


hreise. 


0 


.  ^1    +^2         j      ^  2 


^^ 


(151)  x^  =  0,     iCi^  +  x^^  +  2^1  ,-^3  =  0. 

Hier   ist  die   bisher   befolgte   Methode   nicht   mehr   vortlieilhaft:    wir 
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nehmen  kurz  x^=  1,  clx^  =  0.     Dann  wird  die  Differentialgleichung 
der  geodätischen  Linien 


dx.;^      dx.2      dx^ 

(l    ivg  et    0C^2  ^'     *^l 


0. 


Mit  Hülfe  der  Relation  Xj^dx^  -f-  x^dx.^  ==  0  reducirt  sie  sich  auf 

(2dXidx^  +  dx^)d?x^  =  dx^{dx^d^x^  +  dx^d^x^^  -\-  dx^d^x^  =  0 

und  gibt  das  erste  Integral 

2dXidxQ  -{-  dx<^  =  Cdx^. 

Führen   wir   mittelst  der   Gleichungen  x^^  ==  "k^x^ ,    x^  =  Agic/  neue 
Variable  ein,  so  wird  x.^  =  —  (a  +  A^  -}-  l^x^  und 

2  (^K(^h  _  ^^2^ ^äj^ 


^Vh^^ycjy^ 


-\-i,  +  ^.,  4-^,0- 


f?Ao 


Will   man   die  frühere  Methode  anwenden,   so  hat  man  von  der 


Kegelschaar 
(141)       0  = 


auszugehen,    und    die    in    bekannter    Weise   zu  bildende    Differential- 
gleichung mit  der  Determinante 


«1  +  ^1  «2  +  h 


«1  4-  ^1 
0 
0 


«2    +^1 

0 
0 


0 

0 

dXo 


«1  +  k 

dXj^ 


+ 
+ 


«2  +  ^1 

dX.y 


«t     +    ^1  «2    +    ^1 


fZx, 


H-f?^4 


ZU    multipliciren.     Ist    wieder  x^ 
gleichuug  in  der  Form: 


k^x^,   so    ergibt    sich    die    End- 


('"')  M. 


VX^  —  Xj^dX^ 


r  .  ^  .      J_  ,  ^  =  ^^^^  l/'^^^^  +  ^1)  ^^2  +  '^^)  +  ^^^*'*- 
+  h)  («2  +  ^2) 

Nr.  15.  Die  geodätischen  Linien  auf  dem  Botationscpli/)ider.  Jede 
der  beiden  unendlich  fernen  Geraden  des  Cylinders  berührt  den 
imaginären  Kugelkreis.    Die  Rechnungen  gestalten  sich  wie  in  Nr.  13: 

(14m)  0  = 


'''l      "T"    -^2         1^2  ^  ^1 


+  ^4 


Xa 


(15m) 


a-\-l        '     "^4    —  ^  ^  ^  -^4  » 

0,     a:,-  -f-  x./  +  a;3"  =  0. 
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^^i 


II  x^ 


0 


^dx^       ^dx.2        0        dx^ 

0  0  .Tg  x^ 

0  0         dx.^       dx^ 


^x, 


dXi 


(IX.^ 


(v  00  Q  et  *A/A 


et    00-t  et    Xo  tv    *JCo         et    tX/A 


=  0, 


worin  («  +  '^i)      =^  i^  gesetzt  ist.     Hieraus  duroli  Integration: 


fljj    -\-  x^ ' 


aiCj    +  dx^      .     j     2 


CUxJ'  -f  Xj^^)  {dxJ  +  f?:i^/)  —  (x^dx^  +  rr4fZa;4)-]^=E6'(Ä;3fZ.'r4— aj^cZx^)^; 


(18  m)  G.r^-  = •-/,  ,  ,—  ,     (?a?. 


-^     I    ^  25      Ö-*-3    '^3?      "'*'4:    -■■• 


1  +  V    ' 
(20  m)  arctg  L^  =  Ag  ]/C  +  Coust.  =  aAg  +  ^• 

Wir  finden  also  die  geivolmlichen  Schraiüjenlinien^) ;  in  der  That  ergeben 
sich  aus  (20  ni),  (18  m)  und  (14  m)  die  Gleichungen 

|t  =  yzr^.iT, .  sin  (a  ^^  +  &) ,     1^  =  y^^ror-:^:,  .  cos  (a  J  +  &)  • 

Nr.  16.     J)^e  geodätiscJien  Linien  des  paraholiscJien  Cylinders;  die 
beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  fallen  zusammen. 


(14  n) 
(l5n) 


^  rr„^        ,    ^x.  X,     ,        9  (;i  —  1-^){X  —  X.,) 


«1  +  ;i      «2  +  'i' 

=  0 

2rc, 


ic^  =  0 ,    a;/^  +  x.2^  -\-  x.^  =  0, 


2 
3 


«2+^1         «1+^1 


0 


0^2+^1 


+  ^4 


0    ^^-\-dx^ 


0  0       iCo  X 


0 


0  (^iCq 


dx. 


2Xi 


X' 


«2+^1  «1+^1 


0        0 


=  0. 


U/  OCi  Qj  00  o       Cl  00  o      Cv  00  a 

et   Oü-t  et    OOn       et    00^       t*    %Ju4 


tx^^         f^     4lXi  a;^    "1    r  dx^^      ^^  Adx^  dx^~\ p f      j  1     Y^ 


(18n) 


g^  2  ^  («1  +  ^l)  («1  +  ^2)  ^^^     ^     ^  K+iilKjfis) 


^^3    —  '^3 ; 


(?%^  =  1. 


(20n)    r]/Vi:^cU2  =  2l/O(«i  +  A;)(a2  +  A0(a2— «1)   l/Ag  +  Const. 

*)  Dieselben  sind  schon  von  Pappus  studirt  worden:  Lib.  IV,  propos.  28. 
Vgl.  Chasles'  Aper9U  historique,  p.  30.  Wir  begegnen  den  Schraubenlinien 
unten  noch  einmal  in  dem  Abschnitte  über  lineare  Transformationen  eines 
Kegelschnittes  in  sich. 

C  leb  seh,  Vorlesungen.   II,  1.  22 
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Nr.  17.     Die  unendlich  ferne  Erzeugende  des  parabolischen  Cylin- 
ders  berührt  den  imaginären  Kugelhreis. 

(14o)         0  =  rrg^  +  2x^  a^4  +  («  +  ^)  2ä:2  x^-\-{a-\-  kf  x^ 


^{k  —  X^){l  —  l^)x^, 


(15 o)        x^=^0,     .         x^  -{-2xiX.2  =  0] 
x^  4-  ^ix^     x^    0    x^  -\-  ^x^  +  ft^^4 


c^iCg  +  f*  ^^4  ^^4  0  Ja^i  +  ft  f?r):;2  H~  i^^  ^^^a 


0     o;. 


<?a;. 


^4     ^2H~f^^4     0  0 


tvjüa  tvJU-i 

Cv  OCn      et  Ob*      et  OCo      et  00^ 


=0, 


0  0    dx^ 

wo  fi  =  cc  -\-  X^; 

[2x2X4^-^2(a-{-Xi)x^^l[dx2^-\-2dXidx^-^(a-}-Xi)2dx2dx^-\-(a-}-k^^^ 

2öa:2a?4  =  —  (Ai4-'^2  +  2a),    6'(iC2^+2a;i  icJ==(o:  +  Ai)(o:  +  Ac,), 

^^^^^  2  1  .       2  , 


(20  o) 


|(Ai  —  A^)"^  =  l/C  "j/Ag  +  Const. 


Die  geodätischen  Linien  werden  also  algebraische  Curven  (ivie  im 
Falle  Nr.  7).  Bezeichnen  a,  b  neue  Constante,  so  liefert  die  Ein- 
führung der  Xi  das  Resultat: 

\x2  +  («  +  Ai)  x^  =  x^  {ax^  -\-  bx^^. 

Die  Curven  sind  also,  indem  sich  die  Linie  iCg  =  0,  x^  =  ^  doppelt 
absondert,  von  der  vierten  Ordnung.  Setzt  man  ^  =  "[/Ai  —  Ag,  so 
lassen  sich  die  Coordiuaten  ihrer  Punkte  vermöge  (18  o)  als  rationale 
Functionen  von  q  darstellen. 

Nr.  18.  Die  Spitze  des  (imaginären)  parabolischen  Cylinders  liegt 
auf  dem  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreise. 


(14p) 
(15p) 


0  =  ^^^i±^  +  2x,  X, 


o  X^  X^  j 


Auch  hier  kommt  man  durch  die  Annahme  x^  =  1,  dx^  =  0  schneller 
zum  Ziele;  gleichwohl  ist  es  von  Interesse,  die  allgemeine  Methode 
zu  verfolgen.  Machen  wir  zur  Abkürzung  ^  =  a-\-Xi,  ^^  =  Xj^~^X2, 
so  ist  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien,  versehen 
mit  ihrem  Multiplicator : 
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x^         X,         Xi_  dx^  -\-di,  d%  0      dX]^ 

^   *A/0  tX/O  «^O  «^1  ^   »A'1  V/ 

2f7ii;3 — dx^    dx.^ — dx^    2dXj^     0 
Die    Ausführung    der  Multiplication    beider  Determinanten    führt    zu 
einer  in  der  früheren  Weise  integrabeln  Gleichung.     Setzt  man 


0 
d^Xj^ 


^2 


dx.,      dx. 


et    tA/a        Cv  JLo        et   f 


=  0. 


X  =  x.^^  ~  2xy  x^  +  4:Xj^  iCg ,     F=  (^ajg^  —  2dXi  dx.^  +  4(7a^i  dx^ , 
so  ergibt  sich  als  erstes  Integral  die  Relation: 

==  —  6'  1  I  (x.^  -f-  2x^  dxi  —  ^1  (fZx2  +  2  c?a^y)  I " 

Mittelst  der  Gleichungen 

X2  =  A2  x^^  f     x^"  ~\~  '»•3  ^1  (^^2^2  ~r  ^-^sj  ^^^^  '-' 
führen  wir  neue  Variable  X.^,  Ag  ein.     Dann  wird 


(5p) 


(18p) 
und  weiter 


6  {x^  -\-  x^'^  =  —  {a  -\-  Aj,  26X2  x^==  L2, 


26X^  x^  =  \, 


da    ^^  ^  dx^  'idl^ 

0      '         x^  1+^2 


26{x^-\-  2x^  X^  = 


U  ' 


de 
a 


r\    Cv  OC-i 


P  = 


du  OC-t  oc. 


6t  t)C^    CCi    Cv  Ka 


während  die  rechte  Seite  unserer  ersten  Integralgleichung  über- 
geht in 

-  ^  [^  (^  ^^'  +  ^^'  ~  ^^  "^^'f  ~  ^''  ^^''] ' 
Man  findet  so  die  Gleichung  der  geodätischen  Linien  in  der  Form: 

(20p)/[-A,i/:=rö+]/|i^!-ov]^A,=-]/=rö^+Const. 

Die  Rechnung  gestaltete  sich  hier  etwas  anders,  als  in  den  früheren 
Fällen,  weil  die  Parameter  2.^,  lg  auf  dem  Kegel  nicht  mehr  ein 
orthogonales  Curvensystem  in  dem  früheren  Sinne  definiren.  In  der 
That  liefert  die  Integration  der  Differentialgleichung  der  Krümmungs- 
linien als  Integrale  die  beiden  Ebeuenbüschel 

22* 
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Die  Axen  beider  Büschel  gehen  durch  die  Spitze  des  Kegels  hin- 
durch; ausser  den  Erzeugenden  gibt  es  daher  auf  letzterem  keine 
Curven,  die  als  Krümmungslinien  aufzufassen  wären  (vgl.  oben  Nr.  11, 
p.  321),  wie  übrigens  auch  aus  unserer  Definition  der  Krümmungs- 
curven  unmittelbar  ersichtlich  ist. 

Nr.  19.     Die  Bedingungen  von  Nr.  17  und  Nr.  18  sind  gleich- 
seitig  erfüllt 


(14q) 

0-/;.  +  2^i 

x^ 

-  Ixl  =  - 

{X- 

(15q) 

*)0a    U  •         Ou-x       "j~    £j  OC2   t^3    ^^^    ^  5 

x^ 

X               ""' 

0 

X^         Ay  Xj^ 

'      c^^K 

^1 

U/2              ^3             ^4. 

7             dx» 
dx.     — r  1 

0 

dx^  —  Aj  dx^^ 

dx^ 

dx^      dx^     dx^ 

0         0 

x^ 

x^ 

d^x^ 

et  OCa       et  uOq       Cl  00^ 

0         0 

dx^ 

dx^ 

r 

x^^ 

,     21  r  ^^2'   (  0 

,1^ 

r}  ry            .7      rJ  ri 

.  21_ 

=  0; 


Die  Variabein  werden  getrennt  durch  die  Substitution: 

6x^^  =  —  («  +  A^)  (a  -f-  h)}     26Xj^  0^4  =  A^  -{-  Ag  +  ^, 
ßx^  =  1,  2  6x^  a;^  =  A3 ; 

und  das  zweite  Integral  erscheint  in  der  Gestalt: 

/l/fer  ^^^  =  '^3  >/2C(a+ Ai)  +  Const. 


(18  q) 


(20q) 


Die  Form  der  Gleichung  ist  dieselbe  wie  in  Nr.  16,  die  Bedeutung 
der  Variabein  aber  eine  andere.  Von  Krümmungslinien  im  eigent- 
lichen Sinne  kann  auch  hier  nicht  die  Rede  sein. 

Wie  man  bei  der  vorstehenden  Discussion*)  der  Kegelsysteme  in 
jedem  Falle  zur  Aufstellung  der  ersten  Gleichung,  also  (14a)  bis  (14q), 
gelangt,  ist  nicht  erörtert  worden.  Man  findet  dieselbe  durch  die 
Forderung,  dass  die  Multiplicatiou  der  beiden  Determinanten  immer 
in  derselben  Weise  ausführbar  sei,  und  dass  dabei  insbesondere  der 
erste  Term  der  ersten  Horizontalreihe  in  der  neuen  Determinante 
(bis  auf  das  Vorzeichen)  durch  Differentiation  der  linken  Seite  der 
betreffenden   Gleichung    (14)    gewonnen    werde,    während    der    dritte 


*)  Einen  irrthümlicher  Weise   ausgelassenen  Fall  findet  man   am  Schlüsse 
des  Bandes  unter  den  Verbesserungen  nachgetragen. 
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und  vierte  Term  dieser  Reihe,  sowie  der  zweite  und  dritte  Term  der 
ersten  Verticalreihe  sich  gleich  Null  ergeben  müssen. 

Besonders  bemerkenswerth  sind  diejenigen  Fälle,  in  denen  die 
geodätischen  Linien  algebraisch  werden.  Abgesehen  von  dem  Falle 
Nr.  11,  in  dem  nur  die  Erzeugenden  des  Kegels  als  geodätische 
Linien  betrachtet  werden  konnten,  trat  dies  ein  bei  Nr.  7,  wo  Kegel 
und  Fundamentalfläche  sich  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  und 
einer  Sehne  derselben  schneiden,  und  in  Nr.  17,  wo  es  sich  um 
einen  parabolischen  Cylinder  handelt,  dessen  unendlich  ferne  Erzeugende 
den  imaginären  Kugelkreis  berührt.  Auf  reellen  Kegeln  und  Cylin- 
dern  sind  daher  die  gewöhnlichen  geodätischen  Linien  niemals  sämmt- 
lich  algebraisch.  Bei  Flächen  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
können  doppelt  unendlich  viele  algebraische  unebene  Curven  auftreten 
(Nr.  9  und  11,  p.  3180'.),  aber  es  können  niemals  alle  verallgemei- 
nerten geodätischen  Linien  algebraisch  werden. 

Die  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Beziehung  der  geo- 
dätischen zu  den  Krümmungs-Linien,  welche  durch  die  Gleichung  (5) 
veranlasst  Avurden  (p.  326),  lassen  sich  selbstverständlich  auf  alle 
diejenigen  Fälle  übertragen,  in  denen  ein  zu  (5)  analoges  erstes  In- 
tegral und  ein  zu  (4)  analoger  Flächenbüschel  benutzt  wurden;  sie 
gelten  also  auch  in  den  Fällen  Nr.  2  bis  10,  dagegen  nicht  für  die 
geodätischen  Linien  auf  den  Cylindern.  Bei  diesen  zeigt  das  Auf- 
treten des  Factors  {x^  dx^  —  x^  dx^y  an,  dass  unter  den  geodätischen 
Curven  insbesondere  auch  die  durch  den  Büschel  x^  —  Jcx^  =  0  be- 
stimmten ebenen  Schnitte  enthalten  sind.  In  Nr.  18  haben  wir  eine 
scheinbare  Ausnahme.  Die  Tangenten  aller  geodätischen  Linien, 
für  welche  C  unendlich  gross  ist,  berühren  hier  den  Kegel 

(21)  X^x^^  —  2xj^x.2-\-4:XiXq==0. 

Setzen  wir  aber  in  (20p)  C  =  oo,  so  kommt  je  nach  Wahl  des  Ver- 
zeichens  der  Quadratwurzel 

(22)  X2  -\-  2x^  —  axj^  =  0 
oder 

wo  a  und  h  lutegrationsconstanten  bedeuten.  Die  Ebene  (22)  be- 
stimmt auf  dem  gegebenen  Cylinder  einen  Kegelschnitt,  dessen  Tan- 
genten den  Kegel  X  =  0  berühren  sollen,  der  also  selbst  auf  letzterem 
Kegel  liegen  muss.  Der  Kegelschnitt  zerfällt  somit  in  zwei  Erzeu- 
gende von  X=0,  und  kann  folglich  nur  gleichzeitig  auf  dem  ge- 
gebenen Cylinder  liegen,  wenn  er  in  die  Doppelgerade  x^  =  0,  ^Tg  =  0 
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ausartet,  längs  welcher  sich  beide  Kegel  berühren.  Nur  für  «=00, 
d.  i.  Xi  =  0,  gibt  daher  die  Ebene  (22)  eine  geodätische  Linie  auf 
unserer  Fläche.  Es  wird  dies  dadurch  erklärlich,  dass  die  Gleichung 
(5p)  nicht  nur  von  den  geodätischen  Curveu  befriedigt  wird,  son- 
dern auch  von  den  Integralcurven  derjenigen  Differentialgleichung, 
welche  durch  das  Verschwinden  des  benutzten  Multiplicators  darge- 
stellt wird*).  Um  in  der  That  die  Integralcurven  der  letzteren 
Gleichung  zu  finden,  multipliciren  wir  die  drei  ersten  Verticalreihen 
der  Determinante  bez.  mit  ic^,  x^,  2x^  -\-  cx^  und  addiren  die  ent- 
stehenden Producte  zu  der  mit  x^  multiplicirten  letzten  Reihe.  Es 
ergibt  sich  so,  dass  die  Gleichung 

(24)  0  =  Axy  x^  —  2xi  X2  -f-  x^^  -{-  cx^  ^2X4-  cx^ 

eine  von  der  willkürlichen  Constanten  c  abhängige  Integralcurve  dar- 
stellt. Die  zweite  Schaar  von  Integralcurven  ist  offenbar  durch 
die  Gleichung  x^  —  c  x^  =  ^  gegeben.  Für  unendlich  grosse  Werthe 
von  G  darf  man  daher  aus  dem  Verschwinden  des  Factors  von  G  in 
(5p)  nicht  auf  Eigenschaften  der  gesuchten  geodätischen  Linien 
schliessen;  dieses  Verschwinden  tritt  vielmehr  nach  (24)  für  ein 
particuläres  Integral  der  zuletzt  besprochenen  Differentialgleichung  ein. 
Analoge  Ueberlegungen  zeigen  die  Unbrauchbarkeit  eines  Integrals 
von  der  Form  (23). 

Man  kann  hiernach  für  den  Fall  G  =  oc  aus  (5p)  nur  schliessen, 
dass  auch  /I2  ==  00  wird.  Wir  befreien  uns  von  den  unbrauchbaren 
Lösungen,  indem  wir  statt  ]/ — C/lg  und  ]/ — CAg  neue  Parameter 
A2  und  A3  einführen;  dann  geht  (19p),  wenn  noch  yY —  (7=1  ge- 
setzt wird,  über  in: 


rf[-^^±rmf-^^. 


dl^  = \ — h  Coust., 


'K 


und  gleichzeitig  sind  die  dritte  und  vierte  Gleichung  (18  p)  zu  er- 
setzen durch: 

26x^^  x^  =  yAg,     2g{x.2  +  2%)  %  =  f- . 

Der  Werth  0  =  00  oder  y  =  0  gibt  dann  in  der  That  Ag  =  00,  also 
x^  =  0,  x^  =  0,  d.  h.  die  Erzeugende,  längs  welcher  der  gegebene 
Cylinder  von  dem  Kegel  X  =  0  berührt  wird,  wie  wir  es  oben  fanden. 


*)  In  den  früheren  Fällen  bereitete  der  Multiplicator  nicht  solche  Schwierig- 
keiten, da  die  durch  sein  Verschwinden  definirten  Curven  eben  die  Krümmungs- 
curven  waren,  und  von  diesen  sofort  zu  übersehen  ist,  ob  sie  die  betreffende 
Gleichung  (5)  für  alle  oder  für  gewisse  Werthe  von  G  befriedigen  oder  nicht. 
Vgl.  übrigens  für  den  Fall  der  dreiaxigen  Flächen  H esse's  Vorlesungen,  a.  a.  0. 
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XVI.   Lineare  Complexe  in  Bezieliung  zu  einer  Fläche  zweiter 

Ordnung. 

Unsere  letzten  Untersuchungen  knüpften  an  das  Problem  au, 
einen  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  /'+Ag)  =  0  in  eine 
kanonische  Form  zu  transformiren.  Jede  solche  Fläche  repräsentirt 
uns  eine  reciproke  Verwandtschaft  im  Räume  (vgl,  p.  136),  d,  h, 
ein  System  von  vier  linearen  Gleichungen  der  Form 

(1)  QUi  =  anXi  +  ai2X2  +  «,-3^3  +  «/4^4, 

wenn  aik  =  aki.  Lassen  wir  nun   diese  letzteren  Bedingungen  fallen, 

und  setzen 

.gs  /'  =  IJUttikViOCk  =  q2  Uiiji , 

cp  =  SZaaijiXk  =  6Uwiyi, 

so  stellen  die  Gleichungen  f=0,  q)  =  0  zwei  allgemeinere  reciproke 
Verwandtschaften  dar,  und  für  alle  Gleichungen  q) -{- Xf  =  0  gibt 
es  ein  in  ähnlicher  Weise  ausgezeichnetes  Tetraeder,  durch  dessen 
Einführung  als  Coordinatentetraeder  die  Gleichungen  besonders  ein- 
fach werden.  Die  Bestimmung  desselben  hängt  wieder  ab  von  den 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 

(3)       ^  (A)  =  2;+  («11  +  X  «11)  («22  +  A  «22)  (^33  +  ^  »33)  («44  +  ^  «44)  =  0  • 

Auf  diese  Gleichung  wird  man  sofort  durch  die  Frage  nach  solchen 
Punkten  x  geführt,  denen  vermöge  f=0  und  ^  =  0,  also  auch 
cp  -^  Xf  ==  0,  eine  und  dieselbe  Ebene  zugeordnet  ist,  so  dass  die  «,• 
zu  den  Wi  proportional  werden.  Dass  Merhei  der  Determinante  ^{l) 
die  charaJcteristische  Eigenschaft  der  Invarianten  mliommt,  wird  genau 
in  derselben  Weise  bewiesen,  wie  in  dem  speciellen  Falle  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  Natürlich  lassen  sich  auch  vier  Ebenen  bestimmen, 
denen  in  beiden  Verwandtschaften  je  derselbe  Punkt  entspricht. 

Einige  besondere  Fälle  der  hiermit  gestellten  Aufgaben  sind  für 
uns  von  hervorragendem  Interesse*),  Nehmen  wir  erstens  sowohl 
a-j,  =  au  als  a,x.  =  a^ ,  so  stellen  uns  f  =  0  und  cp  =  0  die  Polar- 
verwandtschaften in  Bezug  auf  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  dar, 
und  wir  kommen  zu  dem  Probleme  des  gemeinsamen  Polartetraeders 
zurück,  Ist  dagegen  ütk  =  —  «h,  (Xik  =  —  «h;  «ü  ==  0,  <Xii  =  0, 
so   haben   wir   zwei   sogenannte   Nidlsysteme  vor   uns    (vgl,   p.   102), 


*)  Die  allgemeine  Theorie  der  bilinearen  Formen  (insbesondere  der  aus 
zwei  solchen  Formen  zusammengesetzten  linearen  Schaar)  wird  in  einer  späteren 
Abtheilung  (über  quaternäre  Formen)  des  vorliegenden  Werkes  Berücksichtigung 
finden.    Einige  Literaturangaben  findet  man  in  den  Noten  zu  p.  233  f.  und  236, 
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d.  h.  zwei  lineare  Complexe.  Es  gibt  dann  unendlich  viele  Punkte, 
denen  in  jedem  Complexe  cp  -\-  If  =  Q  dieselbe  Ebene  zugeordnet  ist, 
denn  wir  wissen,  dass  diese  Eigenschaft  jedem  Punkte  einer  der  beiden 
Directricen  der  betreffenden  Congruenz  zukommt,  indem  ihm  die  durch 
ihn  und  die  andere  Directrix  zu  legende  Ebene  entspricht  (p.  59). 
Nehmen  wir  endlich  an,  dass  aik  =  üki  sei,  aber  Uik  =  —  «/:/,  so 
geben  die  Gleichungen  (1)  die  Beziehungen  zwischen  Pol  und  Polar- 
ebene in  Bezug  auf  die  Fläche  ZlZ!aikXiX],  =  0 ,  und  cp  =  0  stellt 
den  linearen  Complex 

(4)  ^KikPik  =  ^ciik  {ViXk  —  xiy,)  =  0 

dar.  Es  liefert  cp  =  0  immer  eine  durch  x  gehende  Ebene,  also  die 
Ebenen,  welche  den  vier  durch  zl{X)  =  0  bestimmten  Punkten  ent- 
sprechen, müssen  bez.  durch  diese  Punkte  selbst  hindurchgehen;  die 
vier  PunJite  liegen  folglich  auf  der  Fläche  Biveiter  Ordnung  und  die  ihnen 
entsprechenden  Ebenen  sind  die  betreffenden  vier  Tangentialebenen  der 
Fläche.  Es  sei  x^^^  der  zur  Wurzel  A^  von  z/  =  0  gehörige  Punkt, 
und  ti(*)  die  ihm  entsprechende  Ebene,  so  dass  wir 

wf)  =  X.Saikxf  =  -  I^a^kxf 
setzen  können;  dann  folgt: 

lAsSl^X^  =  —  XrESUikXfxf  =  Ir^EakiX^px^^ 
=  Ar^JUj,    X/.    , 

und  andererseits  ist  derselbe  Ausdruck 

^Xr^s^UaaX^px'i^  =  2.rK2^akix'f'>x^^^  =  X.Uu^^^x^^K 

Entweder  ist  also  A,.  -f-  ^  =  0  oder  Uu^x^^^  =  0.  Nun  sieht  man 
sofort  ein,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  (a^-  =  —  «ü) 
z/( — A)  =  z/(A)  ist;  die  vier  Wurzeln  A,  zerfallen  somit  in  zwei  Paare, 
etwa  derart,  dass  Ag  ==  —  A^  und  A^  =  —  Ag.  Die  eben  gemachte 
Ueberlegung  sagt  darum  aus,  dass  die  zu  ic^  gehörige  Ebene  (Tan- 
gentialebene der  Fläche)  durch  x^^^  und  x'^^\  aber  nicht  durch  x^^'^ 
hindurchgeht;  ebenso  geht  die  x^~^  entsprechende  Ebene  durch  x^'^^ 
und  x^^\  die  zu  x^^^  gehörige  enthält  x'^^^  und  x^'^\  aber  nicht  x^^^  und 
endlich  die  Tangentialebene  von  ^^^^  geht  durch  x^^^  und  x^'^K  Die 
vier  Fundamentalpunlite  bilden  also  auf  der  Fläche  ztveiter  Ordnung 
ein  Tetraeder,  von  dessen  Kanten  vier  (nämlich  1-3,  1-4,  2-3,  2-4) 
auf  der  Fläche  liegen;  die  beiden  anderen  sind  einander  in  Bezug  auf 
die  Fläche  und  in  Bezug  auf  den  linearen  Complex  polar  conjugirt. 
Es  gibt  hiernach  im  Allgemeinen  vier  gerade  Linien^  ivelche  gleichseitig 
einem  gegebenen  linearen  Complexe  angehören  und  auf  einer  gegebenen 
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Fläche  ztveiter  Ordnung  liegen.  Ausnahmen  resp.  Grenzfälle  treten 
auf,  wenn  die  Gleichung  zi  =  0  zweifache  oder  mehrfache  Wurzeln 
hat;  im  Folgenden  untersuchen  wir  der  Reihe  nach  die  verschiedenen 
Möglichkeiten. 

Nr.  1.     Die  vier   Wurzeln  von  ^d{X)  =  0  sind  von  einander  ver- 
schieden.    Wir  setzen 
(5).  F  =  ESciikXiXk,     (p  =  I^uikPik. 

Machen  wir  die  vier  ausgezeichneten  Linien  des  Complexes  (p  =  0 
zu  Kauten  des  Coordinatentetraeders,  so  wird  in  den  neuen  Coor- 
dinaten  X,-,,  bez.  P/i  (vgl.  p.  147  und  103): 

F=2X,X,-}-2X,X,,     (p  =  aP,,-\-ßP,,. 
Dieses  Resultat  möge  durch  die  Transformation 
(6)  X,-  =  ßnX^  +  ß,2X2  +  ßisXs  +  ßaX, 

erreicht  werden,  deren  Determinante  mit  R  bezeichnet  werde;  dann  ist 


(7)       B^J{k)  = 


0 

0           0        A  +  ß 

0 

0        A  +  /3        0 

0 

/1-/3        0           0 

—  a 

0           0           0 

3h    A 

naloffie    mit    den    auf 

=  (^1— /3^)(A— «^), 


wie  sich  leicht  nach  Analogie  mit  den  auf  p.  211  f.  angestellten 
Ueberlegungen,  bez.  Rechnungen  nachweisen  lässt.  Es  muss  also 
ß  =  +  AjL,  ß  =  zh  h  sein;  das  Vorzeichen  bleibt  noch  willkürlich, 
da  eine  Vertauschung  desselben  nur  eine  Aenderung  der  Bezeichnung 
der  Wurzeln  bedingen  würde.  Wir  haben  also  die  kanonische  Form*): 
(8)  F=2X,X,-{-2X,X,,     cp  =  X,P,,  +  ?.,P,,. 

Es  bietet  sich  weiter  die  Aufgabe,  die  Transformationscoefficienten 
ßik  ivirUich  sa  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  in 
allen  den  unendlich  vielen  durch  die  Gleichung  (p  -\-  If  =  0  darge- 
stellten reciproken  Verwandtschaften  diejenigen  Punkte  x,  welche 
mit  ihrer  zugehörigen  Ebene  u  vereinigt  liegen,  immer  dieselbe  Fläche 
F  ==  0  bilden,  dass  dagegen  die  entsprechenden  Ebenen  u  eine  mit 
X  variirende  Fläche  zweiter  Klasse  umhüllen,  deren  Gleichung  offen- 
bar durch  Nullsetzen  der  mit  den  Ui  geränderten  Determinante  ^(/l) 
gewonnen  wird,  d.  h.  in  der  Form 


*)  Die  verscliiedeuea  im  Folgenden  behandelten  Fälle  wurden  vom  Heraus- 
geber in  seiner  loauguraldissertation  (Erlangen  1873)  an  ihren  bez.  kanonischen 
Formen  genauer  discutirt  (vgl.  Math.  Annalen  Bd.  7),  einige  derselben  gleich- 
zeitig von  Fr  ahm  in  seiner  Habilitationsschrift:  Ueber  eine  Klasse  von  linearen 
Transformationen,  Tübingen  1873. 
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(9)  2JUAik{^)uiUk  =  0 

geschrieben  werden  kann,  wenn  ^«(A)  die  ersten  Unterdeterminanten 
von  ^{X)  bezeichnen.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  in  (9)  der  von 
A  unabhängige  Term  verschwindet,  die  linke  Seite  also  durch  X  theil- 
bar  ist.  Auch  dieser  linken  Seite  kommt  natürlich  die  Invarianten- 
eigenschaft zu;  es  wird  also 

(10)  B'i:2JJ,,{X)u,u,  =  1{{1'-  X,')2  U,  U,  +  (A'^  -  X,')2  U,U,} . 

Da  nach  (7)  R^Ä  =  1  ist,  wenn  Ä  wieder  die  Determinante  von  F 
bezeichnet,  so  ergibt  sich  hieraus: 

2A,(A,2  _  ;i^2)^  -Ü^U^  =  2;2;z/,,(Ai)«,2f,, 

Durch  Zerlegung  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  in  lineare  Fac- 
toren  findet  man  unter  Beriichsichtigimg  der  Formeln 

(12)  ük  =  ßlkth  +  ß2kU2  +  ßskUs  +  ßikUi 

die  gesuchten  Transformations-Coefficienten. 

Man  kann  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  auch  auf  ein  früher 
behandeltes  Problem  zurückführen.  Es  gibt  nämlich  unendlich  viele 
Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  mit  dem  Complexe  90  ==  0  dieselben 
vier  Erzeugenden  gemein  haben;  sie  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Gleichung  nach  (10)  durch  IlIUik{l)UiUk  =  0  gegeben  wird,  denn 
die  rechte  Seite  von  (10)  zeigt,  dass  diese  Gleichung  in  der  That 
kein  Glied  mit  A^  enthält,  also  nach  Division  mit  A  linear  in  A^  wird, 
und  die  directe  Ausrechnung  ergibt 

(13)  2:2:^ik{l)UiU,  =  X^2:2AikUiUk  +  XSZZZaik^^UiU,ny 
wenn  Aik  die  Unterdeterminanten  von  A  bedeuten,  und  weun 

(14)  A  =  «12  «34  +  «13  «42  +   0^14  «23 

gesetzt  wird.  Eine  bestimmte  Fläche  dieses  Büschels  ist  mit  der- 
jenigen identisch,  welche  der  Fläche  F=0  durch  die  Verwandt- 
schaft (p  =  Q  zugeordnet  wird.  In  der  That  führt  die  Auflösung  der 
Gleichungen 

(15)  Ui  =  (XaXi  +  ai2X2  +  "/s^'s  +  «^4^4 
zu  den  Formeln  (vgl.  p.  52,  54  und  102): 

und  somit  wird: 
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/ .  „s  EESSain  ^-  g^  Ui  Um  =  A^2^2JaikXi  Xk 

=  Uy    («22^34     ~r  %3*^42     ~T  ^44^23  ^^23^34^24 

—  2  l(i  «2  [2  «33  «14  «24  +   2  «^4  «13  «23 

+  2  «34(^12  «34  +  «13  «42  +  «14  «23  +  «42  «13  +  «23  «14) 

—  «34  («24  «13   +  «14  «23)]   + 

Der  Factor  von  X  in  (13)  stellt  also,  gleich  Null  gesetzt,  die  Fläche 
dar,  welche  der  Fläche  F  =  0  durch  den  linearen  Complex  zugeordnet 
tvird.  Mau  kann  zunächst  die  beiden  Flächen  zweiter  Klasse, 
U 2J ÄikUiUk  =  0  und  die  eben  bestimmte  Fläche,  nach  Früherem 
(p.  228  und  265)  in  die  Form 

v.'+r,'  +v,'+  VI      =0, 

transformiren  und  geht  dann  durch  die  Substitution 

y,=  v,^iv„     r,=  u,-iü,, 

V,=  ü,  +  iU,,       V,=  U,-iü, 

zu  unserem  jetzigen  Coordinatensysteme  über;  dabei  ist  Vj^  =  A^^, 
Vg  =  ylg^  zu  setzen. 

Andererseits  gibt  es  im  Allgemeinen  unendlich  .viele  lineare 
Complexe,  welche  mit  F=0  dieselben  vier  Erzeugenden,  wie  der 
Complex  (p  =  0,  gemein  haben.  Einer  von  diesen,  dessen  Gleichung 
^  =  0  sei,  ist  offenbar  der  zu  9  =  0  vermöge  i^=0  polar  con- 
jugirte  Complex,  und  die  anderen  sind  in  der  Form  9p  -}-  [iip  =  0 
gegeben;  die  Leitlinien  der  ihnen  gemeinsamen  Congruenz  sind  iden- 
tisch mit  den  Kanten  X^  =  0,  X4  =  0  und  X2  ^  0,  Xg  =  0  des 
neu  eingeführten  Coordinatentetraeders.  Die  Gleichung  ip  ==  0  ist 
in  folgender  Weise  zu  bilden.  Der  Geraden  p  sei  vermöge  F  =  0 
die  Linie  p'  (mit  den  Axencoordinateu  qa)  polar  conjugirt;  dann 
bestehen  die  Gleichungen  (p.  142): 

'^         ('Pik 
wenn  0^^  =  IlZ{akiaik  —  ahkCiu)phiPik  gesetzt  wird,  also  den  in  (3), 

i,k  h,  l 

p.  142  gefundenen  Ausdruck  bezeichnet.  Die  Gleichung  des  su  cp  =  Q 
vermöge  (1)  polar  conjiigirten  Complexes  ist  folglich: 

(18)  0  =  2:p'a.^  =2;  J'^— =  2;-^^— , 
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wenu  <Paa  aus  <i>pp  dadurch  entstellt,   dass  man  pn,  durch  «;«  =  ^ — 

ersetzt,  und  wenn  wieder  P  den  Ausdruck  Pi^P^i  +  ^132^42  H~  PuP23 
bedeutet.  Nun  sind  nach  unserer  Definition  zwei  Complexe  2Ja!kPjk^=0 
und  ZlßikPik  =  0  in  involutorischer  Lage,  sobakl  die  Summe  2Jaikßi,a 
verschwindet  (p.  67 f.).  Das  Verschivinden  des  Ausdruckes  0^«  sagt 
also  aus,  dass  der  gegebene  Complex  mit  dem  ihn  in  Bezug  auf  F=0 
polar  conjugirten  Complexe  in  Involution  liegt*). 

Derselbe  Ausdruck  <t>aa  begegnete  uns  auch  bereits  auf  der  linken 
Seite  von  (3)  oder  (7).  Die  rechte  Seite  nämlich  zeigt,  dass  der 
Factor  von  A^  identisch  verschwindet,  und  die  weitere  Berechnung 
ergibt: 

(19)  ^(A)  =  l^Ä  +  X'(t>aa  +  A'^**) 

Artet  die  Fläche  i^  =  0  in  einen  Kegelschnitt,  insbesondere  in 
den  imaginären  Kugelkreis  aus,  so  geht  die  eine  der  beiden  zuletzt 
erwähnten  Directricen  in  die  Hauptaxe  des  linearen  Complexes  g;  =  0 
über,  die  andere  in  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  der 
ersteren  in  Bezug  auf  den  Kugelkreis.  Die  den  Punkten  der  Axe 
im  Complexe  entsprechenden  Ebenen  stehen  dann  in  der  That  senk- 
recht auf  dieser  Axe;  und  ebenso  stehen  im  verallgemeinerten  Sinne 
(p.  291)  die  Ebenen,  welche  den  Punkten  der  einen  unserer  beiden 
Directricen  durch  den  Complex  9?  =  0  zugeordnet  sind,  senkrecht 
auf  der  anderen  Directrix.  Man  kann  diese  beiden  Directricen  deslialh 
mit  Recht  als  die  „verallgemeinerten  Hauptaxen"  des  Complexes  cp  =  0 
bemchnen. 

In  analoger  Weise  können  wir  ein  „verallgemeinertes  xAxenpaar" 
für  jede  Congruenz  zweier  linearen  Complexe  cp  =  0  und  %  =  0  de- 
finiren.  Die  vier  Linien  der  beiden  Hauptaxenpaare  von  irgend  zwei 
Complexen  der  linearen  Schaar  q)  -\-  ^%  =  0  bestimmen  zwei  gemein- 
same Transversalen,  welche  einander  in  Bezug  auf  F  =  0  polar  con- 
jugirt  sind,  da  sie  je  zwei  in  dieser  Beziehung  zu  einander  stehende 
Gerade  schneiden,  und  welche  der  Congruenz  angehören,  da  eine  jede 
zwei  in  Bezug  auf  den  einen  und  zwei  in  Bezug  auf  den  anderen 
Complex  conjugirte  Gerade  trifft.  Als  Linien  der  Congruenz  werden 
sie  aber  auch  von  den  Directricen  derselben  geschnitten  und  als  ein- 


*)  Vgl.  Pasch:  Crelle's  Journal,  Bd.  75,  p.  144 f. 

**)  Auf  diese  Gleichung  (19)  führt  auch  die  Bestimmung  der  beiden  Direc- 
tricen der  durch  X^ip  -\-  (pyA=^0  bestimmten  Congruenz  (vgl.  p.  59).  Dieselben 
können  auch  definirt  werden  als  diejenigen  beiden  Geraden,  welche  einander  so- 
wohl in  Bezug  auf  die  Fläche  F  =^  0  als  in  Bezug  auf  den  linearen  Complex 
conjugirt  sind. 
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ander  vermöge  F  =  0  conjugirte  Polaren  auch  von  den  conjugirten 
Polaren  dieser  Directricen.  Diese  beiden  Transversalen  bilden  das 
verallgemeinerte  Axenpaar  der  Congrueng;  die  Linien  des  Paares  werden 
von  den  Linien  aller  Haiiptaxeniiaare  der  Complexe  (p  -\-  ^x  =  0  in 
verallgemeinertem  Sinne  orthogonal  geschnitten. 

Die  letzteren  bilden  eine  Linienfläche,  deren  Gleichung  aufzu- 
stellen unsere  nächste  Aufgabe  sein  soll*).  Sind  p,/  und  jp,/'  die 
Coordinaten  der  Directricen  der  Congruenz,  so  sind  die  Coefficienten 
der  Gleichung  eines  beliebigen  Complexes  der  linearen  Schaar  von  der 
Form  %pik  +  ^Pik' \  dieselben  Coefficienten  können  aber  auch  gleich 
^Pik  +  vTtik  gesetzt  werden,  wenn  mit  pik  bez.  tc-,).  die  Coordinaten 
der  verallgemeinerten  Hauptaxen  des  betrefi'enden  Complexes  be- 
zeichnet werden.     Es  ist  also 

^Pik    +  J^Pik'  =  H'Pik  +  VTtik. 

Als  «in ander  conjugirte  Polaren  können  die  Hauptaxen  der  Congruenz 
zu  Kanten  X^  =  0,  'X^  =  0  und  X^  =  0,  X^  =  0  eines  neuen  Coor- 
dinatensystems  gewählt  werden,  in  Bezug  auf  welches  die  Gleichung 
der  Fundamentalfläche  von  der  Form  2X^X4  -|-  2X3X3  =  0  wird, 
wie  in  (8).  Gebrauchen  wir  für  dieses  neue  Tetraeder  die  den 
früheren  entsprechenden  grossen  Buchstaben,  so  wird  demnach: 

9-^23  ^^   ''14  7     9-^13  ""=   ''ig,      QP^  ==  TT42,     QPi2  "^^  ''125 

und  die  Elimination  von  j«,  A,  ft,  v,  q  führt  zu  dem  Resultate: 


(20) 


P\2  ^  Pl2  ^12 

^  -'^13  -^13  -^13 

Q  p  p    '  p    ' 

^  -'-42  -'-42  -'•42 

-^34         ^  ^84  P34 


=  0. 


Diesem  Complexe  zweiten  Grades  und  den  beiden  speciellen  linearen 
Complexen  P^i  =  0,  P^^  =  0  gehören  alle  Hauptaxen  der  Complex- 
schaar  an  und  bilden  eine  Linieufläche.  Die  Gleichung  der  letztern 
ergibt  sich,  wenn  man  Pu,  =  XiYk  —  YiXk  setzt  und  beachtet,  dass 
wegen  P^^  =  0,  P23  ==  0  hierbei  Xj,  X4  bez.  zu  Y^,  Y^  und  Xg, 
X3  bez.  zu  Yg,  Y3 -proportional  sind.  Von  den  Hauptaxenpaaren  einer 
linearen  Complexschaar  wird  daher  eine  Linienfläche  vierter  Ordnung 
gebildet,  dargestellt  durch  die  Gleichung: 


*)  Vgl.  den  erwähnten  Aufsatz  des  Herausgebers. 
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(21) 
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X,X,           0 

Pl2 

0        x,x. 

Pn 

P  " 

0        x,x. 

P4/ 

P.;' 

-  x,x,      0 

Pu 

p,: 

=  0. 


Eine  weitere  Discussion  der  Fläche  müssen  wir  hier  unterlassen. 
Artet  die  Fundamentalfläche  in  den  imaginären  Kugelkreis  aus,  so 
liefert  die  eine  Linie  des  Axenpaares  der  Congruenz  die  früher  ein- 
geführte Congruenz-Axe,  die  andere  liegt  unendlich  weit.  Die  Fläche 
(21)  wird  also  ersetzt  durch  die  früher  aufgestellte  (vgl.  p.  61)  Linien- 
fläche dritter  Ordnung  (das  Cylindroid)  zusammen  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene. 

Nr.  2.  Es  ist  1^=  —  A2  =  A3  =  —  X^  {=  X'),  ohne  dass  alle 
Unterdeterminanten  ^ ik{i')  verscliivinden.  Da  dieser  Fall  als  ein  Grenz- 
fall des  vorhergehenden  aufzufassen  ist,  und  da  zwei  Ecken  des  dort 
benutzten  Tetraeders  (und  ebenso  zwei  Seitenflächen  desselben)  zu- 
sammenfallen, so  artet  das  System  der  vier  ausgezeichneten  Erzeu- 
genden des  Tetraeders  in  der  Weise  aus,  dass  zwei  von  ihnen  zu- 
sammenfallen, die  beiden  anderen  aber  getrennt  bleiben.  Es  sei  im 
neuen  Coordinatensysteme  X^  =  0 ,  X^  =  0  die  doppelt  zählende 
Erzeugende,  und  X^  =  0,  Xg  =  0  resp.  X^  =  0,  X3  =  0  seien  die 
beiden  einfach  zählenden;  dann  wird  bei  passender  Festlegung  der 
Ebenen  Xg  =  0,  X3  =  0  und  passender  Wahl  willkürlich  bleiben- 
der Constanten: 

2^=2X1X3  +  2X3X4, 

*^^^^  9>=-'t'(A3  +  A.)  +  -Pu. 

In  der  That  folgt  dann: 


(7  a)        R'-zJ{X)  = 


0 

0 

0 

0 

A  +  A' 

0 

A-A' 

1 

0 

X-X' 

0 

0 

0 

0 

=  (A2  —  A'2)2; 


-1     A  +  A' 
(10a)   B^ '  Z2^ik{X)uiUj,  =  —  A  [(A^  -  A'^)  (2  U^  ü,  ■i-2U,  U^ 

R^  ■  EZziik  {X')uiUk  =  -  4A'2  V^  ü^ , 
(Ha)  ^2 .  2:i]A,:{X')UiUk=  -  2X'\2U,  U^  +  2n,ü,  +  2U,Ü,), 
wenn    z^,/(A)    den    Differentialquotienten    von    z/,!-    bezeichnet.      Die 
Determinante  JR^  bestimmt  sich  genau  wie  in  Nr.  1.     Der  Ausdruck 
(10  a),    gleich   Null    gesetzt,    liefert    wieder    eine    lineare  Scliaar   von 
Flächen  siveiter  Klasse,  ivelche  mit  dem  Complexe  95  =  0  dieselben  Er- 
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migenden,  wie  die  Fläche  F=0,  gemein  Jiahen.  Das  vorliegende 
Transformationsproblem  kann  demnach  auch  auf  ein  früher  behan- 
deltes zurückgeführt  werden  (Nr.  11,  p.  230). 

Die  verallgemeinerten  Hauptaxen  des  Complexes  (p  =  0  sind  in 
diesem  Falle  in  die  Gerade  X^  =  0,  X^  =  0  zusammengefallen.  Das- 
selbe gilt  für  alle  Complexe  der  linearen  Schaar  qo  -f  ^t  =  ^>  wenn 
if;  den  Ausdruck  (18)  bezeichnet. 

Nr.  3.  Es  ivird  k^  =  —  1^  =  0,  während  /Lg  von  l^  verschieden 
ist,  und  nicht  alle  ^udO)  verschwinden. 

Nach  (19)  ist  auch  A  gleich  Null,  d.  h.  der  vorgelegte  Complex 
9?  =  0  ist  ein  specieller.  Die  Axe  desselben  und  ihre  coujugirte 
Polare  in  Bezug  auf  F  =  0  durchstossen  die  Flächen  in  vier  Punkten, 
die  als  Ecken  eines  neuen  Tetraeders  eingeführt  werden  können,  ganz 
wie  in  Nr.  1.  Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bleiben  bestehen;  man 
hat  nur  in  der  ersten  Gleichung  (11)  zuerst  mit  Aj  beiderseits  zu  divi- 
diren  und  dann  A^  =  0  werden  zu  lassen. 

Nr.  4.  Es  ist  l^  =  l^  =  —  l<^  =  —  A^  =  0;  die  Äiisdrüche  zJn' (0) 
sind  nicht  sämmtlich  gleich  Null;  alle  Unterdeterminanten  z/,i.  selbst 
dagegen  verschwinden,  weil  sie  nach  (13)  durch  A  theilbar  sind. 
Nach  (19)  ist  sowohl  A  =  0  als  auch  O««  =  0,  d.  h.  der  Complex 
ist  ein  specieller  und  seine  Axe  berührt  die  Fläche  i^=  0.  In  den 
Berührungspunkt  sind  die  vier  Ecken  des  Tetraeders  zusammenge- 
fallen; die  vier  Kanten  desselben,  welche  in  Nr.  1  als  Erzeugende 
auftraten,  haben  sich  paarweise  in  die  beiden  durch  den  Berührungs- 
punkt gehenden  Erzeugenden  vereinigt.  Sind  letztere  durch  Xi==0, 
Xg  =  0  resp.  X^  =  0,  Xg  =  0  gegeben,  so  kann  man  setzen: 
F  =  2  X^  X^  -\-  2  X2  Xg , 


(8b) 

und  es  wird  weiter: 

(7  b)  E^J{1)  = 


9>=    P,,      +     P, 


13? 


0 

—  1 

—  1 

A 


=  AS 


(10b)      B'ZSzlailWik  =  2k\ü,  U,  -f  U,  ü,)  —  2XU^'; 

R^2UJaiO)UiUj,=  —  2Ui, 
(IIb)      ji2  2j2J^;i\0)uiUk=  6R'22JÄikUiU,  =  12{U,  U^  -f  U,  ü,). 

Alle  Flächen  des  Büschels  F-\-  ^Xj^  =  0  berühren  die  Fläche  P=0 
längs  derselben  beiden  Erzeugenden;  dementsprechend  kann  die  Trans- 
formation auch  auf  Nr.  13,  p.  232  zurückgeführt  werden.     Die  vierte 
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harmonische  Linie  der  Axe  von  (p  =  0  und  der  beiden  ausgezeich- 
neten Erzeugenden  stellt  einen  speciellen  Complex  (P^g  —  -^is  =  0) 
dar,  welcher  dem  gegebenen  in  Bezug  auf  F  =  0  polar  conjugirt  ist. 
Nr.  5.  Die  Wurzeln  von  z/(A)  =  0  vertheüen  sich  wie  in  Nr.  3, 
es  verschwinden  aber  auch  alle  zugehörigen  Unterdeterminanten.  Letzteres 
tritt  für  die  beiden  Wurzeln  X^  und  —  X^  gleichzeitig  ein,  da  sich 
^ik(X)  =  —  ^ki( — ^)  ergibt.  Die  in  (13)  und  (19)  gegebenen  Aus- 
drücke sollen  für  A  =  +  /l'  gleichzeitig  verschwinden,  und  ^(A)  wird 
gleich  einem  vollständigen  Quadrate;  hieraus  folgt,  dass  der  Aus- 
druck (17)  zu  ZIUÄikUiUk  proportional  ist,  d.  h,  dass  die  Fläche 
zweiter  Klasse,  welche  vermöge  der  Verwandtschaft  9  =  0  der  Fläche 
F=Q  zugeordnet  wird,  mit  der  letzteren  selbst  zusammenfällt.  Jedem 
Punkte  von  F  =  0  entspricht  also  im  linearen  Complexe  op  =  0  eine 
durch  ihn  gehende  Tangentenebene  von  F=0,  und  folglich  gehört  die 
eine  Schaar  von  Erzeugenden  der  Fläche  dem  linearen  Complexe  an. 
Die  Bedingungen  hierfür  sind  nach  Vorstehendem; 


Gemäss  unseren  frühereu  Untersuchungen  können  wir 

CP=       Pu         +       ^3 

machen;  und  zwar  dürfen  zwei  Ecken  des  neuen  Coordinatentetraeders 
noch  willkürlich  auf  der  Fläche  F=0  gewählt  werden.  Die  übrigen 
Formeln  werden: 

0  0  0         1+A 


(7  c)     P?J{X)  = 


0 

0 

1+A 

0 

0 

l-l 

0 

0 

(1-A7, 


1— A        0  0  0 

(10c)  B'SZJi,  (A)  =  -  {1  -  k')  [2U,Ü,  +  2Ü,U,] , 

(11  c)  B^UU^,,'  (1)  =4:ü,U,-j-4ü,U,. 

Der  lineare  Complex,  dessen  Linien  den  Geraden  von  90  =  0  in  Bezug 
auf  F  =  0  polar  conjugirt  sind,  fällt  hier  mit  9)  =  0  zusammen. 

Nr.  6.  Die  Wurzeln  von  ^(A)  =  0  vertheileu  sich,  wie  in  Nr.  4, 
und  es  verschwinden  gleichzeitig  alle  ZläyO).  Der  Complex  ist  wieder 
ein  specieller,  und  seine  Axe  ist  selbst  eine  Erzeugende  der  Fläche. 
Die  Bedingungen  hierfür  sind  also 


A  =  0,       0«a  =  O, 


Ui  Um  ^  0 
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Man  erhält  hier  die  kanonische  Form: 


(8d) 

und  es  wird 


F=2X,X,  +  2X,X,,     cp  =  P, 


(7d)        B^J{X)  =  BH^Ä  = 


0 

0 

0 

X 

0 

0 

A 

0 

0 

l 

0 

1 

A 

0 

—  1 

0 

=  1' 


-k\2U,U,  +  2U,ü,). 


C/g  =  0    können    auf   der  Axe    des    gegebenen 


(lOd)  JB?ZSJik{l)uiih 

Die   Ecken    C/g  =  0 , 

speciellen  Complexes  willkürlich  gewählt  werden,  die  beiden  anderen 

Ecken  bestimmen  sich  dann  aus  (10  d).     Statt  dessen  kann  man  auch 

zwei    beliebige    Ebenen,    welche    diese    Axe    enthalten,    als    Ebenen 

Xy  =  0,   X^  =  0  wählen  und  findet  die  beiden  anderen  Coordinaten- 

ebenen  aus  der  ersten  Gleichung  (8d). 

Nr.  7.  Es  ist  l^  =  ~  X^  unendlich  gross,  ivahrend  A3  =  —  A4 
endlich  bleibt 

Es  wird  ^  =  0,  d.  h.  die  Fläche  artet  in  einen  Kegel  aus. 
Wir  betrachten  statt  desselben  einen  Kegelschnitt,  vertauschen  also 
allenthalben  Punkt-  und  Ebenen-Coordinaten,  so  dass  jetzt 


fP 


d  a,. 


F  =  UUaikUiUk , 

zu  setzen  ist.  Der  Ebene  des  Kegelschnittes  (X4  =  0)  ist  vermöge 
(p  =  0  ein  in  ihr  liegender  Punkt  (^3  =  0)  zugeordnet,  und  letzterem 
entspricht  umgekehrt  die  Ebene  X4  =  0  als  Polarebene  in  Bezug 
auf  F=0.  Durch  diesen  Punkt  gehen  zwei  Linien,  welche  gleich- 
zeitig Tangenten  des  Kegelschnittes  (d.  i.  in  der  Grenze  je  doppelt 
zählende  Erzeugende  der  Fläche)  sind  und  dem  Complexe  angehören. 
Der  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  (C/i  =  0  und  U^  =  0) 
ist  vermöge  des  Nullsystems  cp  =  Q  eine  durch  den  Punkt  C/3  =  0 
gehende  conjugirte  Polare  zugeordnet;  diese  sei  als  Axe  X^  =  0, 
Xg  ==  0  gewählt;  auf  ihr  kann  die  Ecke  C/^  =  0  des  Coordinaten- 
tetraeders  noch  beliebig  angenommen  werden.    Dann  kann  man  setzen: 


(8e) 


F=2U,Ü,+  U, 


9  =  ^'Ql2  +   ^34- 

Die  weiteren  Formeln  werden,  den  früheren  entsprechend: 


(7e)         i?2z/(A)  = 


Clcbsch,  Vorlesungen.   11,  1. 


0 

l  —  X' 

0 

0 

l+l' 

0 

0 

0 

0 

0 

A 

— 

0 

0 

1 

0 

=  -{l'-l"), 
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(lOe)         B'U2^i,{X)xiXk  =  —  A(A^  -  A'^j X/  —  2XX,X^ , 

(lle) 


B?2:ZAij,XiX,  =  -  X/ 


R^I]U^ik{^')xiX,  =  —  2X'X,X^ . 
Die  Ebene  Xg  =  0  bleibt  insofern  willkürlich,  als  sie  nur  gezwungen 
ist,  durch  die  Ecken  C/j  =  0,  C/g  =  0  hindurchzugehen.  Dies  stimmt 
mit  Früherem  überein;  denn  lassen  wir  den  Kegelschnitt  mit  dem  ima- 
ginären Kugelkreise  zusammenfallen,  so  haben  wir  das  früher  behan- 
delte Problem  der  Transformation  eines  linearen  Complexes  in  seine 
einfachste  Form  für  den  Fall  rechtwinkliger  Coordinaten  vor  uns;  um 
durchaus  reelle  Resultate  zu  erhalten,  hat  man  nur  2  C/^  U2  noch  in 
C/j^  +  Ü2^  zu  transformiren.  Die  Linie  X^  ^  0,  Xg  =  0  wird  dann 
zur  „Hauptaxe"  des  linearen  Complexes  (vgl,  p.  55  ff.  und  103). 

Auch  die  Gleichung  des  Cylindroids  (der  Linienfläche,  welche 
von  den  Hauptaxen  einer  linearen  Complex-Schaar  gebildet  wird) 
kann  ganz  in  der  Weise  aufgestellt  werden,  wie  die  Gleichung  der 
Fläche  (21)  im  allgemeinen  Falle.  Die  beiden  Hauptaxen  der  Con- 
gruenz  einer  linearen  Schaar  9?  +  ft%  =  0  von  Complexen  stehen  recht- 
winklig zu  allen  Hauptaxen  der  einzelnen  Complexe,  insbesondere  zu 
den  Directricen;  sie  schneiden  also  sowohl  diese  Directricen  als  deren 
Polaren  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis,  welch'  letztere  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  liegen,  d.  h.  die  zweite  Hauptaxe  geht  durch  den 
unendlich  fernen  Schnittpunkt  dieser  Polaren  hindurch,  liegt  selbst  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  und  ist  zugleich  identisch  mit  der  Polare  des 
unendlich  fernen  Punktes  der  ersten  (eigentlichen)  Hauptaxe  der  Con- 
gruenz.  Letztere  werde  zur  Axe  X^  =  0,  Xg  =  0  gewählt,  die  andere 
Hauptaxe  zur  Axe  X3  =  0,  X4  =  0;  sind  Pik  und  TT,^-  die  Coordinaten 
der  Hauptaxenpaare  eines  Complexes  der  linearen  Schaar,  so  ist  folglich 

und  es  ist,  wie  oben: 

aPik  +  ^Pik"  =  ^Pik  +  vTlik, 
wenn  wieder  Pik  ,  Pik"  die  Coordinaten  der  Directricen  der  Congruenz 
bedeuten.    Die  Gleichung  des  Kugelkreises  ist:  P^^^^ -\-  P.^^  +  ^%i=^j 
folglich  hat  man: 

9^23  =  Pu ,     ()ni3  =  P42 ,     9  Hia  =  P34 ; 
die  Elimination  von  j«,  A,  ft,  v  führt  also  zu  der  Gleichung 


-p  p  p  '  p  ' 

-^13  -^42  -*^13  -*^13 

p         0  p  '  p  ' 

-^14  ^  -^14  -*^14 

P         0  P  '  P  ' 

•A  24  ^  -*-  2i  ■*■  24 

p  p  p    '  p    ' 

-*^23  ^14  -^23  -'^23 


=  0. 
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Wegen  P^g  =  0  und  I\,,  =  0  kann  in  Pik  =  X,r^.  —  YiXk  das  Ver- 
hältniss  Y^  :  Y,  durch  X^  :  Xg  und  Y^  :  Y^  durch  X3  :  X^  ersetzt 
werden-,  ferner  kann  für  Y  gerade  der  Schnittpunkt  der  Linie  P,vt 
mit  der  Axe  X^  =  0,  Xg  =  0  gewählt  werden,  so  dass  Y^  =  0, 
Y^  =  0  wird.     Die  gefundene  Gleichung  verwandelt  sich  dann  in: 

-^l^-^3  [(-^24     ""   -^14  )  ^23      ~   (-^24  ^U    )  As  J 

+  x,'x,  [(p,;  -  p,;)  p,;'  -  (p,/'  -  p,,")  p^s'] 

+  2X1X3X4  (Pj/  P24"  —   P2/P14")  =  0. 

Da  auch  P^g'  ==  0,  P^^'  =  0,  so  verhält  sich  P23'  zu  P23"  ebenso 
wie  P^g'  zu  P13";  folglich  werden  die  Coefficienten  der  beiden  ersten 
Glieder  einander  proportional,  und  wir  erhalten  die  Gleichung  des 
Cylindroids  in  der  frühereu  Form  (p.  61) 

a{X,^  +  X.^)X^i-bX,X^X^  =  0. 

Nr.  8.  Die  Wurzeln  des  vorhergehenden  Falks  fallen  zusammen, 
so  dass  Ao  =  —  I4  =  0.  Der  Complex  ist  ein  specieller,  kann  also 
in  die  Form  Q^^  =  0,  d.  h.  P^g  ==  0,  durch  orthogonale  Transforma- 
tion übergeführt  werden. 

Nr.  9.  Alle  vier  Wurzeln  von  ^{l)  =  0  sind  unendlich  gross. 
Es  ist  nicht  nur  A  =  0,  sondern  auch  ^aa  =  0,  wenn  jetzt  (p  =  Uaikgiik 
genommen  wird.  Sei  p^^^  -\-  p^^  -\-  p^^  ==■  0  die  Gleichung  des  ima- 
ginären Kugelkreises  in  Liniencoordinaten,  so  ist  ^aa=a23^"l"^3i^~h^i2^5 
die  Bedingung  ^aa  =  0  sagt  also  aus,  dass  der  Punkt,  welcher  ver- 
möge 9)  ==  0  der  unendlich  fernen  Ebene  zugeordnet  ist,  selbst  auf 
dem  Kugelkreise  liegt.  Um  eine  kanonische  Form  zu  erhalten,  kann 
man  setzen 

qP  =   ^13  +   ^42  7 

wobei  die  Ecke  X^  =  0,  Xg  =  0,  X4  =  0  der  unendlich  fernen 
Ebene  vermöge  (p  =  0  zugeordnet  wird,  und  der  Tangente  des  Kugel- 
kreises im  Punkte  X2  =  0,  X3  =  0,  X4  =  0  (d.  i.  der  Linie  X2  =  0, 
X4  =  0)  vermöge  des  Complexes  cp  =  0  eine  Gerade  durch  die  Ecke 
Xi  =  0,  X3  =  0,  X4  =  0  conjugirt  ist.     Man  hat  weiter: 


(7f)        Ii'J{X)  =  R'A'  = 


0 

-1 
0 


0 

-1 

0 
0 


(lOf)    R^2]2JAik{^,)XiXk  =  —  A^X4^  —  2^X^X2, 
(llf)    R'2I]ÄaXiXk  =  -X^',     B'2JUA,k\0)XiXk  = 


=  1, 


2X1X2. 


23' 
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Nr.  10.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  z/(A)  =  0  sind  einzeln 
gleich  Null.  Der  Complex  ist  ein  specieller;  seine  Axe  trifft  den 
imaginären  Kugelkreis.  Geschieht  letzteres  in  dem  Punkte  X^  =  0, 
Xg  ==0,  X^  =  0,  so  kann  man  setzen: 

(8g)  F=2Ü,Ü,+  U,\    cp  =  Q,,. 

Nr.  11.  Der  Ausdruch  <!)««  verschwindet,  indem  gleichzeitig  a^^  =  0, 
«3^  =  0,  «12  =  0.  Die  Axe  des  speciellen  Complexes  liegt  in  der 
Ebene  des  imaginären  Kugelkreises.  Als  einfachste  Form  ist  zu 
nehmen: 

(8h)  F=U,'+  f4'+  U,',    cp=^Q,,. 

Nr.  12.  Die  Axe  des  speciellen  Complexes  berührt  den  imaginären 
Kugelkreis,  etwa  im  Punkte  X^  =  0,  X^  =  0,  Xg  =  0,  Die  kano- 
nische Form  wird: 

(8i)  F=2U,U,+  U,\    <p==Q,,. 

XVII.    Die  linearen  Transformationen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 

in  sich. 

Die  entwickelten  Beziehungen  zwischen  einem  linearen  Complexe 
und  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  stehen  in  engster 
VerbinduDg  mit  der  Theorie  der  linearen  Transformation  einer  solchen 
Fläche  in  sich,  wie  sie  uns  früher  schon  gelegentlich  bei  Unter- 
suchung der  verallgemeinerten  geodätischen  Linien  begegnete  (p.  317 
und  320).  Damals  wurde  die  Gleichung  der  zu  transformirenden 
Fläche  in  besonders  einfacher  Form  vorausgesetzt;  jetzt  soll  es  sich 
darum  handeln,  alle  möglichen  Transformationen  der  Fläche  in  sich 
außustellen,  ohne  über  das  Coordinatentetraeder  eine  specielle  Annahme 
mi  machen.  Ist  also  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
der  Form 

(1)  f^  UUttikXiXk  =  0 

gegeben,  so  sollen  die  Coefficienten  Ctk  einer  linearen  Transformation 

(2)  i-  ==  CaXi  +  C/2^2  +  CisXs  +  C/4.^■4 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Identität  besteht: 

(3)  2J  Uttik  Xi  Xk  =  U2Jaik  b  l/t . 

Mit  t  und  t  mögen  zwei  einander  in  Bezug  auf  f=0  conju- 
girte  Pole  bezeichnet  werden,  die  auf  der  Verbindungslinie  von  x 
und  I  liegen,  so  dass 

(4)  Xi  =  Zti  -\-  IXi  ,        1/  =  'üt;  —  Kt;. 

Werden  x  und   t  gegeben,    so   sind   damit  |   und  x  bestimmt.     Be- 
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stehen  zwisclieu  den  ti  und  Xi  lineare  Gleichungen,  so  sind  aus  ihnen 
auch  Gleichungen  der  Form  (2)  herzuleiten.  Wir  haben  also  die 
Aufgabe,  die  Coordinaten  der  Punkte  t  und  t  durch  solche  lineare 
Gleichungen  zu  verbinden,  dass  die  daraus  folgenden  Gleichungen  (2) 
zu  der  Identität  (o)  führen.  Statt  des  Punktes  t  führen  wir  seine 
Polarebene  u  ein,  so  dass 

(5)  t;  =  AiiUi  +  Ai2U2  +  Aizlh  +  ^;4^«4, 

wenn  mit  den  Aik  die  Unterdeterminanten  der  atk  bezeichnet  werden. 
Der  Punkt  t  muss  dann  in  der  Ebene  u  liegen,  und  dies  wird  in 
einfachster  Weise  durch  lineare  Gleichungen  erreicht,  wenn  wir  die 
Ebene  u  und  den  Punkt  t  mittelst  der  Verwandtschaft  eines  linearen 
Oomplexes  zu  einander  in  Beziehung  setzen,  etwa  vermöge  der  Glei- 
chungen: 

(6)  ti  =  anUt  +  ß/2^(2  +  «/3M3  +  cinm,     c^tk  =  —  ccki,     ccu  =  0. 

Da  es  ferner  keine  andere  reciproke  Verwandtschaft  gibt,  bei  der 
jeder  Punkt  in  der  ihm  entsprechenden  Ebene  liegt,  so  findet  man  eine 
erste  sehr  allgemeine  Klasse  von  linearen  Transformationen  der  Fläche 
f=0  in  sich,  ivenn  man  ans  den  Gleichungen 

.  Xi  =  aUAikih  +  l2JKikUk, 

^i  =  aSAikUk  —  J^^Kikiik 

durch  Elimination  der  u-,  lineare  Gleichungen  zwischen  den  x-,  und  |j  her- 
stellt. Eine  zweite  Klasse  von  linearen  Transformationen  der  Fläche 
/  =  0  in  sich  wird  später  durch  Zulassung  von  linearen  Hilfstransfor- 
mationen mit  verschwindender  Determinante  gewonnen  werden. 

Das  in  (7)  gegebene  Resultat  wird  durch  directe  Rechnung  leicht 
bestätigt.     Es  bedeute  z/(x,  A)  die  Determinante  der  Grössen 

aAik  +  ^ccik, 
und    die    Uuterdetermiuanten    von   z/  seien    mit  ^ik{x,X)    bezeichnet. 
Zunächst  folgt  durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungssysteme  (7) 

J{ii,X)u!  =  2:zlki{ic,X)Xk, 
(8) 

und  hieraus: 


k 


J(x,l)2JAuUi  =  U2J^kii^,X)AuXk, 

i  k    i 

zJ[K,  -X)EAuUi  =  EEJu{^,  —l)AuU 

i  k    i 

andererseits  durch  Addition  der  Gleichungen  (7): 
(9)  Xi  +  h  =  2KUAikUk, 
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also  auch: 

(10)  ^"  ' 

k    i 

Hiermit  sind  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (2)  und  die  Auf- 
lösungen dieser  Gleichungen  gefunden.  Bedeuten  nämlich  ccik  will- 
MirlicJie  Grössen,  die  den  Bedingungen  aik  =  —  a^i  genügen,  so  wird'. 

'i^  = ^(M) fur/>^^?, 

und  die  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  geschieht  einfach,  indem  man 
X  durch  —  A  ersetzt  Die  Summenzeicheu  in  den  Zählern  der  rechten 
Seiten  von  (11)  beziehen  sich  auf  den  Index  i. 

Durch  die  gefundene  Transformation  geht  jedenfalls  jeder  Punkt 
der  Fläche  f  =  0  wieder  in  einen  Punkt  dieser  Fläche  über  (wegen 
der  harmonischen  Beziehung  zwischen  x,  t,  %  tr);  aber  es  könnte  sein, 
dass  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  noch  ein  constanter  Factor  hinzu- 
zufügen ist.  Die  Entscheidung  hierüber  liefert  folgende  Rechnung. 
Aus  (10)  ergibt  sich: 

J{K,k)Zaimh  ==  2Ki:E2:/]j,,{%,X)Aiiai,nXk  —  J(x,X)2aimXi 

l  l     k     i  l 

=  2iiAI!Jkm{^,  ^)oOk  —  ^i^,  l)Eai,nXi, 

k  l 

oder  wegen  (8): 

^Clunll  =  2xAu,n  —  ^aimXi 
l  l 

und  durch  Multiplication  mit  Xm^  resp.  |«  und  Addition 

2%AZ%nXm  =  UUaimXiXm  +  UEaimXnXh 
m  Im  l    171 

(12) 

2%AZ!Um^m  =  2Uaimh^m  +  Z!2Jai,nS„aXi. 
m  Im  l   m 

Ferner  ist  nach  (8) 

Z/(X,  —l)i:UmXm  =  21^  ^km{^,  —  ^)ikXm, 
j{il,X)SUmlm  =  EZ/lkmi%;X)Xkim- 

Nun  entsteht  z/(x,  A)  aus   dem   Ausdrucke  z/(A)   der   vorhergehenden 
Betrachtungen  (p.  343),    wenn    man    nur  atk    durch  Aik    ersetzt    und 
Matt  A  die  homogenen  Parameter  x,  A  einführt;  also  wird  nach  Glei- 
chung (19)  p.  348: 
(13)  J{k,  A)  =  %'A^  -f  x^A^d)  +  A^A'^ 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  359 

wo  0  aus  dem  obigen  0««  entstellt,  indem  mau  die  a^-  durch  die  -4a- 
ersetzt,  so  dass  0  =  ^O««  wird. 

Hierin  bedeutet  Ä  die  Determinante  der  Fläche  /  ==  0  und  es  ist 
wieder  A  =  «12*^34  ~f~  '^13^42  "f"  ^14^23?  ebenso  haben  wir  nach  Glei- 
chung (13)  p.  346: 

(14)  UU  zi!,{ic,  X)XiXk  =  K^Ä'UEciikXiXu  +  Jf  A- Y, 

wo  Y  einen    leicht    zu    berechnenden    Ausdruck    bedeutet.      Folglich 

ist  auch 

/i{^^X)  =  z/(jc, — A), 

J;,{x,X)  +  z/,,(x,A)  =  z/,-,(x,  -A)  +  ^,,(J<;  —  A). 

Durch  directe  Untersuchung  der  Unterdeterminanten  findet  man 
ausserdem: 

zJa{'ii,X)  =  Jki(>c,  —  A). 

Die  linken  Seiten  der  beiden  Gleichungen  (12)  werden  also  einander 
gleich,  und  durch  Subtraction  derselben  von  einander  ergibt  sich 
genau  die  Gleichung  (3):  es  tritt  Jcein  constanter  Factor  liinm. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (11)  hängen  von  dem  Para- 
meter X  :  A  ab.  Zu  jedem  linearen  Complexe  Eaaqa  =  0  gehören  daher 
unendlich  viele  Transformationen  einer  gegebenen  Fläche  f  ==  0  in  sich. 

Bei  jeder  Collineation  entsteht  die  Frage  nach  solchen  Punkten, 
welche  mit  den  ihnen  zugeordneten  zusammenfallen.  Dieselben  er- 
geben sich  aus  (2)  für  ^i  =  fiXi,  werden  also  aus  der  Gleichung 

(15)  U  ±  (Cii  —  il)  (^22  —  ^)  (C33  —  fO  (C44  —   ^)   =  0 

bestimmt,  in  welcher  nur  die  Diagonalglieder  der  Determinante  den 
Parameter  ^  enthalten.  Multipliciren  wir  dieselbe  mit  ^^  (d.  h.  die 
Elemente  jeder  Reihe  mit  z/),  setzen  die  in  (11)  gefundenen  Werthe 
ein  und  multipliciren  nach  dem  Multiplicationstheoreme  noch  einmal 
mit  der  Determinante  z/(x,  A),  wobei  die  Relationen: 

k    i 

ZU  berücksichtigen  sind,  so  kann  der  Factor  ^*  beiderseits  wieder 
herausgehoben  werden;  und  es  bleibt 

(16)  ^^^'  '^)  •  ^  ±  (^11  —  i")  (^22  —  f*)  (C33  —  ^)  (C44  —  .«) 

=  /i{y.{\  —  ^\  —  A(l  +  fi^). 

Ist  also  x  '.  X'  eine  Lösung  der  Gleichung  zJ{ic,X)  =  0,  so  findet  man 
durch  die  Stdjstitution*): 


*)  Vgl.  Fr  ahm  a.  a.  0.,    wo   die   entsprechende   Rechnung   für   den   Fall 
f  =  Sx.^  durchgeführt  wird;    mau    findet  daselbst  die   verschiedenen  Möglich- 
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,_  ^   .  M       1  —  a  %'         -,  y.X'  -\-  -a' X 

(16a)  -r  •  T~\ —  = T^    ^der  u  =  -^, 

eine  Lösung  fi  der  Gleichung  (15).     Macht  man  ^t  =  0,  so  folgt   aus 

(16)  der  Wertli   der  Substitutionsdeterminante   der   Gleichungen  (2), 
nämlich: 

(17)  ^  +  ^11^02  C33  c,^  =  1. 

Besonderes  Interesse  verdient  die  Annahme,  dass  ein  Polar- 
tetraeder der  gegebenen  Fläche,  deren  Determinante  nicht  verschwin- 
den möge,  als  Coordinatentetraeder  zu  Grunde  gelegt  wird.  Dann 
kann  man  setzen: 

(18)       f  =  X,'  +  X,'  +  X,'  +  X,'  =  i;-^  +  1,^  +  ^i  +  h% 

und   aus  (7)  erhält    mau   die    berühmten   Cayley 'sehen   Gleichungen 
(in  denen  wieder  cca-  =  —  cckd 

Xi  =  nUi  +  XZaiktik, 

li  =  zUi  —  XUttikUjc, 
und  die  Substitutionscoefficienten  selbst  werden*): 

^     _   2H4.,(^t,X)  ^  2yid^^iyi,X)-J(^,X)  ^ 

^"    ^  ^'a- ~       J{->i,X)  ^«  "~  J{yi,X)  ' 

die  Gleichung  (13)  endlich  geht  über  in 

(21)     zJ  =  z'-{-  xn\a,,'  +  a,,'  +  «,/  +  ^3,^  +  aj  +  «,3^)  +  A^ 


keiten  der  Trausformation,  je  nach  Lage  des  betreffenden  linearen  Complexes, 
besprochen  und  die  zugehörigen  kanonischen  Formen  aufgestellt;  letztere,  ins- 
besondere die  unendlich  kleinen  Transformationen,  wurden  vom  Herausgeber 
a.  a.  0.  ebenfalls  aufgestellt  und  näher  untersucht. 

*)  Cayley:  Crelle's  Journal  Bd.  32  (1846)  und  Bd.  50,  p.  288  und  p.  307 
(1854).  —  Ohne  Benutzung  eines  speciellen  Coordinatentetraeders  hat  Rosanes 
das  Problem  für  n  Variable  eingehend  behandelt  (Crelle's  Journal  Bd.  80,  1874), 
ohne  aber  auf  die  Gewinnung  expliciter  Formeln  des  Typus  (7)  oder  (11)  Ge- 
wicht zu  legen;  in  anderer  Weise  sind  die  fraglichen  Transformationen,  im  An- 
schlüsse an  die  kanonische  Form  2x-^,  von  Voss  studirt,  Math.  Annalen 
Bd.  13,  p.  320  (1877);  gleichfalls  für  die  kanonische  Form,  aber  unter  wesent- 
lich anderen  Gesichtspunkten  von  Lipschitz:  Untersuchungen  über  die  Summen 
von  Quadraten,  Bonn  1886;  rein  geometrisch  von  Sturm,  Math.  Annalen  Bd.  26, 
1886.  —  In  den  genannten  Arbeiten  wird  der  lineare  Complex  und  seine  Be- 
ziehung zur  gegebenen  Fläche  nicht  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegt.  —  Die 
allgemeinen  Formeln  (11)  sind  in  ganz  anderer  Weise  von  Frobenius  zuerst 
gewonnen:  Crelle's  Journal  Bd.  84,  p.  37  ff.  (1877),  während  für  drei  Variable 
die  entsprechenden  Gleichungen  von  Hermite  schon  1853  aufgestellt  wurden 
(ib.  Bd.  47,  p.  309).  —  Cayley  erwähnt  (ib.  Bd.  50,  p.  309)  den  Zusammenhang 
mit  Poncelet's  umgeschriebenen  Polygonen;  vgl.  darüber  Voss,  Math.  Annalen 
Bd.  25  und  26. 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  361 

Die  weitere  Discussion  hängt  wesentlich  von  dem  Verhalten  der 
Wurzeln  der  Gleichung  (15),  also  auch  von  dem  Verhalten  der 
Wurzeln  von  zJ(x,V)  =  0  ab.  Die  sich  darbietenden  Möglichkeiten 
sind  uns  schon  aus  der  Theorie  der  Beziehungen  der  Fläche  f=0 
zu  dem  linearen  Complexe  9?  =  0  bekannt.  Wir  können  demgemäss 
für  jeden  möglichen  Fall  die  zugehörige  kanonische  Form  sofort 
angeben  und  stellen  die  Resultate  kurz  zusammen;  um  die  Ueber- 
einstimmung  vollständiger  zu  macheu,  sei  dabei  A  =  1  genommen 
und  X  durch  A  ersetzt. 

Nr.  1.  Vier  getrennte  Er  sengende  der  Fläche  gehören  dem  linearen 
Complexe  an  (p.  345): 

(22)  f=2X,X,  +  2X,X,,     q>  =  KQu  +  hQ2,' 

Die  Gleichungen  (7a)  ergeben*): 


(23) 

und  hieraus: 
(24) 


X,  =  {l  +  K)U,,  ^,  =  {X-K)U„ 

X,  =  {X-^l,)U,,  ^,  =  {l-X,)L\, 

X,^{K-l,)U„  ^,^{X  +  l,)U,, 

X,  =  {l-K)U,,  ^,  =  {X  +  X,)U,, 

•y      K  -\-   Ky    —  -y     A   -j-  ylj    _ 

1    J    1      — IJ  -^2  J    J      — 2> 

/V  /V-|  t\l  /Vq 


Hiermit  ist  die  bereits  früher  besprochene  Transformation  wieder- 
gefunden; sie  führt  nicht  nur  die  gegebene  Fläche,  sondern  jede  Fläche 
des  Büschels  X^X^^-]-  ^X.2X^  =0  in  sich  über.  Ausser  den  gemein- 
samen Erzeugenden  dieser  Flächen  bleiben  die  „verallgemeinerten 
Hauptaxen"  des  linearen  Complexes  (p.  348)  bei  der  Transformation 
fest.  Wie  man  letztere  aus  unendlich  kleineu  Transformationen 
zusammensetzt**),    ist    schon    erörtert    worden  (p.  318).     Die  Coeffi- 


*)  Die  hier  und  im  Folgenden  auftretenden  dualistischen  Verwandtschaften 
werden  unten  bei  Besprechung  der  Transformationen  eines  linearen  Complexes 
in  sich  näher  untersucht  werden. 

**)  Setzt  man  l  -f-  X.^  =  cc^{l  —  l^  und  a^  =  log  «^   so  lautet  die  zugehörige 
unendlich  kleine  Transformation 

clX^  =  «1X1,       rLY,  =  «3X2,       ciXg  =  —  a.-X^^       dX^  =  —  «iX^. 
Dieselbe  entsteht,   wenn  man  0;^.  durch  a^  ersetzt  und  sodann  X  unendlich  klein 
werden  lässt.     Die  Gleichung  des  Complexes  cp  =  0  lässt  sich  in  der  Form 

"'-~  ^  0     +  "^^^Ili  0=0 
«^  _^  1  Vu  +  ^^  ^  1  V23       ^ 
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cienten  der  rechten  Seiten  von  (24)  sind  nach  (16)  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (15),  wie  man  auch  leicht  direct  bestätigt. 

In  den  aufgestellten  Gleichungen  kann  der  Parameter  X  alle 
möglichen  Werthe  annehmen,  ausgenommen  diejenigen,  für  welche 
die  Determinante  /i  verschwindet;  denn  diese  Werthe  (d.  i. +^i  '^"^^ 
+  Ag)  ergeben  nach  (11)  bez.  (24)  Transformationen  mit  unendlich 
grossen  Coefficienten.  Als  Grensfälle^)  behalten  freilich  auch  diese 
Collineationen  eine  gewisse  Bedeutung.    Es  bleibt  nämlich  die  Relation 

X^X^  +   •^2^3  =  -1-4  +   -2-3 

auch  für  sie  bestehen.  Für  A  =  A^  z.  B.  folgt  aus  (23)  X^  =  0  und 
Ej  =  0;    die  Transformation 

•y    ^1  "1    ^3  —  "V"    i  3  — 

2    1     _  1     —2  7         -^3  3.    _|_  1     —3 

gibt  also  in  der  Ebene  X^  =  0  eine  lineare  Beziehung,  bei  welcher 
die  beiden  in  dieser  Ebene  gelegenen  Erzeugenden  der  Fläche  unge- 
ändert  bleiben,  und  bei  der  X^  gleich  einer  beliebigen  linearen 
Function  von  Z^,  "E.^,  r.^  gesetzt  werden  darf.  Aehnliche  Bemerkungen 
gelten  für  die  Grenzfälle  aller  im  Folgenden  aufzustellenden  beson- 
deren Transformationen  einer  gegebenen  Fläche  in  sich. 

Nr.  2.  Zwei  der  vier  Erzeugenden  fallen  msammen,  die  beiden 
anderen  Ueiben  getrennt  (vgl.  p.  350): 

(22a)      f=2X,X,  +  2X,X„    cp  =  -  V {Q,,  +  Q,,)  +  Q,,. 

X,  =  {X-X')U,^Ü,,     E,  =  (X  +  X')ü,  -  U„ 

X,=^(X-X')Ü„  H,  =  (A  +  A')?7„ 

(2oa) 

X3  =  (A  +  A')?7„  E,  =  (X-X')U„ 

X,==(A  +  A')?72-f/i,     E,=  (A-A')f7,+  f^r, 


schreiben;  ersetzt  man  auch  in  ihr  a^  durch  a^  und  lässt  sodann  ebenfalls  X 
in  dl  übergeben,  so  resultirt  der  lineare  Complex 

«1^14    +   «3^23    =   0. 

Derselbe  spielt  für  die  unendlich  kleinen  Transformationen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  sich  ganz  dieselbe  Rolle,  wie  ein  von  Chasles  und  Möbius  studirter 
linearer  Complex  bei  den  unendlich  kleinen  Bewegungen  (Transformationen  des 
imaginären  Eugelkreises  in  sich,  vgl.  den  folgenden  Abschnitt).  Dem  Studium 
der  geometrischen  Beziehungen  dieses  Complexes  zu  den  unendlich  kleinen 
Transformationen  ist  der  oben  erwähnte  Aufsatz  des  Herausgebers  hauptsächlich 
gewidmet. 

*)  Auf  solche  Grenzfälle  macht  Frobenius  (a.  a.  0.  p.  43 ff.)  aufmerksam. 
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(24a)       '  ^  ^  +  ^'  "'  ^  (^  +  n^  ""         '  ^  ^  -  ^'  "'" 

Durch  diese  Transformation  werden  alle  Flächen  der  Schaar 

in  sich  übergeführt,  derselben  Schaar,  welche  bei  den  früheren  Unter- 
suchungen über  lineare  Complexe  auftrat.  Die  zugehörigen  unendlich 
kleinen  Transformationen  sind  schon  behandelt  worden  (p.  320). 

Nr.  3,    Der   lineare   Complex   ist  ein    Sjpecieller,   dessen   Axe   die 
Fläche  f=0  nicht  herührt  (vgl.  p.  351): 
(22b)  /■=2X,Z,  + 2X3X3,     9^  =  ^3^235 

V    -  "V    - 

■^^1   —1)  ^Vi  —4? 

Jeder  Punkt  der  Linie  Xg  =  0,  Xg  =  0  entspricht  sich  selbst, 
ebenso  jede  Ebene  des  Büschels  X^  +  vX^  =  0.  Der  Kegelschnitt, 
in  welchem  eine  solche  Ebene  irgend  eine  Fläche  des  Büschels 
X^X^  -}-  ^1X2X3  =  0  schneidet,  wird  durch  die  Transformation  nicht 
geändert;  d,  h.  jeder  Punkt  eines  solchen  Kegelschnittes  geht  in  einen 
Punkt  derselben  Curve  über.  Die  Transformation  ist  als  Specialfall 
in  Nr.  1  enthalten  (nämlich  für  Aj  =  0). 

Nr.  4,    Die  Fläche  /"  ==  0  ivird  von  der  Axe  des  speciellen  Com- 
plexes  berührt  (vgl.  p.  351): 
(22c)  /•=2X,X,4- 2X2X3,     9  =  ^12  +  ^13; 

X,  =  W^  +  ü,  +  U„      Z,  =  XU,  -ü,-  U„ 
C23c")  ^^  ^^  ^^^  ""  ^^^  ~^  "^  ^^^  "^  ^^' 

X,  =  W„  H4  =  AC^,; 

^2^^^  X,  =  E,  +  A(Z,  +  E3)  -  A^H^, _ 

Xg  =  "2  —  Az:^,     X3  =  -3  —  ^=.^,     X4  =  -^, 

worin  2 A A  =  1 .  Alle  Flächen  des  Systems  X^ X^  +  Xg X3  +  ^X/  =  0 
werden  gleichzeitig  in  sich  transformirt.  Jeder  Punkt  der  Schnitt- 
linie von  X2  +  ^3  =  0  und  X^  =  0  entspricht  sich  selbst,  und 
ebenso  jede  Ebene  des  Büschels  Xg  —  X3  -|-  VX4  =  0.  Die  Flächen 
der  erwähnten  Schaar  werden  von  letzteren  in  Kegelschnitten  ge- 
schnitten, welche  im  Punkte  X4  =  0,  Xg  =  0,  X3  =  0  eine  Be- 
rührung dritter  Ordnung  mit  einander  eingehen. 
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Nr.  5.    Der   lineare   Coniplex   enthält  alle  Erzeugenden  der  einen 
Art  (vgl.  p.  352): 

(22d)  f=2X,X,  +  2X,X,,     cp  =  Q,,-^Qn\ 


(24d) 


Jede  Ebene  des  Büschels  X^  +  vX^  =  0  bleibt  fest,  ebenso  jede 
Ebene  des  Büschels  Xg-^vX^  =  0,  d.  h.  alle  Erzeugenden  der  Fläche 
f=  0,  welche  dem  Complexe  q)  =  0  nicht  angehören,  werden  einzeln 
in  sich  trausforuiirt;  auf  jeder  derselben  entsprechen  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  Axen  X-^  =  0,  X2  =  0  und  Xg  =  0,  X^  =  0  sich 
selbst.     Analoges  gilt  für  alle  Flächen  X^X^ -\- ^X^X^  =  0 . 

Nr.  6.  Der  lineare  Complex  ist  ein  specieller,  und  seine  Axe  zu- 
gleich eine  Erzeugende  der  Fläche  (vgl.  p.  352): 

(22e)  f=2X,X,  +  2X,X,,     <p  =  Q,,, 

X,=XV,-^U„     ^,  =  XU,-Ü,, 

/23e)  ^2  =  ^U^  —  Ü^,     =-2  =  ^Us  +  Ui, 

X^  =  At/2,  1^3  =  AC/g, 

X,  =  XU„  H,  =  At/,-, 

(24e)  ^i  =  -^i  +  A^3,     X3  =  ^3, 

Xo  =  —.,  —  A-^,     X4  =  -4, 

worin  2AA  =  1.  Jede  Erzeugende,  Avelche  die  Axe  X3  =  0,  X^  =  0 
trifft,  wird  in  sich  transformirt.  Auf  ihr  werden  dadurch  zwei  ver- 
einigt gelegene  projectivische  Punktreihen  definirt,  deren  Doppel- 
elemente in  ihrem  Schnittpunkte  mit  jener  Linie  zusammenfallen. 
Jede  Fläche  des  Systems  f  -\-  ^^X^^  -j-  /x^XgX^  -j-  it*3X/  =  0  geht 
dabei  in  sich  über. 

Die  vorstehenden  Fälle  umfassen  alle  in  den  allgemeinen  Formeln 
(7)  enthaltenen  Collineationen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  in  sich 
überführen.  Aber  es  gibt  noch  andere  Transformationen  der  Art, 
die  von  diesen  Formeln  nicht  dargestellt  werden.  Bei  Benutzung 
der  Gleichungen  (7),  resp.  (2)  und  (11)  ward  nämlich  vorausgesetzt, 
dass  die  Determinante  der  linearen  Gleichungen,  mittelst  deren  die 
Punkte  t  und  r  oben  zu  einander  in  Beziehung  gesetzt  werden,  nicht 
verschwinde,  so  dass  die  verlaugte  lineare  Beziehung  als  durch  die 
Formeln  (5)  und  (6)  gegeben  angenommen  werden  durfte.    Das  Ver- 
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schwinden  der  Determinante  von  (6)  wurde  auch  in  vorstehender 
Aufzähhmg  zugelassen.  Die  Determinante  von  (5)  dagegen  ist  noth- 
wendig  von  Null  verschieden,  wenn  die  Fläche  nicht  in  einen  Kegel 
ausarten  soll.  Verlangen  wir  also  an  Stelle  von  (5)  andere  lineare 
Relationen  mit  verschwindender  Determinante,  so  müssen  dieselben 
auch  in  anderer  Weise,  d.  h.  durch  einen  neuen  Ansatz,  geometrisch 
vermittelt  werden.  Dass  in  der  That  nicht  alle  Transformationen 
erschöpft  sind,  ergibt  sich  übrigens  aus  Gleichung  (16);  denn  in  ihr 
kann  (i  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  den  Werth  ^  =  —  1  allein 
ausgenommen,  da  letzterer  A'  =  0  ergeben  und  folglich  nach  (13) 
das  Verschwinden  von  Ä  erfordern  würde.  Und  doch  liegt  keine 
Veranlassung  vor,  einen  einzelnen  Werth  von  (i  auszuschliessen,  da 
die  Grössen  Cik,  von  denen  ^  stetig  abhängt,  so  variabel  gedacht 
werden  können,  dass  ft  alle  möglichen  Werthe  durchläuft. 

Ist  die  Determinante  eines  Systems  linearer  Gleichungen  von  der 
Form  (5)  gleich  Null,  so  wird  dasselbe  nur  auflösbar  für  solche  t,-,  die 
einer  gewissen  homogenen  linearen  Gleichung  genügen,  d.  h.  für  alle 
Punkte  t  einer  bestimmten  Ebene.  Während  also  früher  über  die 
Hülfspunkte  t  nichts  vorausgesetzt  wurde,  müssen  wir  jetzt  annehmen, 
dass  nur  die  Punkte  einer  gewissen  Ebene  v  als  Hülfspunhte  t  hemitzt 
iverden.  Wir  erhalten  alle  diese  Punkte  als  Pole  einer  beliebigen 
Ebene  u  in  Bezug  auf  einen  in  der  Ebene  v  gelegenen  nicht  zerfallen- 
den Kegelschnitt,  z.  B.  den  Schnitt  der  Ebene  v  mit  der  vorgelegten 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Die  Gleichung  dieser  Schnittcurve  in 
Ebeneneoordinaten  iii  sei  (p.  143): 

^11        ^19  13  14  1  1 

%1        ^22        ^23        %4        '^h        '^2 

t*QQ  CtoO  t*Q^  tvo  t/o 


(25)  Y  = 


wgi  1*32  "-33  t*34 

^il  ^42  ^43  ^^44       ^^4       ^4 

V-t  'tv2  ^'3  ^''4 

Vi  V2  ^'3  V4      0      0 


Die  Punkte  r  sind  nach  dem  Obigen  mit  den  Punkten  t  durch  lineare 
Gleichungen  verbunden  und  liegen  harmonisch  zu  t  und  den  beiden 
Schnittpunkten  der  Linie  t-r  mit  der  Fläche;  sie  erfüllen  daher 
eine  zu  v  in  Bezug  auf  die  Fläche  conjugirte  Ebene  tv^  deren  Ooordi- 
naten  der  Bedingung 
(26)  USÄij^ViWic  =  0 

genügen.     Die  Ebene  tv  wird  im  Allgemeinen  nicht  Tangentenebene 
der  Fläche   sein.     Zu   einem   bestimmten   Punkte  t  gehört  daher   als 
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Punkt  T  irgend  ein  Punkt  der  Schnittlinie  von  w  mit  der  Polarebene 
von  t,  d.  li.  ein  Punkt  der  Verbindungslinie  des  Poles  7]  der  Ebene  w 
mit  dem  Schnittpunkte  der  Ebenen  v,  iv  und  u,  denn  die  Polarebene 
von  t  gebt  durch  die  Schnittlinie  von  v  und  ii  hindurch.  Wir  haben 
sonach  zu  setzen: 

(27)  ^,.  =  — ^  ,      Q  t,  =  yii-\-  öivGi  U)i , 

WO  rji  =  UÄikVk,  Z(Oi(vtvu)i=^  ZI  ^  (x)j^V2W.^u^.  Die  in  den  allge- 
meinen Formeln  (7)  nicht  enthaltenen  Transformationen  der  Fläche 
ZEaikXiXk  =  0  in  sich  werden  daher  durch  die  folgenden  Gleichungen 
vermittelt: 

(28) 

in  denen  v,-  die  Coordinaten  einer  heliebigen  (die  Fläche  nicht  berühren- 
den) Ebene,  t]i  diejenigen  ihres  Poles,  iCi  die  Coordinaten  einer  zu  v 
conjugirten  Ebene  bedeuten. 

Wie  die  Auflösung  der  Gleichungen  (28),  d.  h.  die  Elimination 
der  Grössen  Ui  und  Tq;  zu  geschehen  hat,  ist  nicht  unmittelbar  ersicht- 
lich, muss  daher  im  Folgenden  erörtert  werden.  Es  seien  oj/,  c?/' 
die  Coordinaten  der  beiden  Ebenen,  welche  die  Fläche  /"  =  0  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Schnittlinie  der  Ebenen  v,  iv  berühren,  dann 
ist  Zaifji  =  0  und  Zco/' rji  =  0,  da  die  Ebenen  cj'  und  co"  durch 
die  conjugirte  Polare  der  Schnittlinie  von  v  und  w  hindurchgehen. 
Es  wird  also: 

Zcofxi  =  üZcOi'^^i  -\-  IZ  +  v^w^u^ol , 

ZGil%i  =  KZai^i  —  XZ  -]-  v^w^u^col ,     wo  Y;  =  —  ^ — > 

und  analoge  Gleichungen  bestehen  für  co/'.  Nun  ist  Z'o/Y,  =  0 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  Ebene  u  durch  den  Pol  von  ra'  in 
Bezug  auf  den  ebenen  Schnitt  V  =  0,  d.  h.  durch  den  Berührungs- 
punkt der  Ebene  ra'  hindurchgehe;  dieselbe  Bedingung  wird  auch 
durch  die  Gleichung  Z  -{-Vj^w^u^a^  =  0  dargestellt;   die  Quotienten 

sind  daher  von  den  Variabein  Ui  ganz  unabhängig.  Insbesondere 
kann  man  also  in  Q'  m  durch  a"  und  in  Q"  u  durch  a'  ersetzen, 
und  so  folgt: 

Die   obigen  Gleichungen  und   die  analogen  für  o?"  werden  demnach: 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  367 

(29)  2<oi  T,  =  :^^,  Z(o^  i- ,    2;«,  x^  =  :^^-:^rxQ'  ^"^-  ^^  ^ 

ausserdem  folgt  aus  (28): 

(30)  ZviXi  =  —  Uvi^i,     UwiXi  =  UtVih  ■ 

Die  Gleichungen  (29)  und  (30)  /«a^  maw  nach  den  x,-  oder  |j  auf- 
mlösen,  um  das  Besidtat  der  Elimination  der  ui  und  rji  aus  den  Glei- 
chungen (28)  SU  erhalten. 

Wir  sind  sicher,  dass  die  hiermit  definirten  Transformationen 
die  gegebene  Fläche  in  sich  überführen,  aber  es  fragt  sich,  ob  der 
Ausdruck  UUaaXiXk  direct  gleich  ZlUaahh-  wird  oder  nur  bis  auf 
einen  hinzutretenden  Factor.  Dass  ersteres  der  Fall  ist,  werden  wir 
sofort  an  den  aufzustellenden  kaiionischen  Formen  sehen.  Um  das- 
selbe allgemein  nachzuweisen,  bedienen  wir  uns  am  passendsten 
der  schon  früher  angewandten  symbolischen  Methoden  (p.  140 ff.). 
Werde  also 

EEttikXiXk  =  aj'  =  &/  =  cj 

gesetzt,   so   wird   nach   Früherem  Y  =  -^  (<^^^^^)^-    Multipliciren  wir 

die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (28)  (d.  h.  Xi  und  |,)  mit  willkür- 
lichen Grössen  S/  und  addiren,  so  erscheinen  diese  Gleichungen  in 
der  Form 

Sx  =  —^{ahvu)  (ahvs)  -\-  X  (vwus)  +  i^s,,, 

(a)  1 

s;  =  --ic(ahvu)  {ahvs)  —  l{vwus)  —  vs,^. 

Setzen  wir  hierin  Si  =  C;  und  multipliciren  beiderseits  mit  Cx,  so  er- 
scheint auf  der  rechten  Seite  der  Term  (ahvu)  {ahvc)Cx,  in  welchem 
a,  h  und  c  einander  gleichwerthige  Symbole  bedeuten,  die  beliebig 
mit  einander  vertauscht  werden  dürfen,  ohne  dass  dadurch  der  wahre 
Werth  des  Ausdrucks  geändert  würde;  es  ist  also: 

(ahcv)  (ahvu)cx  =  —  (ahcv)  {acv%C)hx  =  —  (ahcv)  {chvu)ax 

(b)  1 

=  —  (ahcv)  \{al)vu)cx — {acvu)l)x-\-{pcvu)ax\ . 

Die  Klammer  der  rechten  Seite  aber  ist  identisch  gleich 

{abcu)v3:  —  (ahcv)ux, 
und  somit  folgt  aus  (a)  in  der  angegebenen  Weise: 

Cx^  =  Y^  [{cihcvyux  —  (ahcv)  {a'bcu)vx^  +  A  (vwuc)cx  -\-  vc^Cx, 

(c)  1      ^ 

CaCi  =  —%  \{ahcvYux  —  (ahcv)  (ahcu)vx\  —  A  (vwuc)  Cx  —  vc^Cx . 

Ebenso  erhält  man: 
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CxC--  =  7-  J<  \{a'hcvyui  —  {ahcv)  {ahcu)vi\  -\- 1  (vicuc)  c-  +  vc^jC^ , 

c;^  =  ^^  [{ahcvYu:  —  {ahcv)  (ahctijv^^  —  A  (vtcuc)  c^  —  vCiC^ . 

Aus  (b)  und  (c)  ergibt  sich  weiter: 

.  .  Cj  —  C^Ci  =        2l{vivuc)Cx  +  2vc,^Cx, 

(e) 

cf  —  Ca;Ci  =  —  2A  (vivuc)  c;  —  2vc,jC^ . 

Um  die  ersten  Terme  der  rechten  Seiten  umzuformen,  ersetzen  wir  in 
(a)  die  Grössen  Si  wieder  durch  Ci  und  multipliciren  mit  {vivuc). 
Wir  finden  so  aus  der  ersten  Gleichung  (a)  auf  der  rechten  Seite 
einen  Ausdruck,  der  sich  aus  (b)  ergibt,  wenn  man  Cx  durch  {vivuc), 
also  Xi  durch  die  ünterdeterminante  {vwu)i  ersetzt.  Dieser  Ausdruck 
ist  demnach  identisch  gleich 

—  Uahcu)  {viüuv)  —  {ahcv)  {vivuu)\, 

d.  h.  identisch  gleich  Null.  Verfährt  man  ebenso  mit  der  zweiten 
Gleichung  (a),  so  findet  man: 

{vivuc)  Cx  ^=  A  {vwucy^  -\-  V  {vwu c) C; , 
{vwuc)  Ci  =  —  l  {vwuc)"^  —  V  {vivuc)  C,j . 
Die  beiden  links  stehenden  Ausdrücke  unterscheiden  sich  also  nur 
um  das  Vorzeichen,  die  ersten  Terme  auf  den  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  (e)  sind  folglich  einander  gleich;  dasselbe  gilt  nach  (30) 
von  den  zweiten  Termen  dieser  rechten  Seiten;  die  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (e)  sind  also  mit  einander  identisch,  und  es  folgt  Cx^  =  cf 

oder: 

ZUoik^iXk  =  UUaii^i^k,     q.  e.  d. 

Ist  nun  ein  System  von  Gleichungen  der  Form  Zlhij^oci  =  Sßa-^i 
vorgelegt,  und  erhält  man  durch  Auflösung  |;  =  Uci^Xk,  so  ist  ofi'en- 
bar  die  Determinante  der  C/i.  gleich  dem  Quotienten  der  Determinante 
der  ha,  dividirt  durch  diejenige  der  ßi^.  Die  Determinante  der  aus 
(29)  und  (30)  fliessenden  Substitution  (2)  ergibt  sich  hiernach  gleich 
—  1,  ivährend  oben  der  Determinante  der  Gleichungen  (11)  der  Werth 
-{-  1  mJcam.  Man  unterscheidet  demgemäss  die  zuletzt  betrachteten 
Transformationen  der  Fläche  f=0  in  sich  als  uneigentliche,  gegen- 
über den  in  (11)  gefundenen  eigentlichen  Substitutionen'^). 

*)  Nach  Cayley  erhält  man  (Crelle's  Journal  Bd.  52)  die  uneigentlichen 
Transformationen  einer  Gleichung  zweiten  Grades  im  Räume  von  n  Dimensionen 
durch  Grenzübergang  aus  den  eigentlichen  eines  Raumes  von  n  -\-  \  Dimen- 
sionen. Geht  man,  wie  es  Voss  a.  a.  0.  thut,  von  den  Formeln  (2)  aus,  so  er- 
geben sich  alle  neun  möglichen  Fälle  aus  (15)  nach  der  Theorie  der  Elementar- 
theiler.  Allgemeine  Formeln,  wie  sie  in  (28)  zur  Erzeugung  uneigentlicher 
Substitutionen  vorliegen,  scheinen  sonst  nicht  aufgestellt  zu  sein. 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  369 

Wird  die  Fläche  von  der  Ebene  v  berührt  (wo  dann  die  Schnitt- 
linie der  Ebenen  v  und  tv  eine  Tangente  der  Fläche  ist),  so  fällt  ra" 
mit  G)'  zusammen,  und  es  ergibt  sich  überhaupt  keine  Raumtrans- 
formation, da  alle  Punkte  t  mit  dem  Berührungspunkte  von  v,  welcher 
hier  mit  r]  identisch  ist,  zusammenfallen.  Es  sind  demnach  nur 
folgende  drei  Fälle  zu  betrachten,  von  denen  der  zweite  eigentlich 
im  ersten  enthalten  ist. 

Nr.  7.  Die  Fläche  f  ==  0  wird  von  der  Schnittlinie  der  conju- 
girten  Ebenen  v  und  w  nicht  herührt.  Sind  letztere  Ebenen  bez.  mit 
Zi  =  0  und  ^4  =  0  identisch,  so  kann  man  f=X^-\-X^-\-2X^X^ 
nehmen,  und  die  Gleichungen  (28)  werden: 

X^  =  vW^,  Zi  =  — VH4, 

(28  a)  X2  =  X  C/3  +  A  C/3 ,  Z2  =  X  f/3  —  A  U^ , 

X^  =  '>cTJc^  —  lU^,  E3  =  X  C/2  +  A  ^2 » 

X^  =  jcUi,  E4  =  X  C/4 . 

Hieraus   erhält  man   als  Auflösung  der  Gleichungen  (29)   und   (30): 
Xi  =       —i,     JL4  =  114 , 

(31a)  „  x-|-^_  -Y  't  —  X  — 

^2  —  TZTi  -2 '    ^3  —  Tqr^  -3  • 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (15)  wird 
ft-f  1  0  0  0 


0  f*-'^  0  0 

0      0     ^-:-^    0 


=(^^-i)(^^-2^;^+i), 


00         0      ft— 

Die  Wurzeln  derselben  sind  von  einander  verschieden,  und  es  tritt 
in  der  That  die  bei  den  eigentlichen  Substitutionen  (p.  365)  ausge- 
schlossene Wurzel  ^  =  —  1  auf.  Alle  Flächen  der  zweifach  unend- 
lichen Schaar  liXj^  -\-  IX^  -\-  2m  X,^X^  =  0  werden  gleichzeitig  in 
sich  übergeführt. 

Nr.  8.     Alle  HülfspunMe  r  fallen  mit  dem  Pole  iq  der  Ebene  v 
zusammen]  d.  h.  es  ist  im  vorigen  Falle  /l  =  0  zu  setzen.     Die  Trans- 
formation wird: 
(31  b)  Z^  =  —  -j ,     Xa  =  -2 ,     Xg  =  ^3 ,     X4  =  -4 . 

Jeder  Funkt  der  Ebene  X^  =  0  entspricht  sich  selbst,  ebenso  jede 
Ebene,  die  den  Punkt  X^  =  0,  Xq  =  0,  ^4  =  0  enthält.  Die  Trans- 
formation ist  ein  specieller  Fall  der  sogenannten  Centralperspective 
(Bd.  I,  p.  256  u.  999).     Die  Gleichung  (15)  hat  eine  einfache  Wurzel 

Clebsch,  Vorlesungen.   II,  1.  24 
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—  1    und   eine   dreifache  Wurzel   -|-  1,    für  welche   auch   alle  ersten 
und  zweiten  Unter determinanten  verschwinden. 

Nr.  9.  Die  Schnittlinie  der  conjugirten  Ebenen  v  und  tv  ist  eine 
Tangente  von  f=0.  Sei  jetzt  f=  X^^  +  Xg^  +  2X3X4  und  wieder 
V    mit    Xi  =  0,    tv    mit    X4  =  0    identisch*);    dann    folgt    ^  =  U^^ 

Xi  =  vHi,  -,  =  ~vH,, 

Xg  =  X  ZJg  +  /l  ^5 ,    =..>  =  kU^  —  ^u^, 


(28  c) 


(31c) 


_  —  X  —  — 

Xi  =  ~  —i,     X2  =  —2  -jr  2— 114,     X^  =  =.^, 

—  93  o  ^    — 


=  (^+l)(l-^)^'  =  0. 


Die  für   die  Transformation  charakteristische  Gleichung   (15)   ergibt, 

7         ^ 
wenn  li  =  — : 
% 

1  +  ;^  0  0  0 

0  1  —  (LI         0  —2Jc 

0  -2k  1  -  ^  —  2Jc^ 

0  0  0  1—^ 

Es  tritt  also  eine  einfache  Wurzel  —  1  und  eine  dreifache  Wurzel 
+  1  auf,  und  für  letztere  verschwinden  auch  alle  ersten  Unterdeter- 
miuanten.  Wollte  man  auch  in  (31c)  A  verschwinden  lassen,  so 
würde  man  zum  Falle  Nr.  8  zurückgeführt  werden.  — 

Die  Gleichungen  (28)  hatten  wir  dadurch  gewonnen,  dass  die 
Hülfspunkte  t  auf  eine  fest  gegebene  Ebene  v  beschränkt  wurden. 
Wir  können  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  diese  Punkte  t  auf 
eine  gegebene  gerade  Linie  beschränken.  Die  conjugirten  Pole  t  er- 
füllen dann  die  conjugirte  Polare;  und  einem  PtmJcte  x  der  Fläche 
wird  derjenige  PunU  |  derselben  mgeordnet,  dessen  Verbindungslinie 
mit  OD  die  beiden  gegebenen  einander  polar  conjugirten  Geraden  schneidet. 
Wird 

f  ==  2X^X4  +  2X3X3 
angenommen,  so  ist  diese  Transformation  offenbar  durch  die  Formeln 

Xi  =  —  —i,     X2  =  :=.2 ,      Xo  =  .=.3  ,      X4  =         .^4 
dargestellt;   ihre  Determinante  ist  also   gleich   -{-  1,    und   sie  ist  in 


*)  Versucht  man  die  Ebenen   X^  =  0,    X^  =  0  in  umgekehrter  Weise  zu 
benutzen,  so  ergibt  sich  keine  Raumtransformation. 
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der  That  unter  den  in  Nr.  3   angegebenen  Collineationen   enthalten; 
sie  entstellt  uämlieb,  wenn  in  (24  b)  A  =  0  gesetzt  wird. 

Die  eigentlichen  und  uneigentliehen  Substitutionen  sind  nicht  nur 
durch  den  verschiedenen  Werth  ihrer  Determinante  oder  die  verschie- 
denen Formen  ihrer  algebraischen  Darstellung  von  einander  zu 
trennen,  sondern  beide  Klassen  unterscheiden  sich  auch  von  ein- 
ander durch  ein  wesentliches  geometrisches  Merkmal.  An  den  auf- 
gestellten kanonischen  Formen  ersieht  man  nämlich  sofort,  dass 
jede  uneigentliche  Transformation  die  leiden  Schaaren  von  Erzeugenden 
der  in  sich  zu  transformir enden  Fläche  mit  einander  vertauscht,  jede 
eigentliche  Transformation  eine  jede  Erzeugende  stets  wieder  durch  eine 
Erzeugende  derselben  Art  ersetzt.  Oben  wurde  eine  eigentliche  Trans- 
formation bestimmt  durch  die  sechs  homogenen  Coefficienten  der 
Gleichung  eines  linearen  Complexes  und  das  Verhältniss  x  :  X,  eine 
uneigentliche  Transformation  in  den  Gleichungen  (21))  und  (30)  durch 
zwei  einander  polar  conjugirte  Ebenen  (die  also  von  fünf  Constanten 
abhängen)  und  das  Verhältniss  jc  :  L  Es  gibt  daher  soivohl  sechsfach 
unendlich  viele  eigentliche  Transformationen,  als  auch  sechsfach  unendlich 
viele  uneigentliche  Transformationen''').  Erstere  können  dadurch  er- 
zeugt werden,  dass  man  die  oben  besprochenen  unendlich  kleineu 
Transformationen  unendlich  oft  wiederholt,  letztere  nicht. 

Von  Interesse  ist  ferner  die  Frage  nach  der  Zusammensetzung 
einer  gegebenen  Transformation  aus  anderen;  es  bietet  sich  so  das 
Problem  dar,  zu  einer  gegebenen  Transformation  eine  zweite  so  zu 
bestimmen,  dass  beide  zusammen  eine  dritte  gegebene  Transformation 
liefern.  Man  wird  dasselbe  in  jedem  einzelnen  Falle  erledigen  können 
mit  Hülfe  des  Satzes,  dass  jede  eigentliche  Transformation  unserer  Art 
zusammengesetzt  werden  Jcanii  aus  zwei  solchen  Transformationen,  von 
denen  die  eine  alle  Erzeugenden  einer  Art,  die  andere  diejenigen  der 
anderen  Art  einzeln  fest  lässt.  Die  Richtigkeit  des  Satzes  ist  evident, 
denn  jede  Transformation  lässt  im  Allgemeinen  zwei  Erzeugende 
jedes  Systems  fest.  Man  hat  also  nur  eine  solche  specielle  Trans- 
formation der  Form  Nr.  5  aufzusuchen,  welche  dieselben  beiden  Er- 
zeugenden erster  Art  fest  lässt  und  eine  dritte  Erzeugende  derselben 
Art  in  die  verlangte  Lage  überführt  (was   nach  der  Theorie  projec- 


*)  Vgl.  Klein:  Math.  Annalen  Bd.  4,  p.  412  und  622.  —  Mit  den  beson- 
deren Transformationen,  bei  denen  jede  Erzeugende  des  einen  Systems  fest  bleibt, 
und  der  Zusammensetzung  aller  anderen  aus  ihnen  beschäftigt  sich  auch  Clif- 
ford:  Preliminary  Sketch  of  Biquaternions,  Proceedings  of  the  London  Mathe- 
matical  Society,  vol.  4,   1873  (oder  Mathematical  Papers,  London  1882,  p.  193). 

24* 
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tivisclier  Punktreihen  möglich  ist),  und  bei  der  dann  jede  Erzeugende 
zweiter  Art  in  sich  übergeht.  Die  ergänzende  zweite  Transformation 
lässt  jede  Erzeugende  erster  Art  ungeändert  und  führt  ebenso  drei 
Erzeugende  zweiter  Art  in  drei  andere  derselben  Art  über. 

Für  die  Zusammensetzung  der  hier  betrachteten  Transformationen 
wird  ferner  der  Begriff  der  „Gruppe"  von  hervorragender  Wichtig- 
keit. Unter  einer  Gruppe  von  Transformationen  versteht  man  ein 
solches  System  von  Transformationen  bestimmten  Charakters,  denen  die 
Eigenschaft  mikommt,  dass  die  Zusammensetzung  je  zweier  Transforma- 
tionen des  Systems  wieder  zu  einer  Transformation  desselben  Systems 
hinführt*).  Da  nun  die  eigentlichen  und  uneigentlichen  Transforma- 
tionen durch  die  Werthe  -)-  1,  resp.  —  1  ihrer  Determinante  unter- 
schieden werden,  so  folgt  unmittelbar,  dass  nicht  nur  alle  Transfor- 
mationen einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich,  sondern  auch  alle 
eigentlichen  Transformationen  für  sich  eine  Gruppe  bilden  (nicht  aber 
die  uneigentlichen  für  sich).  Ebenso  enthält  diese  letztere  Gruppe 
zwei  „Untergruppen",  deren  eine  von  denjenigen  eigentlichen  Trans- 
formationen gebildet  wird,  welche  das  eine  System  von  Erzeugenden 
als  solches  nicht  ändern,  die  andere  von  denjenigen,  welche  zu  dem 
anderen  Erzeugenden -Systeme  in  gleicher  Beziehung  stehen.  Um 
den  hier  neu  eingeführten  Begriff  zu  erläutern,  sei  es  erlaubt,  an  das 
Beispiel  der  Bewegungen  zu  erinnern.  Jede  Bewegung  (aufgefasst 
als  eine  auf  alle  Punkte  des  Raumes  ausgedehnte  Operation)  wird 
analytisch  durch  eine  lineare  Transformation  desselben  Charakters 
dargestellt,  welcher  für  die  Transformation  des  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  massgebend  war  (und  dessen  nähere  Bestimmung  Auf- 


*)  Begriff  und  Bezeichnung  sind  aus  der  Galois' sehen  Substitutionstheorie 
herübergenommen  (vgl.  Camille  Jordan's  Traite  des  substitutions,  Paris  1870), 
indem  das  zu  transformirende  continuirliche  Gebiet  des  Raumes  an  Stelle  einer 
endlichen  Anzahl  discreter  Grössen  tritt.  In  die  Geometrie  ist  der  Gruppenbegriff 
besonders  von  Klein  mit  Erfolg  eingeführt,  vgl.  dessen  Abhandlungen  Bd.  4 
(p.  346)  und  Bd.  6  (p.  117  ff.,  1872)  der  Mathematischen  Annalen,  sowie  sein 
Programm:  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen, 
Erlangen  1872  und  die  Schrift:  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Leipzig  1884; 
vgl.  ferner  die  in  Bd.  I,  p.  996  citirten  Aufsätze  von  Klein  und  Lie.  Das  dort 
bei  Gelegenheit  der  Connextheorie  untersuchte  „geschlossene  System  von  Colli- 
neationen"  bildet  eben  auch  eine  Gruppe,  gleichfalls  das  System  der  oben  p.  317 
u.  320  betrachteten  Transformationen.  —  Die  im  Texte  sogleich  noch  erwähnte 
Gruppe  der  Bewegungen  ist  schon  von  C.  Jordan  eingehend  studirt  (Annali  di 
matematica,  Serie  II,  tom.  II,  1869);  vgl.  auch  Schönfliess,  Math.  Annalen 
Bd.  28  und  29.  —  Auch  für  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
ist  der  Gruppenbegriff  nach  Lie  von  wesentlichem  Nutzen. 
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gäbe  der  folgenden  Untersuchung  über  Transformationen  eines  Kegel- 
schnittes in  sich  sein  wird);  in  der  That  ist  es  ja  gleichgiltig,  ob 
das  Coordinaten System  im  Räume  als  bewegt,  der  Raum  selbst  aber 
als  fest  gedacht  wird,  oder  ob  umgekehrt  alle  Punkte  des  Raumes 
ihre  Lage  gegen  ein  fest  gedachtes  Coordinatensystem  verändern. 
Die  Gesammtheit  der  Beivegungen  bildet  somit  eine  Transformations- 
gruppe. Eine  in  ihr  enthaltene  Untergruppe  wird  z.  B.  von  den 
Rotationen  um  einen  Punkt  gebildet,  und  letztere  wieder  enthalten 
als  Untergruppe  die  Drehungen  um  eine  Axe.  Eine  Gruppe,  welche 
umgekehrt  diejenige  der  Bewegungen  umfasst,  wird  durch  die  Ge- 
sammtheit der  räumlichen  Collineationen  gegeben;  dagegen  bildet  die 
Gesammtheit  der  dualistischen  Umformungen  (reciproken  linearen 
Verwandtschaften)  keine  Gruppe,  denn  zwei  dualistische  Umformungen 
ergeben,  nach  einander  ausgeführt,  eine  Collineation;  wohl  aber  wird 
eine  Gruppe  erzeugt,  wenn  man  die  Gesammtheit  der  dualistischen 
mit  der  Gesammtheit  der  collinearen  Transformation  zusammennimmt. 
Uebrigens  ist  es  für  den  Begriff  einer  Gruppe  nicht  wesentlich, 
dass  die  sie  constituirenden  Transformationen  an  Zahl  unendlich  sind 
und  sich  in  stetiger  Folge  aneinander  schliessen,  wie  dies  bei  den 
angeführten  Beispielen  der  Fall  war;  vielmehr  bilden  z.  B.  die  in 
endlicher  Anzahl  vorhandenen  Bewegungen,  welche  einen  Würfel 
(oder  überhaupt  einen  regulären  Körper)  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
bringen,  ebenfalls  eine  Gruppe.  Gerade  diese  endlichen  Gruppen 
sollen  uns  später  noch  beschäftigen. 

XVIII.    Lineare  Transformationen  des  Raumes,  welche  einen  Kegel- 
schnitt in  sich  überführen. 

Bei  den  bisher  betrachteten  Transformationen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  sich  wurde  das  Nichtverschwinden  ihrer  Determinante 
vorausgesetzt.  Indem  wir  diese  Voraussetzung  jetzt  fallen  lassen, 
gehen  wir  nicht  von  einem  Kegel,  sondern  von  einer  Fläche  zweiter 
Klasse,  d.  h.  einem  Kegelschnitte  im  Räume,  aus,  um  denselben  an 
geeigneten  Stellen  insbesondere  durch  den  imaginären  Kugelkreis  zu  er- 
setzen. Für  eine  solche  Fläche  verliert  allerdings  die  oben  geraachte  Con- 
struction  mittelst  der  Hülfspunkte  t  und  t  ihre  Bedeutung,  doch  würde 
es  leicht  sein,  eine  dualistisch  entsprechende  Construction  mittelst  zweier 
Hülfsebenen  t  und  t  auszuführen,  die  auch  für  den  Kegelschnitt  nicht 
ungültig  wird;  man  würde  so  zuerst  die  Transformationsformeln  für 
Ebenencoordinaten  finden  und  dann  aus  ihnen  diejenigen  für  Punkt- 
coordiuaten  ableiten  (p.  02);  man  kann  aber  auch  letztere  direct  aus 
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den  frühereu  allgemeinen  Formeln  erhalten,  wenn  man  die  Deter- 
minante verschwinden  l'ässt,  denn  in  ihnen  kam  nur  die  linke  Seite 
der  Gleichung  in  Ebenencoordinaten  vor.  Wenigstens  gilt  dies  für 
alle  eigentlichen  Transformationen;  die  uneigentlichen  werden  in 
dieser  Weise  nicht  gefunden,  da  die  betreffenden  Formeln  nur  für 
die  Punkte  einer  bestimmten  Ebene  gültig  bleiben  würden,  wovon 
man  sich  leicht  überzeugt. 

Wird  insbesondere  der  imaginäre  Kugelkreis  eingeführt,  so  bilden 
entsprechende  Paare  von  Ebenen  vor  und  nach  der  Transformation 
dieselben  Winkel;  jeder  Figur  entspricht  daher  eine  ihr  ähnliche:  die 
Transformation  ist  eine  Aelmliclikeits- Transformation.  Im  Allgemeinen 
wird  dabei  der  Ausdruck  x^  -\-  xf  -\-  z^  übergehen  in  C  [(|  —  cCf' 
-f-  {j\  —  &)^  +  (^ —  c)^]j  wenn  der  Nullpunkt  in  den  Punkt  a,  h,  c 
übergeführt  wird;  insbesondere  kann  man  es  so  einrichten,  dass  0=1 
wird,  und  dies  tritt,  wie  wir  sehen  werden,  immer  ein,  sobald  die 
Substitutionsdeterminante  der  Punkttransformation  gleich  der  Ein- 
heit ist:  es  bleiben  dann  nicht  nur  alle  Winkel,  sondern  auch  alle 
Entfernungen  ungeändert:  Die  Transformation  stellt  eine  Beivegung 
des  Raumes  dar.  Beim  Studium  der  Bewegungen,  d.  h.  in  der  soge- 
nannten Kinematili^),  kommen  zwei  verschiedene  Gesichtspunkte  in 
Betracht;  entweder  verfolgt  man  das  bewegte  Punktsystem  (etwa 
einen  starren  Körper)  in  seinen  successiven  continuirlich  auf  ein- 
ander folgenden  Lagen,  oder  man  fasst  in  erster  Linie  die  Lage  des 
bewegten  Körpers  gegenüber  der  verlassenen  Anfangslage  in's  Auge, 
bestimmt  alle  möglichen  gegenseitigen  Lagen,  die  dabei  denkbar  sind, 
und  fragt  erst  nachträglich,  wie  der  Körper  durch  möglichst  einfache 
Bewegungen  von  einer  Lage  in  die  andere  gebracht  werden  kann 
(was  in  der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  gelehrt 
wird),  und  wie  die  neue  Lage  durch  successive  unendlich  kleine  Be- 
wegungen aus  der  alten  hervorgeht.  Dieser  letztere  Gesichtspunkt 
ist  bei  unserer  algebraischen  Behandlung  der  Frage  massgebend,  da 
es  sich  zunächst  um  endliche  lineare  Transformationen  handelt.  Jede 
Bewegung  kann  ihrem  Begriffe  nach  aus  successiven  unendlich  kleinen 
Bewegungen  zusammengesetzt  werden;  demgemäss  sind  für  die  Kine- 
matik nur  die  eigentlichen  Transformationen  des  imaginären  Kugel- 
kreises in  sich  von  Bedeutung,  denn  die  uneigentlichen  bilden  keine 


*)  Die  durch  d'Alembert  und  Euler  begründete  Theorie  der  Bewegungen 
findet  naturgemäss  in  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  eine  Stelle,  vgl.  z.  B. 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Aufl.  Bd.  1,  1879,  oder 
Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  Bd.  1  (deutsch  von 
Helmholtz  und  Wertheim). 
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Gruppe  (vgl.  p,  o72).  Eine  jede  ist  also  bis  auf  einen  willkürlich 
bleibenden  Parameter  durch  einen  linearen  Complex  definirt;  und  wir 
finden  alle  mÖ(jlichen  Arten  der  Betvegung,  indem  ivir  alle  möglichen 
Lagen  eines  solchen  Complexes  gegen  den  imaginären  Kugelhreis  herüch- 
sichtigen.  Die  gestellte  Aufgabe  ist  somit  durch  unsere  Untersuchungen 
über  lineare  Complexe  im  Wesentlichen  erledigt.  Wir  stellen  die 
Resultate  zusammen,  indem  wir  für  jeden  Fall  mittelst  der  Glei- 
chungen (7)  p.  357  die  zugehörige  Transformation  bilden. 

Nr.  1.    Allgemeine  Lage  des  linearen  Complexes  gegen  den  Kegel- 
schnitt (vgl.  Nr,  7^  p.  353).    Die  Gleichungen  der  beiden  Gebilde  sind: 

(1)  F^2U,U,-\-U.^^0,     <p-EaQ,,-{-ßQ,,  =  0; 


also  haben  wir: 

X,  =  (z-^Xa)U,, 

-,  =  (x  —  Xa)U^, 

^,  =  {K  +  Xa)U„ 

E.,=KU,-lßU„ 

X,  =  -XßU„ 

^,  =  lßU,- 

und  hieraus: 

^          V.  -\-  la  - 

■y           K  —  la  — 

(4)                                 ^      ^^ 

"^2   —  ^4.  Ic,  -2 

X  -        3    4-2- 

^3  -  —  -3  +  rr 

-4>       ^4  =  —4- 

Jeder  Kegel  der  Schaar  2X1X3  +  vX^"  =^  0  geht  in  sich  über,  seine 
Schnittcurve  mit  X^  =  0  berührt  den  Kegelschnitt  i^  =  0  in  zwei 
Punkten.  Wird  also  letzterer  zum  imaginären  Kugelkreise,  so  haben 
wir  eine  Schaar  von  Rotationscylindern,  von  denen  jeder  in  sich 
übergeht:  die  Bewegung  besteht  in  einer  Schraiihenhewegung  um  die 
gemeinschaftliche  Axe  dieser  Cylinder.  Es  ergibt  sich  dies  genauer 
durch  Untersuchung  der  zugehörigen  unendlich  kleinen  Transfor- 
mation. Setzen  wir  zur  Abkürzung  {x  -\-  Xa)  =  a(x  —  Aa),  2'K  =  ljlß, 
so  erhält  man  nach  M-maliger  Wiederholung 

(5)  Xi  =  a«E„     X,  =  a~-^„ 

X3  =  e'^'^'Zg  -f-  n&e(''-i>^''E4,     X^  =  e"^''£^, 

also  für  eine  unendlich  kleine  Transformation  (p.  318): 

dX^  =  X^dn  •  log  a,  dX^  =  (—  &X4  +  X^Tci)dn, 

c^Xg  =  —  X^dn  ■  loga,     dX^  =  X^dn  •  jii. 

Durch  Lntegration  erhält  man  diejenigen  Curven  (auf  den  Cylindern 
2X^X2  -|-  vX/  =  0),  welche  hei  der  Transformation  (4)  in  sich  über- 
gehen, nämlich: 
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worin  n  einen  variabeln  Parameter  bedeutet,  während  die  Integrations- 
constanten  d  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve 
angeben.    Um  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  überzugehen,  setzen  wir 

.g.  X,         yT'     X,         i/i    '     X, 

Ci  e  -\-  if         c,    e  —  if         e^   

und  log  a  —  ni  ==  iw;  so  geben  die  Gleichungen  (7): 

X  =  e  cos  ^^^  —  /"sin  tiw,  , 

(9)  .  '  z  =  c-hn, 

y  =  e  sm  un  -f-  f  cos  tin, 

d.  i.  die  Parameterdarstellung  einer  Schraubenlinie  (p.  337).  Die- 
jenigen Curven,  welche  durch  lineare  Transformation  des  imaginären 
Kugelkreises  in  sich  übergeführt  werden,  sind  also  zugleich  die  geo- 
dätischen Linien  auf  den  Rotationscylindern,  genau  analog  zu  dem 
früheren  Resultate,  dass  (p.  315 ff.)  die  Curven  der  Fläche  a\x^-\-x^x^  =  0, 
welche  bei  linearer  Transformation  des  Büschels  x^x^  +  ^^^2^3  =  ^ 
in  sich  ungeändert  bleiben,  zugleich  die  „verallgemeinerten"  geo- 
dätischen Linien  der  Fläche  liefern,  —  Für  die  Kinematik  folgern 
wir  aus  dem  Auftreten  der  Gleichungen  (9)  den  wichtigen  Satz^'), 
dass  die  allgemeinste  Beivegung  eines  Körpers  durch  eine  Schrauben- 
hewegung  ersetzt  werden  Icann.  Insbesondere  gilt  dies  auch  für  eine 
unendlich  kleine  Bewegung**). 


*)  Derselbe  ist  von  Chasles  gegeben:  Bulletia  universelle  des  sciences 
mathämatiques  par  Ferussac,  Nov.  1830;  Correspondance  mathematique  de  Bru- 
xelles,  t.  VII,  p.  532,  und  Aper9u  historique,  Note  34  (Bruxelles  1837). 

**)  Einer  solchen  ist  nach  Obigem  ebenfalls  ein  linearer  Complex  zugeordnet. 
Derselbe  ergibt  sich  aus  9  =  0,  d.  h.  aus  der  Gleichung 
(«-  l)bQ,,  +  2(a-f  1)^34  =  0, 

indem  man  entsprechend  den  Gleichungen  (5)  a  ersetzt  durch  a^e~^'^~^'''%  h  er- 
setzt durch  nh  und  dann  n  unendlich  klein  werden  lässt.  Seine  Gleichung  ist 
daher 

^Qvi  +  log(-a)  -(234  =  0. 

Er  ordnet  jedem  Punkte  diejenige  durch  ihn  gehende  Ebene  zu,  welche  zu 
seiner  durch  (6)  bestimmten  Fortschreitungsrichtung  senkrecht  steht,  eine  Eigen- 
schaft, die  in  verallgemeinertem  Sinne  auch  dem  in  der  Anmerkung  zu  S.  361  f. 
erwähnten  linearen  Complexe  zukommt.  —  Die  kinematische  Bedeutung  dieses 
linearen  Complexes  erkannten  Mob  ins  (Lehrbuch  der  Statik,  Leipzig  1837  und 
Crelle's  Journal  Bd.  10),  Grassmann  (ib.  Bd.  24  und  25,  1842  und  1843)  und 
Chasles  (Comptes  rendus  1843,  t.  16);   vgl.   auch  de  Jonquieres,   Melanges 
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Lassen  wir  6  unendlich  klein  werden,  so  bleibt  der  Punkt  ZJ^  =  0 
fest;  jede  Beivegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt  Tiann  daher 
durch  eine  Drehung  des  Körpers  um  eine  dureh  den  festen  Punlct 
gehende  Axe  ersetzt  iverden^  hieraus  ergibt  sich  die  Existenz  der  so- 
genannten momentanen  Brehungsaxe  bei  einer  unendlich  kleinen  Be- 
wegung. Der  specielle  Fall  &  =  0  wird  uns  auch  im  Folgenden 
wieder  begegnen,  ebenso  der  Fall  x  =  0  (also  a  =  —  1),  welchem 
eine  Translation  entspricht. 

Die  vorliegende  Transformation  kann  man  natürlich  auch  als 
Specialfall  der  früher  behandelten  durch  das  Verhalten  der  Wurzeln 
der  zugehörigen  Gleichung  (15),  p.  359,  charakterisiren.  Diese  Glei- 
chung, an  der  kanonischen  Form  (4)  gebildet,  lautet: 


(10)   0  = 


a  —  ^        0 

0             0 

0      a-^  —  ii 

0             0 

0            0 

—  1  —  f t      0 

0            0 

0       -1 

=(ö^-ft)(^-^)(i+^)'; 


sie  hat  also  eine  Boppelivarzel  —  1,  für  welche  nicht  sänimtliche  Unter- 
determinanten verschiüinden.  Das  Auftreten  dieser  Doppelwurzel  er- 
giebt  sich  direct  aus  (16  a),  p.  360. 

Für  ft  =  0  wird  der  Werth  der  Determinante,  d.  i.  der  zu  (4) 
gehörigen  Substitutionsdeterminante,  gleich  -{-  I5  ersetzt  man  da- 
gegen E^,  E27  —3  clurcli  wiZj,  mEg)  ^^^—3;  ohne  E^  zu  ändern,  so 
entsteht  aus  (4)  eine  Aehnlichkeitstransformation ,  und  die  Determi- 
nante derselben  würde  gleich  m^  gefunden  werden. 

Nr.  2.  Der  lineare  Complex  ist  ein  specieller  (vgl.  Nr.  8,  p.  355). 
Im  vorigen  Falle  ist  0:  =  0,  /3  =  1,  (p  =  Q^^zu  nehmen.  Die  Trans- 
formationsgleichungen lauten  also: 


de  geometrie  pure,  Paris  1856;  Mannheim,  Memoires  des  Savants  etrangers 
t.  20  (1868)  und  Journal  de  l'ecole  polytechnique  cah.  43  (1870).  —  Durch  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist  die  Statik  mit  der  Theorie  der 
unendlich  kleinen  Bewegungen  enge  verknüpft;  demgemäss  wird  der  lineare 
Complex  auch  für  die  Theorie  des  Gleichgewichts  und  der  Zusammensetzung  der 
Kraftsysteme  von  Wichtigkeit,  wie  aus  der  Behandlung  dieser  Theorie  nach 
Möbius  und  Poinsot  hervorgeht.  Vgl  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  4,  p.  403; 
Ball,  The  theory  of  screws,  a  study  in  the  dynamics  of  a  rigid  body,  Dublin 
1876,  und  Math.  Annalen  Bd.  9,  ferner  den  erwähnten  Aufsatz  des  Herausgebers 
(ib.  Bd.  7)  und  Fiedler,  Geometrie  und  Geomechanik,  Vierteljahrsschrift  der 
naturforschenden  Gesellschaft  zu  Zürich  Bd.  21.  —  Die  auf  p.  61  und  355  ge- 
fundene Linienfläche'  dritter  Ordnung  wird  bei  der  a.  a.  0.  gegebenen  weiteren 
Ausbildung  der  Theorie  von  besonderer  Wichtigkeit. 


378 


Zweite  Abtheilunar. 


Führen  wir  mittelst  (8)  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y,  z  und  ent- 
sprechend I,  %  t,  ein,  so  ergiebt  sich 

x  =  —  l,    y  =  — 'h    2  =  1  — h. 

Wir  haben  also  eine  Schraubenbewegung  um  die  Z-Axe,  welche  sich 
aus  einer  Rotation  um  180^  und  aus  einer  Verschiebung  um  —  &  in 
Richtung  der  Z-Axe  zusammensetzt.  Die  Gleichung  (10)  erhält,  da 
a  =  \  wird,  neben  der  Doppel wurzel  —  1  auch  die  Doppelwurzel 
-|-  1;  und  für  die  Wurzel  —  1  verschwinden  alle  ersten  Unter- 
determinanten. 

Nr.  3.  Der  unenälicli  fernen  Ebene  ist  durch  den  linearen  Complex 
ein  Piinld  des  imaginären  Kugelkreises  sugeordnet.  Die  hier  anwend- 
baren Gleichungen  (8f)  p.  355  ergeben: 

(11)  F=:2U,U,-{-U,\    ^  =  c.Q,,  +  ßQ,„ 

worin  a  und  ß  gleich  Eins  genommen  werden  dürfen,  ferner: 

Xg  ==  xü-^  —  laU^,     ^4=  ^ßU2, 

woraus  man  die  entsprechenden  Werthe  der  Zj  durch  Aenderung  des 
Vorzeichens  von  X  erhält,  um  dann  durch  Auflösung  die  betreffende 
Transformation  in  der  Form  zu  finden  (k  =^  XJc,  p  =  a~^,  Q  =  ß"^ 
gesetzt) : 

Xi  =  —  "i  —  27vg -4, 

X,  =       2Fr  E,  -  E,  +  2JcpZ,  -f  2]cYq^„ 


(12) 


X,  =  -2JcpE, 


2]i^pq=ii, 


^4  = 


Die  zugehörige  Transformation  in  Ebenencoordinaten  wird  leicht 
durch  Transposition  der  Coefficienten  erhalten  und  lässt  erkennen, 
dass  2  U,U.,  +  U.,^  =  2QiQ,  +  Q^\  Die  zu  (10)  entsprechende  Glei- 
chung wird: 


(13)     0  = 


f.  +  l 

0 

0 

2]cq 

-  21c' p' 

f.+  l 

—  2]cp 

—  2kYq 

2Jcp 

0 

^  +  1 

-  2¥pq_ 

0 

0 

0 

ft  +  1 

=  (f^  +  l)^ 


sie  hat  die  vierfache  Wurzel  ft  =  —  1,  und  für  letztere  verschwin- 
den nicht  alle  ersten  Unterdeterminanten.  Eine  kinematische  Be- 
deutung hat  der  vorliegende  Fall  nicht. 
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Nr.  4.  Die  Axe  des  speciellcn  Com]}lexes  95  =  0  trifft  den  imagi- 
nären Kugelkreis.     Aus  (8g),  p.  356,  folgt 

X^  =  kR„     X,  =  kU,  —  XU„    X,  =  xU,,     X,  =  —  IU.„ 

also  kXi  -\-  kX^  =  0,  d.  h.  nur  für  diese  Ebene  hat  die  Trans- 
formation eine  Bedeutung:  die  Determinante  der  zugehörigen  Raum- 
transformatiou  verschwindet,  wie  es  auch  aus  dem  Verschwinden 
aller  Coefficieuten  der  früheren  Gleichung  z/(/l)  =  0  hervorgeht.  Gleich- 
wohl ergibt  sich  eine  für  den  ganzen  Raum  gültige  Collineation, 
wenn  mau  von  Nr.  3  ausgeht  und  den  dort  vorkommenden  Complex 
durch  Nullwerden  von  a  in  einen  speciellen  ausarten  lässt;  man  muss 
dann  nur  gleichzeitig  Aa  =  1  (also  A  =  oo,  jj/^  =  x,  qk  =  0)  werden 
lassen.     Aus  den  Gleichungen  (12)  erhält  man  auf  diese  Weise 

Xi  =  —  El,     X^  =  2%-Ei  —  E.,  +  ^xEo, 

(14)  _        _  /  _ 

^3=  —  2j<-i  -  ^3,     X^=  —  -^. 

Die  zugehörige  Gleichung  von  der  Form  (13)  hat  wieder  die  vier- 
fache Wurzel  ft  =  —  1 ,  und  für  dieselbe  verschwinden  alle  ersten 
Unterdeterminanten,  nicht  aber  die  zweiten. 

Nr.  5.  Die  Axe  des  speciellen  Complexes  liegt  in  der  unendlich 
fernen  Ebene.  Die  directe  Anwendung  der  Formeln  (8  h),  p.  356, 
würde  X^  =  0,  E^  =  0  ergeben,  also  eine  Transformation,  die  nur 
für  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  anwendbar  bleibt.  Dieser 
Fall  entsteht  aber  auch  aus  Nr.  1  für  a  =  l,  /3  =  0;  damit  wieder 
eine  Collineation  mit  endlichen  Coefficienteu  resaltirt,  hat  man  gleich- 
zeitig A  =  00,  also  etwa  /3A  ==  1  zu  nehmen.  Dann  gehen  die  Glei- 
chungen (4)  über  in: 

(15)  X,  =  -  E„    X,  =  -  E„    X,  =  -  E3  +  2^Z„    X,=  -  E,; 

und  führt  man,  wie  in  Nr.  2,  rechtwinklige  Coordinateu  ein,  so 
kommt: 

(16)  00  =  ^,    y  =  n,    z  =  l  —  2%. 

Diese  Gleichungen  stellen  eine  Verschiehimg  des  Baumes  (Translation) 
in  Richtung  der  ^-Axe  um  —  2x  dar.  Da  a  ==  —  1  wird,  so  lässt 
Gleichung  (10)  die  Wurzel  —  1  vierfach  zu;  und  es  verschwinden 
für  dieselbe  auch  alle  zweiten  Unterdeterminanten. 

Nr.  6.  Die  Axe  des  speciellen  Complexes  lerührt  den  imaginären 
Kugelkreis.  Die  Gleichungen  (8i),  p.  356,  führen  wieder  zu  keinem 
Resultate.  Der  Fall  ergibt  sich  aber  auch  aus  (11),  wenn  man /3  =  0, 
l  =  00,   j3A  =  1    werden    lässt    (also  lip  =  0,   lic[  =  x);    die    Linie 
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X2  =  0,  X^  =  0  ist  dann  Tangente  des  Kugelkreises;  die  Formeln  (12) 
werden : 

(17)    Xi  =  ~  El  ~  2;«Z4,     ^2=  — Ejj,     X3  =  —  Zg,  X^=  —  E^. 

Die  charakteristische  Determinante  (13)  verschwindet  für  fi  =  —  1 
von  der  vierten  Ordnung,  ihre  ersten  Unterdeterminanten  sind  Null 
von  der  zweiten,  ihre  zweiten  Unterdeterminanten  von  der  ersten 
Ordnung. 


Hiermit  sind  alle  eigentliclien  Transformationen  des  Raumes  er- 
ledigt, die  den  imaginären  Kugelkreis  in  sich  überführen.  In  gleiclicr 
Weise  lassen  sich  die  uneigentlichen  Transformationen  aufstellen, 
wenn  man  von  den  allgemeinen  Formeln  (28),  p.  366,  ausgeht;  es 
ist  dann  T  =  0  die  Gleichung  des  Punktepaares,  in  welchem  der 
imaginäre  Kugelkreis  von  einer  beliebigen  Ebene  v  geschnitten  wird, 
und  tu  ist  eine  zu  v  conjugirte  Ebene.  Je  nach  der  Lage  dieses 
Ebenenpaares  sind  wieder  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden,  die 
im  Folgenden  aufgezählt  werden  sollen. 

Nr.  7.  Die  Schnittlinie  der  Ebenen  v  und  iv  ist  nicht  eine  Treff- 
gerade des  in  sich  su  transformirendcn  Kegelschnittes.  Wir  nehmen 
Vj^  =  1,  V2  =  0,  %  =  0,  v^  =  0;  Wi  =  0,  ^2  =  1,  ^(^3  =  0,  iv^  =  0; 
F=Ui^  -\-  Ui  +  ü^\  also  Hl  =  1,  H2  =  0,  H3  =  0,  H^  =  0; 
Y  ==  ü^^  +  f/3";  dann  folgt  aus  den  erwähnten  Gleichungen  (28) 

(lö)    _  _  _  _ 

-j^  =  —vHi,    -.^=}iU.2,     -s  =  xU^  —  W^,    -^=      Af/3, 

also  hieraus  die  un eigentliche  Transformation: 


2k  _ 


(19)    Xi  =  —  -1,    X.2  =  "2,     X3  =  ^  -4  —  -3,    X4  =  —  - 


oder  nach  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten 

(20)  x  =  l    y  =  -v,    ^  =  { 


2x 

T 


Geometrisch  entspricht  also  der  Transformation  eine  Verschiebung 
des  Raumes  in  Richtung  der  Z-Axe  und  eine  Spiegelung  desselben 
an  der  Ebene  y  =  0.  Die  zugehörige  charakteristische  Gleichung 
ist  hier: 


(21)      0  = 


ft+1 

0 

0 

0 

0 

^-1 

0 

0 

0 

0 

ft+1 

2x 

0 

0 

0 

^+1 

(^-l)(^  +  \f. 
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Für  die  dreifache  Wurzel  —  1  verschwinden  auch  alle  ersten  Unter- 
determinanten. 

Nr.  8.  Der  Parameter  K  des  vorigen  Falles  wird  gleich  Null.  Aus 
(18)  folgt  x^  =  0,  I4  =  0, 

(22)  ^1  =  -IJ        ^2  =  -2J       ^3  =  — 3- 

Zunächst  bezieht  sich  also  die  Transformation  nur  auf  die  unendlich 
ferne  Ebene.  Soll  im  Räume  etwa  auch  der  Punkt  x^  =  0,  x^=  0, 
a?3  =  0  fest  bleiben  und  werden  rechtwinklige  Coordinaten  benutzt,  so  ist 
X  =  —  I,  y  =  V7  ^  ='  t't  wir  haben  eine  Spiegelung  au  der  Ebene 
X  =  0  ohne  hinzutretende  Verschiebung;  die  Transformation  ist  mit 
Nr.  8,  p.  369,  identisch.  Lassen  wir  aber  in  (19)  A  =  0  werden,  so 
muss  auch  k  verschwinden,  und  wir  erhalten  keine  neue  Trans- 
formation, indem  der  Quotient  %  :  X  unbestimmt  bleibt. 

Nr.  9.  Die  Schnittlinie  ieider  Ebenen  ist  eine  Treff  gerade  des 
imaginären  Kugelkreises ^  die  eine  Ebene  berührt  letzteren  dann  noth- 
wendig;  es  ergibt  sich  keine  Raumtransformation. 

Nr.  10.  Die  Ebene  w  fällt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  X^  =  0 
zusammen,  die  Ebene  v  Jcann  tvillMirlich  gewählt  werden -^  wir  machen 
letztere  zur  Ebene  X^==0  und  F  =  U^' -i- U^^ -^  U/ ,  ^f  =  U^^-\-Us\ 
so  dass 

X,==vH„    X,=:xU,  +  XU„     X,  =  xU,-W„    X,  =  0, 

woraus  sich  die  Zj  ergeben,  wenn  man  die  Vorzeichen  von  X  und  v 
ändert.  Die  Transformation  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  die  Punkte 
von  X4  ==  0  und  gibt: 

(23)  ^1  =  —  ^1?     ^2  =  =-2  cos  95  +  Hg  sin  (p, 

Zg  =  —  H2  sin  9)  +  Zg  cos ^, 

wenn  cos  tp  =    ^   ,     ^  ?    sin  90  =    ^   1    12  gesetzt  wird.     Die  Transfor- 

mation  besteht  in  einer  Drehung  um  die  Axe  X^  =0;  ^3  =  0,  ver- 
bunden mit  einer  Spiegelung  an  der  Ebene  X^  =  0.  Ohne  die 
Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  zu  ändern,  kann  man  noch  eine 
Verschiebung  längs  der  Axe  Xg  =  0,  Xg  =  0  hinzufügen,  welche 
sich  mit  der  erwähnten  Drehung  zu  einer  Schraubenbewegung  zu- 
sammensetzt. Die  allgemeinste  reelle  uneigentliche  Transformation  wird 
daher  erhalten  durch  Zusammensetzung  einer  beliebigen  Bewegung  mit 
einer  Spiegelung  an  einer  zur  Axe  der  Bewegung  senkrechten  Ebene. 
Diese  Axe  kann  zur  Definition  einer  Schraubenbewegung,  einer  Drehung 
oder  einer  Verschiebung  dienen;  die  Spiegelung  ist  schon  in  Nr.  8 
behandelt. 
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Nr.  11.  Die  Ebene  v  des  vorigen  Falles  herührt  den  imaginären 
Kugelkreis.  Es  sei  F  =  2Ü,U^ -\- U,\  y=  ü,^;  es  wird  X,  =  0, 
£^  =  0,  und  es  ergibt  sich  keine  Raumtransformation. 

Wenn  wir  im  Vorstehenden  die  linearen  Transformationen  des 
imaginären  Kugelkreises  in  sich  durch  Grenzübergang  aus  denjenigen 
einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Klasse  erhielten,  so  ist  andererseits 
klar  und  wird  durch  die  bei  Nr.  10  gemachte  Erörterung  bestätigt, 
dass  sie  sich  direct  aus  dem  Probleme  der  ebenen  Geometrie  er- 
geben müssen,  welches  die  Transformationen  eines  Kegelschnittes  in 
sich  aufzustellen  verlangt.  Wir  gehen  auch  auf  dieses  Problem  noch 
ein,  da  seine  Erledigung  mit  den  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfs- 
mitteln  in  einfachster  Weise  erfolgen  kann.  Wir  haben  auch  hier 
eigentliche  und  uneigentliche  Transformationen  zu  unterscheiden.  Die 
eigentlichen  werden  ganz  wie  im  Räume  mittelst  zweier  Hülfspunkte 
t  und  t  gefunden,  die  einander  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  F  =  0 
polar  conjugirt  sind  (wo  F  in  ebenen  Liniencoordinaten  u^,  u^,  % 
gegeben  sei).     Einem  Punkte  t  ist  mittelst  der  Gleichungen 

(24)  ti  =  KixUi  +  «/2M2  +  o:/3W3       («  =  1,  2,  3) 

(y^o  an  =  0,  «rt-  =  —  aui)  eine  durch  ihn  gehende  Linie  u  zugeordnet, 
und  letzterer  mittelst  der  Gleichungen: 

(25)  ti  =  y  ^  =  ^aMl  -\-Ä/2tt2  +  ÄisUs 

ihr  Pol  t.    Wir  setzen  dann  Xi  =  xt;  -\-  Ar,,  |/==%^/  —  Ar/,  und  finden 
durch  Elimination  der  itj  die  gesuchten  Transformationen.     Sei  noch 
«23  =  w^,  «31  =  w^,  (Xi2  =  «<^3,  so  liabcn  wir  also 
x^  =  xUAuiik  +  ^{^3^2  —  «^2^%)» 

(26)  x^  ==  K2JA2kUk  +  A(«^i%  —  w^tii)f 
x^  =  üEAzkUk  +  l{w^Ux  —  w^iL^, 

woraus  sich  die  |j  durch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  A  ergeben*). 


*)  Bedeutet  t  den  Pol  von  u  und  ist  /"  =  SSa-^t-t/^,  so  wird 

Dieses  sind  die  von  Her  mite  aufgestellten  Relationen  (Crelle's  Journal  Bd.  47, 
p.  309,  1853),  welche  das  Problem  der  eigentlichen  Transformationen  für  den 
Kegelschnitt  zuerst  allgemein  erledigten;  betr.  die  uneigentlichen  vgl.  Bach- 
mann,  ib.  Bd.  76,  p.  331  und  Hermite,  Bd.  78,  p.  325;  ferner  für  zahlen- 
theoretische Anwendungen:  Selling,  ib.  Bd.  77,  p.  170fF.  und  p.  222  ff. 

Die  ausführliche  Behandlung  der  Fälle  von  drei  und  vier  homogenen  Vari- 
abein lässt  vollständig  übersehen,  wie  sich  bei  n  Veränderlichen  entsprechende 
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Die  Elimination  der  Ui  führt  zu  den  Gleichungen 

(27)  i-  =  CnXi  +  c,->:r2  +  C/^Xz, 

wo  die  Cik  sich  genau  durch  die  Formeln  (11),  p.  358,  bestimmen, 
wenn  nur  jetzt  ^(^c,  A)  gleich  der  Determinante  der  Gleichungen  (26),  d.  h. 

(28)  z/(k,  A)  =  k'Ä^  +  KX^U2:Äi;,W;Wk  =  ^[jt^^^  +  l"" F{iv)] 

gesetzt  wird.  Im  Gegensatze  zu  der  entsprechenden  Gleichung  (13), 
p.  358,  hat  hier  die  rechte  Seite  den  Factor  x;  es  liegt  dies  daran, 
dass  die  Determinante  eines  Systems  von  Gleichungen  der  Form  (24) 
identisch  Null  ist,  dass  demgemäss  in  der  Ebene  kein  dem  linearen 
Complexe  entsprechendes  Gebilde  existirt,  dass  folglich  die  Trans- 
formation (24)  nur  für  die  Punkte  der  durch  die  Gleichung 

(29)  «(^^Tj  -|-  *(;2T2  -\-  IV.  t^  =  0 

bestimmten  geraden  Linie  in  Anspruch  genommen  werden  darf.  Auch 
die  Relationen  (16a),  p.  360,  bestehen  unverändert  fort;  das  Auftreten 
des  Factors  %  in  (28)  bedingt  daher,  dass  die  charakteristische  Glei- 
chung, welche  die  sich  selbst  zugeordneten  Punkte  definirt,  stets  die 
Wurzel  ft  =  1  zulässt,  während  dieser  Wurzelwerth  bei  den  Flächen 
nur  ausnahmsweise  auftrat*).  Im  Räume  ferner  lagen  die  fest  bleiben- 
den Punkte  auf  der  zu  trausformirenden  Fläche;  in  der  Ebene  da- 
gegen gibt  es  einen  ausserhalb  des  Kegelschnittes  gelegenen  festen 
Punkt,  nämlich  den  Pol  der  Linie  tv,  wie  aus  (26)  für  Hi  =  tvi  sofort 
hervorgeht.  Ausserdem  bleiben  die  Schnittpunkte  der  Linie  tv  mit 
dem  Kegelschnitte  ungeändert,  wie  sich  ergibt,  wenn  man  in  (26)  für 
Ui  die  Coordinaten  der  Taugente  eines  dieser  Schnittpunkte  einsetzt**). 

Die  Aufzählung  aller  möglichen  Specialfälle  ist  hier  mit  Be- 
trachtung der  verschiedenen  Lagen  der  Linie  iv  gegen  den  Kegel- 
schnitt erledigt.  Es  sind  also  nur  8wei  Fälle  möglich,  indem  der  Kegel- 
schnitt von  der  Linie  (29)  enttveder  in  mvei  getrennten  oder  in  zwei 
zusammenfallenden  Punlden  getroffen  wird. 

I.  Die  Schnittpnnhte  sind  verschieden.  Wir  machen  tu^^  =  0,  w^g  =  0, 
w^  =  1,  F=  2Ü,Ü^  -f  ^73^  also 

Untersuchungen  anstellen  lassen,  wie  es  insbesondere  dabei  einen  wesentlichen 
Unterschied  macht,  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

*)  In  Betreff  der  Verallgemeinerung  für  n  Variable  vgl.  §  15  in  der  citirteu 
Habilitationsschrift  von  Fr  ahm,  ferner  Voss  a.  a.  0. 

**)  Dass  zwei  Punkte  der  Curve  im  Allgemeinen  fest  bleiben  müssen,  er- 
gibt sich  auch  unabhängig  von  obiger  allgemeinen  Theorie  durch  eine  einfache 
geometrische  Ueberlegung,  mittelst  deren  man  die  sogleich  zu  erwähnende 
kanonische  Form  der  Transformation  sofort  findet;  vgl.  F.  Klein,  Math.  Annalen 
Bd.  4,  p.  600  S.,  sowie  Bd.  I  des  vorliegenden  Werkes,  p.  994. 
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A3  =  %U^,  ^3   =  3f  ü'3*, 

(29)  Xi  =  ^^-—^  "i,       X2  =  -q;-^  -2,       X3  =  -3; 

die  Coefficienten  der  rechten  Seiten  sind  gleichzeitig  die  Wurzeln 
der  charakteristischen  Gleichung  von  der  Form  (15),  p.  359,  Legen 
wir  hingegen  ein  Polardreieck  zu  Grunde  und  machen 

i^  =  V  +  «,^  +  V, 

so  erhalten  wir  die  Cayley 'sehen  Formeln: 

x^  =       Xw^Ui  —  XiViU2  +  ^%7        I3  =  —  Xtv^Ui^  -}-  /l««;i«2  H~  '^%- 

Die  Elimination  der  «,  ergibt  mittelst  der  Gleichungen  (11),  p.  358, 
das  Resultat,  dass  sich  die  Coefficienten  einer  ortJiogonalen  Siibstitu- 
tion  (27)  durch  drei  Parameter  w^,  w^,  %  rational  ausdrücken  lassen] 
X  und  X  können  unbeschadet  der  Allgemeinheit  gleich  Eins  genommen 
werden,  und  dann  findet  sich 

^(k,X)  =  X^  +  KX^(Wi^  -\-  W^  -\-  WoJ)  =  1   +  '^^\     +  ^^'2^  +  %^; 

C,i  =  \-\;-W{',  Ci2=         W^-\-W^W.^j         ^13=  —  W^2H~^^1^^3> 

(30)  C.^i  =  —W.i-\-W^lV.2,        ^22=  1+V>  ^23=         W^-^-W^W^, 

^31=       ^ü.2-\-^v^u\,      c^2  =  —  Wi-{-w^tV2,      C33  =        l+^fjgl*) 

Der  hier  besprochene  Fall  kam  oben  in  Nr.  1,  2  und  5  vor,  insofern 
man  sich  auf  die  unendlich  ferne  Ebene  beschränkt. 


*)  Diese  Formeln,  auf  welche  oben  in  der  Note  zu  p.  72  hingewiesen 
wurde,  sind  von  Euler  zuerst  bemerkt  (Nova  Comm.  Petrop.  Bd.  20,  p.  217), 
ebenso  die  entsprechenden  für  vier  homogene  Variable  (ib.  Bd.  15,  p.  102);  vgl. 
Cayley  a.  a.  0.  und  Baltzer's  Determinantentheorie.  Die  Einführung  dieser 
drei  Parameter  ist  nach  ßodrigues  (Liouville's  Journal  t.  5,  p.  217)  für  das 
Problem  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  von 
Nutzen,  vgl.  neben  Cayley  und  Frahm,  a.  a.  0.,  auch  eine  Arbeit  des  Letzteren 
in  Bd.  8  der  Math.  Annalen,  p.  35,  und  Clifford:  Proceedings  of  the  London 
Math.  Society,  vol.  7,  p.  67  (Mathematical  Papers,  p.  236).  Hierbei  kommen 
theilweise  Verallgemeinerungen  mechanischer  Probleme  in  Betracht,  indem  man 
den  imaginären  Kugelkreis  durch  eine  allgemeine  Fläche  zweiter  Klasse  ersetzt 
denkt  (unter  welchem  Gesichtspunkte  die  verallgemeinerte  Statik  vom  Heraus- 
geber a.  a.  0.  studirt  wurde);  vgl.  darüber  Heath,  Philosophical  Transactions, 
vol.  175,  1884  und  Lipschitz,  Crelle's  Journal,  Bd.  74. 
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II.  Die  beiden  Schnittpunkte  fallen  zusammen.  Es  sei  wieder 
F=  2U1U2  +  C/3^,  aber  nun  Wi  =  \,  w^^  0,  w^  =  0,  also: 

(31)    =.y  =  xU^,     E^  =  icUi  —  Af/3,     =.s  =  kU^  -\-  ^U.,; 

■y    —  -y    2  A"  —         1^    —         1^    2^  —  -y     _  2  A  _ 

-^1  —  —1}       -^2  —        jj-r  — 1  "T  — 2  ~r  ^  — 3>     ^3  —  —3       ^  — 1  • 

Dieselbe   Transformation   begegnete    uns   oben   in   Nr.  3  und  4  (vgl. 
auch  Bd.  I,  p.  999  f.). 

Um  endlich  auch  die  uneig entliehen  Transformationen  dMiz\x8iü\\aw'^)^ 
verfahren  wir  ganz  so,  wie  bei  Aufstellung  der  Gleichungen  (28), 
p.  366.  Wir  gehen  von  einer  Linie  v  aus,  deren  Schnittpunkte  mit 
F  =  0  durch  die  Gleichung  Y  =  0  in  Liniencoordinaten  gegeben 
seien,  w  sei  eine  conjugirte  Polare  zu  vj  für  den  Hülfspunkt  r  bleibt 
uns  dann  kein  willkürlicher  Parameter  verfügbar,  er  fällt  nothwendig 
mit  dem  Pole  rj  von  v  zusammen.  Die  uneigentlichen  Transformationen 
sind  also  in  den  Gleichungen 

/Qo^  1  av   ,  y         1  av 

2   du-     '       h'     ^i  2   du,.  't 

enthalten.      Ist    F  =^  2U^U, -\- U^''    und    ^'  =  2UiU.^,    so    folgt    die 
kanonische  Form: 


Xi  =  xU^, 

X,=^xU„ 

-^3  = 

vHg, 

£1  =XU2, 

Hg  =  xUi, 

— 3  ^^  — 

7.H3; 

^1    ==   — 17 

X2  =  —2? 

^3   =   - 

—37 

(32  a) 

wie  oben  in  Nr.  7  und  Nr.  8  für  X^  =  0,  Z.^  =  0.  Hierbei  werden 
die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  den  durch  den  Pol  H  gehen- 
den Strahlen  unter  einander  vertauscht. 

Berührt  die  Linie  v  den  Kegelschnitt,  so  fällt  H  mit  dem  Be- 
rührungspunkte zusammen.  Ist  also  v  mit  X^  =  0  identisch  und 
F=2U,U,  +  U,%  ¥  =  C//,  so  wird 

X,=^xU„     X,  =  vH,,     X,  =  0; 

es  ergibt  sich  keine  Transformation  der  Ebene. 


*)  Bei  drei  homogenen  Variabein  kann  man  die  uneigentlichen  Substitu- 
tionen von  den  eigentlichen  nicht  nach  dem  Werthe  —  1  oder  -{- 1  der  Substitutions- 
determinante unterscheiden,  denn  man  braucht  die  Vorzeichen  aller  e.j.  nur  gleich- 
zeitig zu  ändern,  um  den  Werth  —  1  in  -f-  1  überzuführen,  während  doch  der 
Charakter  der  Substitution  dadurch  nicht  geändert  wird;  vgl.  unten  Nr.  16. 

C  leb  seil,  VorlesuDgen.    II.  1.  25 
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Endlich  kann  man  den  Kegelschnitt  in  ein  Punktepaar  oder  den 
Kegel  in  ein  Ebenenpaar  zerfallen  lassen.  Die  Transformationen 
dieser  Grenzflächen  in  sich  sind  zwar  evident,  mögen  aber  der  Voll- 
ständigkeit halber  auch  noch  methodisch  abgeleitet  werden.  Wir 
gehen  wieder  von  den  allgemeinen  Formeln  (7),  p.  357,  aus. 

Nr.  12.  Der  Kegelsclmitt  zerfällt  in  ein  Punktepaar ,  dessen  Axe 
dem  linearm,  Coinplexe  nicht  angehört 

X,  =  {x -\- Xa)U„    X,  =  (x-la)ü\,    X,  =  XßL\,     X^=-lßL\; 

~tr  "  "7"  ^.(^  —  -y     "  A  0!  —  -y     —  -y      _ 

Ai    =  ^-_  Y^  -1,         ^2  —  ^ij^a  -2'        ^3  —   —   -Z,       ^4  —  —  -4- 

Diese  Formeln  entstehen  aus  (4)  durch  Grenzübergang  für  /3  =  cx>, 
oder  auch  aus  den  Formeln  (24b),  p.  363,  wenn  man  die  Indices 
1,  2,  3,  4  daselbst  bez.  ersetzt  durch  3,  1,  2,  4  und  vorher  die  Vor- 
zeichen von  Hj  und  Z4  ändert. 

Nr.  13.  Die  Axe  des  Punktepaares  gehört  dem  linearen  Com- 
plexe  an. 

F=2Ü,U„     <p  =  aQ,,  +  ßQ,,', 

X,  =  xU2  +  XaU„     X,  =  xUi-j-  ^ßüs,     X,==-XßU„ 

X4  =  —  XaUi'^ 

^1   =   ~   -l~^  Xß  -37       ^2=   —  -2   +  i^  -i, 
A3  =  -3,  A4  =  .Z.4. 

Diese  Formeln  sind  von  den  Gleichungen  (24 e),  p.  364,  nicht  wesent- 
lich verschieden;  der  Unterschied  in  der  Ableitung  wird  dadurch 
bemerkbar,  dass  das  dortige  A  (hier  %  :  A)  ersetzt  ist  durch  —  A~^ . 

Nr.  14.  Der  Complex  von  Nr,  12  ist  ein  specieller.  Wir  haben 
in  Nr.  12  nur  o:  =  0  zu  nehmen. 

Nr.  15.  Die  Aoce  des  Punktepaares  gehört  dem  speciellen  Complexe 
an.  In  Nr.  13  ist  entweder  a  oder  ß  gleich  Null  zu  setzen.  Wählt 
man  z.  B.  a  =  0,  so  muss  auch  x  =  0  sein,  und  es  entstehen  bis 
auf  Aenderungen  von  Vorzeichen  die  Gleichungen  von  Nr.  2,  p.  377. 

Nr.  16.  Die  Axe  des  Punktepaares  ist  zugleich  Axe  des  speciellen 
Complexes.  In  Nr.  12  ist  ß  =  0,  also  A  =  00  zu  machen,  und  es 
resultirt  die  identische  Transformation  Xi  =  —  Z,-;  doch  behalten 
auch  die  allgemeinen  Formeln  von  Nr.  12  zwischen  den  Xi  und  Zj 
für  ß  =  0  ihre  Gültigkeit.  Diese  Transformation  führt  jede  beliebige 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  über. 
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Nr.  17.  Das  Punläepaar  artet  in  einen  Doppelpunkt  aiis-^  der 
lineare  Complex  bleibt  allgemein. 

X^^%L\-\-laU^,     X^  =  —  laU„     X^  =  lßU^,     X^^  —  lßU^, 
_  2h  _  —  —  _ 

das  B^esultat  ist  von  dem  in  Nr.  15  gewonnenen  nicht  wesentlich 
verschieden. 

Nr.  18.  Der  lineare  Complex  in  Nr.  17  ist  ein  specieller-  wir 
haben  a  =  0  und  folglich  auch  a  =  0  zu  nehmen,  wodurch  das 
Resultat  nicht  wesentlich  beeinflusst  wird. 

Nr.  19.  Die  Axe  des  speciellen  linearen  Complexes  geht  durch  den 
Doppelpunkt.  In  Nr.  17  wird  /3  =  0,  was  wiederum  im  Resultate 
nichts  ändert. 

Die  zuletzt  behandelten  Fälle  bieten  an  sich  wenig  Interesse, 
da  auch  bei  den  früheren  Collineationen  schon  fest  bleibende  Punkte- 
paare und  Doppelpunkte  auftraten;  sie  sollten  aber  wegen  späterer 
Anwendungen  aufgezählt  werden.  Die  uneigentlichen  Transformationen 
eines  Punktepaares  in  sich  sind  diejenigen,  bei  welchen  sich  die  beiden 
Punkte  des  Paares  unter  einander  vertauschen  (was  einer  Vertauschung 
der  Systeme  von  Erzeugenden  entspricht);  ihre  Aufstellung  bietet 
keine  Schwierigkeiten.  Sei  nämlich  F  =  ü^  -\-  C//,  so  ist  jede 
Collineation  brauchbar,  welche  die  Punkte  ü^  =  0,  C/g  =  0  unge- 
ändert  lässt  und  C/j  in  —  ü-^,  U^  in  U^  überführt.  Transformationen 
dieser  Art  begegneten  uns  in  Nr.  7  und  Nr.  8,  p.  369,  und  in  Nr.  2, 
Nr.  7,  Nr.  8,  p.  377 flf. 

Zum  Schlüsse  stellen  wir  die  gewonnenen  Restdtate  tabellarisch  zu- 
sammen. Um  aber  nicht  eine  einfache  Wiederholung  derselben  zu 
geben,  soll  uns  dabei  ein  anderer  Gesichtspunkt  leiten,  als  bei  dem  oben 
eingeschlagenen  Wege.  In  (16  a)  ist  der  Zusammenhang  angegeben, 
in  dem  die  Wurzeln  der  für  uns  fundamentalen  Gleichung  z/  =  0 
mit  den  Wurzeln  derjenigen  Gleichung  stehen,  durch  welche  die  bei 
der  Transformation  sich  selbst  entsprechenden  Elemente  für  die 
eigentlichen  Transformationen  zu  bestimmen  sind,  wobei  dann  von 
selbst  die  ausgezeichnete  Rolle  etwaiger  Wurzeln  -f-  1  und  —  1  für 
letztere  Gleichung  hervortrat.  Das  Verhalten  der  Wurzeln  dieser 
Gleichung  (15)  kann  nunmehr  an  den  aufgestellten  kanonischen  Formen 
sowohl  für  eigentliche  als  für  uneigentliche  Transformationen  leicht 
beurtheilt  werden.  Es  kommt  dabei  auf  die  Vielfachheit  der  Wurzeln 
an,  und  ausserdem  auf  das  Verhalten  der  Unterdeterminanten  der  in 

25* 
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(15)  links  stehenden  Determinante  zu  diesen  vielfachen  Wurzeln,  ganz 
wie  für  die  Lage  eines  linearen  Complexes  zu  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  die  Wurzeln  von  z/  =  0  und  das  Verhalten  der  Unter- 
determinanten der  Determinante  A  bestimmend  waren.  Die  Tabelle 
bezieht  sich  sowohl  auf  Flächen  mit  nicht  verschwindender  Determi- 
nante als  auf  solche  mit  verschwindender  Determinante.  Für  erstere 
sind  die  betreffenden  Nummern  mit  einem  Sterne  versehen.  Durch 
die  Zeichen  Eigtl.  und  Ungtl.  ist  jede  Transformation  als  eine  eigent- 
liche oder  uneigentliche  bezeichnet.  Für  mehrfache  Wurzeln  tritt 
das  Verschwinden  von  Unterdeterminanten  nur  in  den  Fällen  ein, 
wo  es  ausdrücklich  erwähnt  ist. 

1)  Vier  verschiedene  Wurzeln;  Nr.  1*,  p.  361.    Eigtl. 

2)  Desgleichen,  eine  Wurzel  =  -j-  1,  eine  andere  =  —  1; 
Nr.  7*,  p.  369.    Ungtl. 

3)  Zwei  einfache  Wurzeln,  eine  Doppelwurzel  (==  —  1);  Nr.  1, 
p.  375.    Eigtl. 

4)  Zwei  Paare  von  Doppel  wurzeln;  Nr.  2*,  p.  362.    Eigtl. 
*)  Eine  dreifache,  eine  einfache  Wurzel;  kommt  nicht  vor. 

5)  Eine  vierfache  Wurzel  (=  —  1);  Nr.  3,  p.  378.    Eigtl. 

6)  Zwei  einfache  Wurzeln  und  eine  Doppelwurzel  (==  -|-  1),  für 
welche  alle  ersten  Unterdeterminanten  verschwinden;  Nr.  3*,  p.  363. 
Eigtl. 

7)  Ebenso;  die  einfachen  Wurzeln  sind  bez.  +  1  und  —  1, 
die  Doppelwurzel  hat  einen  anderen  Werth;   Nr.  10,  p.  381.    Ungtl. 

8)  Ebenso;  die  Doppelwurzel  ist  gleich  —  1;  Nr.  12,  p.  386. 
Eigtl. 

9)  Zwei  Paare  von  Doppelwurzeln  (+  1  und  —  1),  für  eine 
derselben  ( —  1)  verschwinden  alle  ersten  Unterdeterminanten;  Nr.  2, 
p.  377.    Eigtl. 

10)  Zwei  Doppelwurzeln,    und  für  jede  verschwinden  alle  ersten 
Unterdeterminanten;  Nr.  5*    p.  364.    Eigtl. 

11)  Ebenso;    die    Doppelwurzehi    sind    ■\-  1    und    —  1;    Nr.  14, 
p.  386.    Eigtl. 

12)  Eine   einfache  Wurzel  ( —  1)  und   eine  dreifache  (+1),   für 
welche  alle  ersten  Unterdeterminanten  Null  sind;  Nr.  9*,  p.  370.   Ungtl. 

13)  Eine   einfache   Wurzel  (-f-  1)   und   eine   dreifache  ( — 1),   für 
die  alle  ersten  Uuterdeterminanten  verschwinden;  Nr.  7,  p.  380.   Ungtl. 

14)  Eine  vierfache  Wurzel  -f-  1  mit  verschwindenden  ersten  Unter- 
determinanten; Nr.  4*   p.  363.    Eigtl. 

15)  Ebenso  für  die  vierfache  Wurzel  —  1 ;  Nr.  4,  p.  379.    Eigtl. 

16)  Eine  einfache  Wurzel  ( —  1)  und   eine  dreifache  (-{-  1),   für 
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die  alle  zweiten  Unterdeterminanten  Null   sind;   Nr.  8*,   p.  369,  und 
Nr.  8,  p.  381.    Ungtl. 

17)  Eine  vierfache  Wurzel  +  1>  für  die  alle  ersten  Unterdeter- 
minanten gleich  Null  von  der  zweiten  Ordnung  werden;  Nr.  6*, 
p.  364.     Eigtl. 

18)  Ebenso  für  eine  vierfache  Wurzel  —  1;  Nr.  13,  p.  386.  Eigtl. 

19)  Eine  vierfache  Wurzel  —  1  mit  verschwindenden  zweiten 
Unterdeterminanten;  Nr.  5  und  6,  p.  379.     Eigtl. 

20)  Ebenso  für  eine  vierfache  Wurzel  +1;  Nr.  15,  17,  18,  19, 
p.  386  f.     Eigtl. 

21)  Eine  vierfache  Wurzel  —  1,  für  welche  alle  einzelnen  Ele- 
mente der  Determinante  verschwinden;  Nr.  16,  p.  386.     Eigtl. 

XIX.  Die  linearen  Transformationen  eines  linearen  Complexes  in  sich. 

Die  Analogie  zwischen  den  Eigenschaften  eines  linearen  Com- 
plexes und  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  "ist  wiederholt  hervorge- 
hoben; sie  kommt  auch  bei  den  Transformationen  der  betreffenden 
Gebilde  in  sich  wieder  zur  Geltung.  Andererseits  machen  sich  auch 
wesentliche  Unterschiede  bemerkbar;  so  zerfallen  für  den  linearen 
Complex  diese  Transformationen  in  zwei  Klassen,  je  nachdem  man 
Collineationen  oder  dualistische  Umformungen  benutzt;  denn  die  Wahl 
zwischen  beiden  Arten  von  Verwandtschaften  steht  noch  frei,  da  es 
nur  darauf  ankommt  jede  Linie  des  Complexes  wieder  in  eine  solche 
Linie  überzuführen,  während  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  ihre 
Gleichung  entweder  in  Punkt-  oder  in  Ebenen -Coordinaten  gedacht 
wurde.  Man  braucht  aber  nur  eine  der  beiden  Klassen  näher  zu 
untersuchen;  die  andere  Klasse  wird  sodann  mittelst  Anwendung  der 
durch  den  Complex  selbst  gegebenen  dualistischen  Verwandtschaft 
gefunden.  Ebenso  kann  man  aus  den  Funkttransformationen  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  die  dualistischen  Transformationen*) 
durch  Anwendung  der  Polarverwandtschaft  der  Fläche  ableiten,  wo- 
bei dann  jedem  Punkte  der  Fläche  eine  Tangenteuebene  derselben, 
jeder  Tangeute  aber  wieder  eine  Tangente  entspricht.  Wir  stellen 
zuerst  alle  möglichen  Transformationen  des  linearen  Complexes  in 
sich  auf  und  beschäftigen  uns  dann  mit  einigen  Eigenschaften  der- 
selben. 

Bei  einer  möglichst  allgemeinen  Collineation  entsprechen  be- 
kanntlich vier  Punkte   und   vier  Ebenen  je   sich  selbst  (vgl.  p.  359). 


*)  Dieselben  sind  von  Voss  und  Sturm  a.  a.  0.  näher  studirt;   vgl.  oben 
[).  360,  sowie  den  nächstfolgenden  Abschnitt  XX. 
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Sie  bilden  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten  folglich  ebenfalls  sich  selbst 
zugeordnet  sind  (wenn  auch  nicht  Punkt  für  Punkt),  Gehört  nun 
eine  dieser  Kanten  nicht  dem  Complexe  an  und  geht  letzterer  ver- 
möge der  betrachteten  Collineation  in  sich  über,  so  muss  auch  die 
conjugirte  Polare  der  Kante  sich  selbst  zugeordnet  werden,  d.  h.  sie 
muss  die  gegenüberliegende  Kante  des  Tetraeders  bilden.  Da  ferner 
alle*  gemeinschaftlichen  Treffgeraden  zweier  conjugirten  Polaren  dem 
Complexe  augehören,  so  sind  die  anderen  vier  Kanten  des  festen 
Tetraeders  Linien  des  Complexes-,  es  bleiben  also  im  Allgemeinen  vier 
Gerade  eines  in  sich  transformirten  linearen  Complexes  fest,  und  die- 
selben bilden  ein  ivindschiefes  Vierseit  Alle  sechs  Kanten  des  fest 
bleibenden  Tetraeders  können  dem  Complexe  nicht  angehören,  weil 
die  drei  durch  eine  Ecke  gehenden  Kanten  sonst  in  einer  Ebene 
liegen  müssten.     Die  Collineation  kann  daher  auf  die  Form 

(1)  Tj  =  «1  Xi ,     Zj  =  «2X2 ,     Tg  =-  «3X3 ,     r^  =  a^X^ , 
und  die  Gleichung  des  Complexes  auf  die  Form 

(2)  •  aF,,  +  &P23  =  0 

gebracht  werden,  wo  dann  die  Bedingung  a^a^  =  a^a^  erfüllt  sein 
muss.  Durch  dieselbe  Transformation  geht  aber  auch  jede  Fläche 
der  Schaar  xX^X4  +  AX2X3  ==  0  in  sich  über.  Durch  jede  Colli- 
neation, welche  einen  Complex  in  sich  überführt,  werden  daher  im 
Allgemeinen  auch  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  je  in 
sich  trausformirt.     Hieraus  folgt  weiter  der  Satz: 

Die  allgemeine  lineare  Transformation  eines  linearen  Complexes 

(3)  Zaij^pa  =  0 

in  sich  wird  durch  dieselben  Formeln  (7)  und  (11)  p.  357  f.  gegeben, 
welche  mr  eigentlichen  Transformation  einer  Fläche  HSttikXiXk  =  0  in 
sich  dienten;  nur  sind  jetßt  die  Ui^  als  gegebene  Grössen,  die  aa  als 
unbestimmte  Parameter  aufmfassen^). 

Alle  möglichen  Specialfälle  ergeben  sich  also  wieder  durch  Be- 
trachtung der  verschiedenen  Lagen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
gegen  den  Complex;  artet  die  Fläche  in  einen  Kegel  aus,  so  ver- 
langt der  sich  selbst  dualistische  Charakter  des  Complexes,  dass  auch 
ein  Kegelschnitt  gleichzeitig  in  sich  transformirt  werde*,  es  bleibt 
daher  gleichgültig,  ob  wir  die  Fläche  als  von  Ebenen  umhüllt  oder 
als  von  Punkten  erfüllt  auffassen.  Wir  lassei^  eine  kurze  Zusam- 
menstellung aller  Möglichkeiten  folgen. 


*)  Vgl.  Fiobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  84,  p.  38. 
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1)  Die  Transformation  Nr.  1,  p.  361;  jeder  Complex  der  Schaar 
^Qu  +  ^^23  =  0  geht  in  sich  über. 

2)  Die  Transformation  Nr.  2,  p.  362;  jeder  Complex  der  Schaar 
^(.Qn  H~  ^24)  -\-  ^Qu  =  ^  geht  in  sich  über. 

3)  Die  Transformation  Nr.  5,  p.  364;  jeder  Complex  der  linearen 
Schaar  aQi4^  -f-  XQ23  =  0  bleibt  fest. 

4)  Die  Transformation  Nr.  1,  p.  375,  wobei  alle  Complexe  der 
Schaar  kQ^^  +  ^Qai  =  0  ungeändert  bleiben. 

5)  Die  Transformation  Nr.  3,  p.  378;  hier  ist  zu  bemerken,  dass 
neben  dem  zur  Aufstellung  der  Transformation  benutzten  Complexe 
PQis  ~h  Q.Qi%  =  0  auch  der  specielle  Complex  Q^^  =  0  in  sich  über- 
geführt wird,  ebenso  alle  Complexe  der  aus  beiden  zu  bildenden 
linearen  Schaar  (für  deren  Congruenz  die  beiden  Directricen  mit  der 
Linie   Q^^  =  0  zusammenfallen). 

6)  Die  Transformation  Nr.  12,  p.  386,  welche  sich  auf  alle 
Complexe  nQ^^  H"  ^Q%4.  =  ^  bezieht. 

7)  Die  Transformation  Nr,  13,  p.  386,  welche  jeden  Complex 
der  Schaar  «^14  +  /3^23  +  ^Q-m.  =  0  in  sich  überführt. 

8)  Die  Transformation  Nr.  17,  p.  387,  bei  welcher  jeder  Complex 
der  Schaar  y.Qy.^  -f-  IQ^i^  =  0  ungeändert  bleibt. 

Die  Fälle,  wo  die  Hülfsfläche  zweiter  Ordnung  in  ein  Ebenen- 
paar oder  in  eine  Doppelebene  ausartet,  sind  in  den  bereits  aufge- 
zählten enthalten. 

Ist  der  gegebene  lineare  Complex  ein  specieller,  so  ist  seine 
Axe  eine  Kante  des  fest  bleibenden  Tetraeders;  jede  Transformation, 
welche  diese  Axe  ungeändert  lässt,  führt  auch  den  Complex  in  sich 
über.  Lässt  man  das  Tetraeder  in  jeder  möglichen  Weise  ausarten, 
so  erhält  man  alle  möglichen  Transformationen  eines  specielleu  Com- 
plexes  in  sich.  Man  kann  sich  dabei  auch  der  früher  betrachteten 
Collineationen,  in  denen  ein  specieller  Complex  benutzt  wurde,  be- 
dienen. — 

Will  man  sich  nicht  mit  der  blossen  Aufstellung  der  fraglichen 
Transformationen  begnügen,  so  ist  es  zunächst  von  Interesse,  die- 
jenigen Linien  des  Complexes  aufzusuchen,  welche  von  den  ihnen 
zugeordneten  geschnitten  werden*).  Betrachten  wir  irgend  einen 
Punkt  X  und  den  ihm  vermöge  (1)  entsprechenden  Y,  ferner  die 
Ebenen    U  bez.    F,   welche   X  und    Y  im   Complexe   (2)    zugeordnet 


*)  Die  zunächst  folgenden  geometrischen  Betrachtungen  (bis  p.  395)  sind  im 
Wesentlichen  einem  unvollendeten  Manuscripte  aus  dem  Nachlasse  von  W.  Frahm 
(t  7.  Augast  1875  in  München)  entnommen. 
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sind.  In  diesen  Ebenen  bilden  die  Complexlinien  zwei  Strahlbüsehel 
mit  den  Centren  X  und  Y,  welche  auf  der  Schnittlinie  von  U  und 
V  zwei  projectivische  Puuktreihen  bestimmen;  da  letztere  im  Allge- 
meinen zwei  sich  selbst  entsprechende  Punkte  enthalten,  so  gehen 
durch  X  und  Y  je  zwei  Complexlinien  der  verlangten  Art;  ebenso 
liegen  (dualistisch  entsprechend)  in  einer  beliebigen  Ebene  zwei  der- 
artige Complexlinieu;  d.  h.  diejenigen  Linien  des  in  sich  011  transfor- 
mirenden  Compicxes  (1),  welche  die  ihnen  entsprechenden  schneiden,  bilden 
ein  Strahlensystem  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

Unter  einem  Strahlensysteme*)  versteht  man  nämlich  allgemein 
die  Gesammtheit  der  durch  zwei  Bedingungen  bestimmten  Geraden. 
Die  Ordnung  des  Strahlensystems  gibt  an,  wie  viele  Linien  durch 
einen  beliebigen  Punkt  gehen,  die  Klasse,  wie  viele  Linien  in  einer 
beliebigen  Ebene  liegen.  Insbesondere  kann  ein  Strahlensystem  aus 
allen  Geraden  bestehen,  welche  zwei  gegebenen  Complexen  gemein- 
sam sind.  Ist  der  eine  vom  w*®°,  der  andere  vom  n^^^  Grade,  so  gehen 
mn  Linien  der  ihnen  gemeinsamen  „Congruenz"  durch  jeden  Punkt  P 
(vgl.  p.  42),  denn  in  dem  einen  Complexe  bilden  die  durch  P  gehen- 
den Linien  einen  Kegel  m*%  in  dem  anderen  einen  Kegel  n*"'  Ord- 
nung (p.  244f.),  und  beide  haben  mn  gemeinsame  Erzeugende.  Ebenso 
liegen  in  jeder  Ebene  mn  Strahlen  der  Congruenz;  bei  einem  allge- 
meinen Strahlensysteme  brauchen  indessen  Ordnung  und  Klasse  nicht 
einander  gleich  zu  sein.  Für  gewisse  Punkte  des  Raumes  können 
zwei  (oder  mehrere)  der  durch  sie  gehenden  Strahlen  des  Systems 
zusammenfallen;  diese  Punkte  bilden  die  sogenannte  Brenn  fläche  des 
Strahlensystems ;  dieselbe  wird  auch,  wie  hier  vorläufig  bemerkt  werden 
mag,  umhüllt  von  denjenigen  Ebenen,  für  welche  zwei  der  in  ihnen 
liegenden  Strahlen  zusammenfallen.  Für  ein  Strahlensystem  zweiter 
Ordnung  und  Klasse  ist  diese  Brennfläche  von  der  vierten  Ordnung 
und  Klasse;  für  das  uns  vorliegende  System  wird  sie  sogleich  be- 
stimmt werden. 

Dasselbe  gehört  nicht  nur  dem  linearen  Complexe  (2),  sondern 
auch  einem  gewissen  Complexe  zweiten  Grades  an.  Die  Coordinaten 
der  Verbindungslinie  der  in  (1)  vorkommenden  Punkte  X  und  Y  sind 

(4)  Q  p,,  =  Xi  r,  -  r,x,  =  x-x,  («,  -  «,-) ; 

sie  genügen  also  der  Gleichung 

*)  Die  allgemeine  Theorie  der  Strahlensysteme  ist  vou  W.  R.  Hamilton 
(Transactions  of  the  R.  Irish  Academy,  vol.  16)  und  Kummer  (1859,  Crelle's 
Journal,  Bd.  57)  begründet;  vgl.  auch  Salmon's  Raumgeomettie,  bearbeitet  von 
Fiedler,  und  in  Betrefl'  der  Litteratur  die  auf  p.  44  erwähnte  Arbeit  von 
Clebsch. 
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(5)       («1  —  «a)  («1  —  «,)  P^^V^i  =  («1  -  a.;)  (a.j  —  aj  FyJ\, , 
welche  vermöge  der  zwischen  den  Pik  bestehenden  Identität  auch  in 
einer  der  Formen 

(«,    —   Kg)  (k^   —   «g)  FiJ\3  =  («1   —  «l)  («2    -    «3)  P\3Pi2, 

(«1  —  «2)  («3  -  «4)  -Pu-Pss  =  («1  -  «1)  («a  —  «3)^12^3.1 
geschrieben  werden  kann.  In  (5)  haben  wir  denselben  Complex 
zweiten  Grades  vor  uns,  dem  wir  früher  bei  dem  Normalenprobleme 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  begegneten  (p.  287),  und  von  dem  wir 
die  wichtige  Eigenschaft  bemerkten,  dass  seine  Linien  die  vier  Seiten- 
ebenen des  Coordinatentetraeders  nach  constantem  Doppelverhält- 
nisse schneiden.  Bei  der  allgemeinen  räumlichen  Collineation  bilden 
demnach  die  VerhindungsUnien  entsprechender  Punkte  einen  tetraedralen 
Complex*). 

Schneiden  sich  nun  zwei  Linien  L  und  L',  welche  dem  in  sich 
zu  transformirendeu  linearen  Complexe  angehören,  und  welche  sich 
vermöge  der  betreffenden  Collineation  zugeordnet  sind,  so  liegen  sie 
auch  in  einer  Ebene,  und  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
auf  ihnen  umhüllen  in  der  Ebene  einen  Kegelschnitt,  der  von  L 
und  L'  selbst  ebenfalls  berührt  wird;  es  ist  dies  derselbe  Kegel- 
schnitt, welcher  von  allen  in  dieser  Ebene  befindlichen  Linien  des 
Complexes  (5)  berührt  wird  (vgl.  p.  244);  auch  die  Linien  L,  L' 
gehören  folglich  dem  letzteren  Complexe  an;  unser  obiges  Strahlen- 
systeni  zweiter  Ordnung  und  Klasse  ist  damii  definirt  als  gebildet  durch 
die  Gesammtheit  der  den  beiden  Complexen  (2)  und  (5)  gemeinsamen 
Geraden. 

Zur  Bestimmung  der  Brenufläche  haben  wir  diejenigen  Punkte 
Y  zu  suchen,  für  welche  die  beiden  durch  sie  hindurchgehenden 
Linien  der  Congruenz  zusammenfallen.  Es  genügt  zu  verlangen,  dass 
ihre  Schnittpunkte  mit  irgend  einer  Ebene  (z.  B.  X4  =  0),  welche 
nicht  durch  Y  geht,  sich  vereinigen,  d.  h.  dass  der  Schnitt  dieser 
Ebene  X4  =  0  mit  dem  zu  Y  gehörigen  Complexkegel,  nämlich  der 
aus  (5)  abzuleitende  Kegelschnitt 

7^X2  Z3  («1  —  aj  («2  —  %)  +  ^2  ^3^1  (ß^2  —  «4)  («3  —  «1) 

+    5^3  ^1^2  («3   —   «J  («1   —    «-2)    =   0 

berührt    werde    von    der    Schnittlinie    derselben    Ebene    mit    der    im 
linearen  Complexe  (2)  zu    Y  gehörigen  Ebene,  nämlich  der  Linie 


*)  Unter  diesem  Gesichtspunkte  wird  der  Complex  bei  Reye  a.  a.  0.  ge- 
funden und  studirt.  —  Die  Transformationen  des  Complexes  in  sich  betrachtete 
Lie:  Göttinger  Nachrichten,  1870. 
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aX,  r,  +  hX,  Y,  —  hX,Y,=0. 
Als  Bedingung  der  Berührung  ergibt  sich: 

(a,  -  a,){a,-a,)(a'  Y,'  r/  +  &^  Y,'  Y,') 
—  2a&ri  Y^Y^Y^  [(«^  —  aj  («3  —  «J  +  («3  — «^(«2  —  «])]  =0. 

Dieses  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  in 
zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  zerfallt,  deren  Gleichungen  von  der 
Form  sind: 

(6a)  Y,Y,-{-CY,Y,  =  0     und     Y,Y^  +  C  Y,Y,  =  0 . 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  beide  Flächen  nur  dann  mit  einander  identisch 
sind,  wenn  («2  —  «4)  («j  —  a^)  =  0  oder  («g  —  aj  [a^  —  a^  =  0. 
Die  dadurch  ausgezeichneten  Grenzfälle  lassen  sich  unter  Benutzung 
der  ihnen  zukommenden  kanonischen  Formen  leicht  erledigen.  Im 
Allgemeinen  testeJit  hiernach  die  Brennfläche  unseres  Strahlensystems 
aus  sivei  Flächen  siveiter  Ordnung,  iveldie  sich  in  den  vier  fest  bleiben- 
den Geraden  des  linearen  Comiüexes  schneiden,  und  welche  ebenfalls  in 
sich  transformirt  iverden.  Letzteres  hätte  auch  schon  daraus  gefolgert 
werden  können,  dass  das  Strahlensystem  (und  folglich  auch  die  Brenn- 
fläche desselben)  seiner  Definition  nach  nothwendig  in  sich  trans- 
formirt werden  muss.  Aber  auch  der  gefundene  tetraedrale  Complex 
geht  gleichzeitig  in  sich  über,  wie  aus  (1)  und  (5)  sofort  folgt;  der- 
selbe bleibt  sogar  bei  jeder  Transformation  ungeändert,  welche  die 
Ebenen  des  Fundamentaltetraeders  fest  lässt;  denn  eine  Gerade,  welche 
diese  vier  Ebenen  unter  bestimmte  Doppelverhältnisse  schneidet, 
muss  immer  wieder  in  eine  ebensolche  Gerade  übergehen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  jeder  Strahl  seinen  entsprechenden 
schneidet,  und  dass  somit  die  soeben  studirte  Congruenz  keine  Be- 
deutung hat.  Dann  liegt  in  jeder  Ebene  eine  von  den  Schnittpunkten 
der  in  ihr  enthaltenen  Complexlinien  mit  den  ihnen  entsprechenden 
gebildete  Gerade  (Schnittlinie  mit  der  entsprechenden  Ebene),  und 
man  sieht,  dass  jeder  Punkt  dieser  Geraden  fest  bleibt,  dass  somit 
alle  diese  Linien  ein  ebenes  Strahlenfeld  bilden  müssen,  dessen  sämmt- 
liche  Punkte  sich  selbst  entsprechen.  Es  tritt  dies  z.  B.  ein  bei  der 
Parallelverschiebung  eines  linearen  Complexes  längs  seiner  Haupt- 
axe  (p.  56),  wobei  jeder  Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene  unge- 
ändert bleibt  (p.  379);  und  dadurch  ist  der  betrachtete  Ausnahme- 
fall zugleich  allgemein  veranschaulicht,  denn  wie  die  Schnittlinien 
entsprechender  Ebenen  eine  Ebene  ausfüllen,  so  müssen  die  Verbin- 
dungslinien entsprechender  Punkte  einen  Strahlenbündel  bilden,  dessen 
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Centrum  (unendlich  ferner  Punkt  der  Hauptaxe  im  Beispiele)  dann 
in  der  festen  Ebene  liegt.  Indem  je  unendlich  viele  Punkte  dieselbe 
Verbindungslinie  liefern,  kann  durch  diese  Linien  überhaupt  kein 
Complex  mehr  erzeugt  werden. 

Eine  weniger  starke  Ausartung  erleidet  der  Complex  (5),  wenn 
sowohl  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehenden  als  auch  die  in 
einer  beliebigen  Ebene  liegenden  beiden  Strahlen  des  Strahlensystems 
stets  zusammenfallen,  so  dass  dies  System  in  Wirklichkeit  nur  von 
der  ersten  Ordnung  und  Klasse  ist.  Die  Strahlen  desselben  ent- 
sprechen dann,  wie  leicht  zu  sehen,  je  sich  selbst;  und  es  bleiben 
somit  nicht  nur  vier,  sondern  unendlich  viele  Linien  des  linearen 
Complexes  fest;  wir  haben  also  den  Fall  (p,  364),  wo  auf  den  gleich- 
zeitig in  sich  transformirten  Flächen  zweiter  Ordnung  jede  Erzeugende 
der  einen  Schaar  in  sich  übergeht.  Alle  diese  Erzeugenden,  und  so- 
mit auch  alle  Strahlen  unseres  Systems,  treffen  dann  zwei  feste, 
einander  in  Bezug  auf  den  linearen  Complex  conjugirte  Gerade.  Die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  erzeugen  daher  wieder  keinen 
Complex,  sondern  nur  die  eben  erwähnte  Congruenz  erster  Ordnung 
und  Klasse.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  unter  Voraussetzung  einer 
Transformation  von  der  Form  (1)  die  beiden  Flächen  (6  a)  zusammen- 
fallen. — 

Insbesondere  kann  man  unendlich  Ideine  Transformationen  eines 
linearen  Complexes  in  sich  betrachten;  dieselben  führen  dann  gleich- 
zeitig gewisse  Flächen  zweiter  Ordnung  in  sich  über  und  sind  uns 
also  bekannt  (p.  318  ff.).  Erwähnt  sei  nur,  dass  auch  für  sie  der 
Complex  (5)  seine  Bedeutung  behält;  er  wird  gebildet  von  den  Ver- 
bindungslinien der  Punkte  des  Raumes  mit  den  ihnen  zugeordneten 
unendlich  benachbarten  Punkten,  d.  h.  von  den  Tangenten  aller  der 
Curven,  welche  durch  die  betreffende  unendlich  kleine  Transformation 
in  sich  übergeführt  werden.  In  der  That,  sei  nach  Früherem  eine 
solche  Curve  durch  die  Gleichungen 

(7)  X/  =  ö,a/, 
wo  «^«4  =  «2^3»  gegeben,  so  ist 

(8)  dXi  =  Xi  •  log  ai '  dl ; 
die  Coordinaten  der  Tangente  sind  also: 

(9)  Pt,  =  X,  dX,  —  X,  dXi  =  X,X,  •  dl  •  log  ^ . 

i 

Wie  sich  aus  (4)  der  Complex  (5)  ergab,  so  folgt  hieraus: 

.^^x  (log  «1  —  log  «s)  (log  «4  —  log  «2)  -P12  ^4 

=.  (log  «1  —  log  «2)  (log  «3  —  log  aJPisP^s , 
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also  wieder  ein  tetraedraler  Complex.  Durch  die  Transformation  (8) 
geht  jeder  Complex  der  linearen  Scliaar  (2)  in  sich  über,  ebenso  wie 
durch  jede  Transformation  (1);  durch  ihn  und  durch  (10)  wird  eine 
Congruenz  bestimmt,  gebildet  von  denjenigen  Linien  des  linearen  Com- 
plexes,  die  von  ihren  zugehörigen  geschnitten  werden.  Da  nun  diese 
zugehörigen  Linien  zugleich  unendlich  benachbart  sind,  so  ordnen 
sich  die  doppelt  unendlich  vielen  Linien  der  Congruenz  in  die  je 
einfach  unendlich  vielen  Erzeugenden- Systeme  von  einfach  unendlich 
vielen  abwickelbaren  Flächen  (vgl.  p.  24).  Diese  letzteren  werden 
gebildet  von  den  Tangenten  gewisser  Curven  des  Systems  (7);  in  der 
That  genügen  die  Ooordinaten  (9)  wegen  (7)  auch  der  Relation: 

Die  Congruenz  der  Complexe  (2)  und  (10)  hestelit  daher  aus  den  sämmt- 
liclien  Tangenten  derjenigen  Curven  (7),  ivelche  auf  der  Fläche  mveiter 
Ordnung 

(11)  X,X,  .  a  log  ^  +  X,X, .  &  log  ^  ==  0 

gelegen  sind*)-,  denn  es  liegt  die  Curve  (7)  ganz  auf  derselben,  sobald 
der  Punkt  d  (d.  i.  A  =  0)  sich  auf  ihr  befindet.  So  wird  auf  jeder 
Fläche  des  Büschels 

(12)  ÄX,X^-\-BX,X,  =  0 

ein  System  von  einfach  unendlich  vielen  Curven  durch  die  Forderung 
bestimmt,  dass  ihre  Tangenten  einem  linearen  Complexe  (2)  ange- 
hören sollen**).  Dadurch  erscheinen  alle  Linien  des  letzteren  in  be- 
stimmter Weise  zu  Developpabeln  geordnet.  Nach  dem  Obigen  liefert 
die  Fläche  (11)  zugleich  den  einen  Theil  der  Brennfläche  der  durch 
(2)  und  (10)  definirten  Congruenz.  Um  den  anderen  Theil  zu  finden, 
stellen  wir  vermöge  (6)  die  Gleichung  dieser  Brennfläche  auf;  wir 
haben  dann  nur  in  (6)  «j  durch   log  ai  zu  ersetzen.     Nun  ist  wegen 


*)  Dass  alle  Tangeuten  einer  Curve  (7),  überhaupt  einer  jeden  durch  unend- 
lich viele  Colliueationen  in  sich  überführbaren  Curve,  einem  linearen  Complexe 
angehören,  bemerken  Klein  und  Lie  a.  a.  0. 

**)  Ebenso  wird  auf  jeder  beliebigen  Fläche  eine  Schaar  von  Curven  durch 
die  Forderung  definirt,  dass  ihre  Tangenten  einem  gegebenen  linearen  Complexe 
angehören;  eine  weitere  Verallgemeinerung  würde  zu  dem  Probleme  führen:  Man 
soll  die  ümhüllungscurven  einer  durch  zwei  beliebige  Complexe  definirten  Con- 
gruenz bestimmen;  vgl.  Kummer,  Crelle's  Journal  Bd.  57;  Plückcr,  Neue 
Geometrie  des  Raumes,  p.  61;  Klein,  Math.  Aunalen,  Bd.  5,  p.  278  tf.  * 
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(log  «2  —  log  «4)  (log  «3  —  log  «i)  +  (log  «3  —  log  «4)  (log  «2  —  log  «l) 

=_(,og«;-y-(iog:-y. 

setzen  wir  also  a^  =  log  a^  —  log  a^,  a^  =  log  a^  —  log  «g,  so  zer- 
fällt die  gesuchte  Brennfläche  in  die  beiden  Flächen  zweiter  Ordnimg 

a  («1  —  «2)  XyX^-\-h  («1  +  «2)  ^2^3  =  0 > 

a  («1   +   «2)  ^1  ^4   +  ^  («1   —   ^2)  ^2^3  =  ^; 

von  denen  die  zweite  in  der  That  mit  (11)  identisch  ist. 

Noch  in   anderer  Weise  lassen    sich    die   Flächen  des   Büschels 

(12)  zu  den  linearen  Complexen  (2)  in  Beziehung  setzen.  Man  con- 
struire  im  Punkte  x  die  Tangente  der  durch  x  gehenden  Curve  (7), 
zeichne  die  Fläche  (12)  als  „Fundamentalfläche'^  im  früheren  Sinne 
(p.  291)  aus  und  lege  durch  x  und  durch  die  conjugirte  Polare  der 
Tangeute  in  Bezug  auf  die  Fundamentalfläche  eine  Ebene  u  (d.  h. 
man  coustruire  in  x  die  „verallgemeinerte"  Normalebene  der  Tan- 
gente); wie  man  leicht  sieht,  sind  dann  die  Coordinaten  der  Ebene  ü: 

QÜi  =  AX^  (log  «1  —  log  aj  ,     QÜs==  BX2  (log  «3  —  log  «2) , 
QÜ^  =  BX^  (log  «2  —  log  «3)  ,     QÜ^=  AX^  (log  «4  —  log  ßj  . 
Hier  ist  wegen  a-^a^  =  a^a^  die  Bedingung  UUiXi=^  0  erfüllt.     Die 
„verallgemeinerten^'  Normalen   der  sämmtliclien  Curven  des  Systems  (7), 
genommen  unter  Benutzung  von  (12)  als  Fundamentalfläche,  bilden  da- 
her den  linearen  Complex: 

(13)  A  log  ^  A4  +  ^  log  ^  P23  =  0.  - 

Die  beiden  letzten  Bemerkungen  über  die  Beziehung  der  Com- 
plexschaar  (2)  zu  dem  Flächenbüschel  (12)  bieten  ein  besonderes 
Interesse  wegen  der  Folgerungen,  die  sich  aus  ihnen  ergeben,  wenn 
die  gleichzeitig  mit  einem  vorgelegten  Complexe  in  sich  zu  transfor- 
mirende  Fläche  in  den  imaginären  Kugelkreis  ausartet.  Unser 
Curvensvstem  (7)  geht  dann  über  in  die  Gesammtheit  der  gewöhn- 
lichen Schraubenlinien  gleicher  Ganghöhe,  die  man  auf  allen  Rota- 
tionscylindern  mit  gemeinschaftlicher  Axe  construiren  kann  (vgl. 
p.  337  und  376).  Ihre  Gleichungen  sind  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten: 

(14)  a;  =  E  cos  (I  -f  fc) ,        y  =  E  sin  (^ -{- k)  . 

Die  Constante  h  ist  allen  Schraubenlinien  des  Systems  gemeinsam 
(entsprechend  den  früheren  Grössen  «j);  die  Constanten  li  und  h 
legen  eine  einzelne  Curve  des  Systems  fest.  Die  rechtwinkligen 
Liniencoordinaten  der  Tangeuten  sind: 
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|[tp  =  —  ^sin£;,         fiTt  =       R  (sin  g  —  |-  cos  y , 
^q=       ^  cos  £;,         ftjc  =  —  i?  (^  sin  ^  4-  cos  y ; 

wo  ^  =  ^  -\-  k.     Sie  bilden  also  dann  den  Complex  zweiten  Grades: 

(15)  h{p'-}-q')-rQ  =  0, 

welcher  als  Ausartung  des  tetraedralen  Complexes  zu  betrachten  ist. 
Derselbe  bestimmt  zusammen  mit  dem  linearen  Complexe 

(16)  Q  ~  er  =  0 

eine  Congruenz,  deren  Breunfläche  in  obiger  Weise  aufgestellt  werden 
kann;  ihre  Gleichung  wird 

(17)  (x^  +  y')  -  ch  =  0. 

Sie  ist  also  nur  von  der  zweiten  Ordnung;  es  hat  sich  die  unendlich 
ferne  Ebene,  doppelt  zählend,  abgesondert.  Dies  erklärt  sich  dadurch, 
dass  jede  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene  dem  Complexe  (15)  an- 
gehört. Die  Congruem  der  Complexe  (15)  und  (16)  Gesteht  daher  aus 
sämmtlichen  Tangenten  der  Schraubenlinien  (14)  von  der  Ganghöhe  2  h  7t, 
welche  auf  dem  RotationscTjlinder  (17)  gelegen  sind,  wohei  R?  =  ch. 
So  wird  auf  jedem  Cylinder  (17)  ein  System  von  einfach  unendlich 
vielen  (entsprechend  der  Unbestimmtheit  des  Parameter  h)  Schrauben- 
linien durch  die  Forderung  festgelegt,  dass  ihre  Tangenten  dem 
linearen  Complexe  (16)  angehören.  Die  Ganghöhe  wächst  mit 
wachsendem  Radius,  sie  ist  Null  für  R  =  0,  wo  dann  die  Schrauben- 
linie sich  auf  einen  Punkt  (unendlich  kleinen  Kreis)  zusammenge- 
zogen hat. 

Nun  muss  man  auf  jedem  geraden  Kreiscylinder  zwei  wesent- 
lich von  einander  verschiedene  Arten  von  Schraubenlinien  unter- 
scheiden: die  rechts  und  die  links  gewundenen.  Wir  nennen  die 
Schraubenlinie  und  entsprechend  mit  Plücker  auch  den  zugehörigen 
linearen  Complex  links  gewunden,  wenn  h  positiv  ist,  d,  h.  wenn 
sich  die  Projection  eines  ihrer  Punkte  bei  wachsendem  ^  von  der 
positiven  Seite  der  X-Axe  zur  positiven  Seite  der  Y-Axe  hinbewegt. 
Da  nach  (17)  ch  nothwendig  positiv  ist,  so  ist  der  lineare  Complex 
(16)  links  oder  rechts  gewunden,  je  nachdem  die  Constante  c,  der  soge- 
nannte „Parameter"  des  Complexes,  positiv  oder  negativ  ist.  Mau  wird  aber 
verlangen  über  dieses  gestaltlich  wesentliche  Merkmal  eines  gegebenen 
Complexes  zu   entscheiden,    ohne  ihn  vorher  in  die  kanonische  Form 
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(16)  transformirt  zu  haben.  Dazu  führt  unsere  frühere  allgemeine 
Theorie  der  Transformation  (p.  353)  nach  geringen  Aenderungen. 
Statt  der  früheren  Gleichungen  (8e)  etc.  haben  wir 

zu  nehmen,  also: 


A  "19  1^  \A- 

%1        ^82         '''  %4 

^41        ^42        ^43         ^ 


A^(«u'   +   «24^  +   «3/)   +  A% 


WO  wieder  A  =  0^12^$^  ~\~  ^13^^42  ~l~  ^14^235  bedeutet  ferner  P  die  Sub- 
stitutionsdeterminante, so  wird 

P2  .  z/(/l)  =  A^  +  A'% 
folglich : 

P^  A^  =  /l'%     P(«,/  +  «,/  +  «3/)  ==  1 . 

Gehen  wir  nun  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  über,  so  ist  U^  ==  u, 
C/g  ==  V,  C/3  =  w,  ^14  =  Pg^  =  —  r,  ^34  =  P12  =  Q,  l'  =  c  zu 
setzen;  ferner  muss  die  Determinante  P^  gleich  Eins  werden.  Es 
muss  also  vor  der  Transformation  jeder  Coefficient  o;,^.  von  qp  ersetzt 

werden  durch    —  ;   geht  man  nachträglich  zu  den  ur- 

K«14'  +  «24'  +  «34' 

sprünglichen  a^T,  zurück,  so  ergibt  sich  als  Werth  des  Parameters  des 
linearen  Convplexes*) : 

/I  Q\  _1_    „   ^^12  "34    ~r    ^13'*^42   ~r   ^14*^23 

"14      i^    "24      T^   "34 

Das  Vorzeichen  bleibt  ebenso  willkürlich  wie  dasjenige  der  Deter- 
minante P,  da  ja  die  Richtung  der  ^-Axe  noch  beliebig  bleibt.  Soll 
aber  P  =  +  1  sein,  wie  es  einer  directen  Transformation  (p.  74) 
entspricht,  so  muss  für  ^12=!,  «13  =  0,  «14  =  0,  «24  =  0,  «23  =  0 
der  Coefficient  «43=  —  «34  von  r=p^^  vor  der  Transformation  stetig 
übergehen  in  den  Coefficienten  —  c  von  r  nach  der  Transformation, 
d.  h.  in  (18)  ist  linlcs  das  obere  Zeichen  zu  wählen. 

Die  zweite  oben  erwähnte  Beziehung  eines  linearen  Complexes 
zu  den  Curven  (7)  überträgt  sich  auf  eine  Beziehung  des  Complexes 
(16)  zu  den  Schraubenlinien  (14).  Die  Coordinaten  der  Normalebene 
einer  solchen  Curve  sind 

^,,  _  _  I  sin  e  =  -  f ,      ^1;  =  I  cos  e  =  f , 


*)  Vgl.  die  zweite  Anmerkung  auf  p.  56   und  Flacker 's  Neue  Geometrie 
des  Raumes,  p.  41  und  58. 
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Bie  Normalen  sämmtUcher  Schraubenlinien  des  Systems  (14)  bilden  also 

den    allein    von   der  gemeinschaftlichen    Ganghöhe  27ih   abhängigen 

linearen  Complex: 

(19)  Q^hr  =  0. 

Auch  hiernach  lassen  sich  die  Complexe  in  rechts  und  links  gewundene 

eintheileu,  und  man  hat  den  Vortheil,  dass  die  Ganghöhe  unabhängig 

vom    Radius    der     betreffenden    Rotationscylinder    bleibt.      Auf    der 

Existenz  der  Complexe   (15)   und   (19)   beruhen  im  Wesentlichen  die 

berühmten  Sätze  von  Chasles  über  unendlich  kleine  Bewegungen*). 

unter  allgemeinerem  Gesichtspunkte  erscheint  die  Grösse  c^,  das 
Quadrat  des  Parameters,  als  simultane  „absolute  Invariante"  (vgl. 
Bd.  I,  p.  196)  des  gegebenen  Complexes  und  des  imaginären  Kugel- 
kreises. In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  eine  simultane  absolute 
Invariante  eines  linearen  Complexes  und  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter 
Ordnung  oder  Klasse  aufstellen. 

Wir  haben  früher  ein  Doppelverhältniss  berechnet,  welches  durch 
zwei  lineare  Complexe  bestimmt  wird:  das  Doppelverhältniss  a  der 
vier  Punkte,  die  einer  beliebigen  Ebene  durch  die  beiden  Complexe 
und  die  Directricen  ihrer  Congruenz  zugeordnet  werden  (p.  67); 
dasselbe  bestimmte  sich  aus  der  Gleichung 

ö2A  +  (>(A,B)  + B  =  0, 
wo  A,   B    die    Invarianten    der    beiden    Complexe    (p  ^  UaikPik  =  0 
und   iIj  ^  EßikPik  =  0   in  der   bisherigen  Weise  bezeichnen,   und  wo 

die  uns  ebenfalls  bekannte  simultane  Invariante  gibt;  und  zwar  war 
das  Doppelverhältniss  gleich  dem  Quotienten  der  beiden  Wurzeln  ö', 
(?"  der  angegebenen  Gleichung.  Es  ist  also  a  eine  Function  der  ab- 
soluten Invariante 

(A,Br      .       (A,  Bf       _   1  /l     .    J_V_lL_Li._L.2V 
'^  ~~  4A  •  B  ~"  (A,  A)  (B,  B)  4  Vö'  "•"  e")  4  V    ~   a  ^     / 

Ist- nun  insbesondere  ^  =  0  der  zu  g)  =  0  in  Bezug  auf  eine  gege- 
bene Fläche  I^SaikXiXk  =  0  polar  conjugirte  Complex,  so  ist  nach 
Gleichung  (18)  p.  347,  unter  Benutzung  der  früheren  Bezeichnungs- 
nungsweise 

^-2^    da,,  dp,,' 
also  auch 


*)  Vgl.  die  Anmerkungen  zu  p.  361  und  37G. 
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ik         Uli  "^  ""  '^' 

Verschwindet  B,  so  ist  ^  =  0  ein  specieller  Complex;  dann  gilt  aber 
dasselbe  von  (p  =  0,  ausgenommen  den  Fall,  wo  die  Determinante 
der  Fläche  verschwindet;  es  ist  iolglich  bis  auf  einen  Zahlenfactor, 
den  man  leicht  an  einer  kanonischen  Form  gleich  Eins  findet  (etwa 
an  der  Summe  der  Quadrate),  B  gleich  A  •  Ä,  unter  Ä  die  Deter- 
minante  der  Fläche   verstanden,    und  somit  die  absolute  Invariante^) 

(20)  -r-^- 

In  dem  mehrfach  benutzten  Sinne  (p.  291  und  p.  348)  kann  man 
sie  als  den  ^^verallgemeinerten^''  Parameter  des  linearen  Com,plexes  be- 
zeichnen. Insbesondere  folgt  liierans  wieder  die  früher  angegebene 
Bedeutung  der  Bedingung  0««  =  0  (p.  347  f.). 


XX.    Die  dualistischen  linearen  Transformationen  eines 
linearen  Complexes  in  sich  und  die  allgemeinen  reciproken  Ver- 
wandtschaften. 

Nach  einer  obigen  Bemerkung  (p.  389)  lassen  sich  die  reciproken 
Umformungen  eines  linearen  Complexes  in  sich  nunmehr  sofort  an- 
geben; es  würde  auch  leicht  sein,  die  verschiedenen  möglichen  kano- 
nischen Formen  demgeraäss  abzuleiten.  Wir  ziehen  es  indessen  vor, 
die  reciproken  Transformationen  direct  zu  behandeln,  um  sie  bei 
dieser  Gelegenheit  auch  von  anderer  Seite  zu  beleuchten.  Bei  einer 
col linearen  Umformung  des  Raumes  nämlich  wird  im  Allgemeinen 
weder  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  noch  ein  linearer  Complex  in 
sich  selbst  transformirt;  wenn  dies  aber  der  Fall  ist,  so  gehen  min- 
destens einfach  unendlich  viele  solche.  Gebilde  je  in  sich  über.  Anders 
bei  den  dualistischen  Transformationen;  durch  eine  solche  werden, 
wie  wir  nachweisen  wollen,  im  Allgemeinen  zwei,  aber  nicht  mehr 
als  zwei,  lineare  Complexe  je  in  sich  selbst  transformirt.  Das  Studitim 
der  allgemeinsten  linearen  reciproken  Verwandtschaft  erledigt  daher  auch 


*)  Vgl.  bez.  §  7  und  §  5  in  den  auf  p.  345  erwähnten  Aufsätzen  Fr  ahm 's 
und  des  Herausgebers,  ferner  H.  Stahl:  üeber  die  Maassfunctionen  der  analyti- 
schen Geometrie,  Programm  des  Luisenstädtischen  Gymnasiums,  Berlin  1873, 
p.  20.  Sind  Fläche  und  Complex  bez.  durch  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  ge- 
geben, so  ist  das  Doppelverhältniss  a'  :  a"  dasselbe,  nach  welchem  die  Linien 
des  Complexes  (10)  das  Fundamental-Tetraeder  schneiden. 

Clebscli,  Vorlesungen   IL  1.  26 
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(las  uns  vorliegende  Problem  der  Transformation  eines  gegebenen  linearen 
Complexes  in  sich. 

Die   allgemeine   reeiproke    (dualistische)    lineare   Verwandtschaft 
oder  „Correlation"  wird  durch  die  Gleichungen 

(21)  Ui  =  ßaXi   +  ßi2X2  +  ßiiXs  +  ßnX4^ 

vermittelt,  in  denen  ßnc  nicht  gleich  ßu  sei,  und  deren  Determinante 
nicht  verschwinden  möge.  Es  hat  sich  schon  früher  ergeben  (p.  52  f.), 
dass  diejenigen  Tunkte  x,  welche  in  den  ihnen  zugeordneten  Ebenen  u 
liegen,  im  Allgemeinen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  erfüllen,  dargestellt 
durch 

(22)  f=S2ßii,XiXk  =  0. 

Diese  Fläche  f=0  ist  in  derselben  Weise  der  zu  (21)  ,,conju- 
girten"  Correlation 

(23)  Ui'  =  ßuXi  -\-  ß2iX2  +  ßsiXs  +  ß4.iX4^ 

zugeordnet.     Die  Auflösung  von  (21)  und  (23)  ergibt  resp. 

(24)  BXi  =  ZBkiUi  =  SBiJcUi' . 

i-  k 

Die  Ebenen  u  resp.  u',  welche  die  ihnen  mgeordneten  Punkte  enthalten, 
umhüllen  daher  die  Fläche  zweiter  Klasse 

(25)  F=E2:Bij,UiUk  =  Q. 

Letztere  ist  vermöge  (21)  oder  (23)  offenbar  der  Fläche  /"=  0  zu- 
geordnet, wie  man  durch  Rechnung  leicht  direct  bestätigt.  Die  beiden 
Flächen  f=0  und  F  ==  0  heissen  die  Kernflächen  der  Correlation. 
Setzen  wir 

(26)  2aa-  =  2  a,,-  =  ß^,  +  ß,,- ,     2  a,,  =  -  2«,,  =  |3,-,  —  ß^i , 

so  wird  dem  Punkte  x  ausser  den  Ebenen  u,  u'  vermöge  der  Fläche 

(22  a)  f^  ZttikXiXk  =  0 

seine  Polarebene  v  in  Bezug  auf  diese  durch  die  Gleichungen 

(27)  Vi  =  HaikXk 

zugeordnet  und  eine  vierte  Ebene  w  durch  den  linearen  Complex 

(28)  (p  =  2Jai,pi,  =  0, 
d.  i.  durch  die  Gleichungen: 

(29)  tUi  =  SancXk . 

Umgekehrt  ist  dann  U;  =  Vi  +  Wi,  u/  =  Vi  —  Wi,  so  dass  durch  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  f=0  und  den  linearen  Complex  qo  =  0  die 
vorgelegte  Correlation  vollständig  definirt  wird.  Es  ist  somit  das  Stu- 
dium der  allgemeinsten  Correlation  zurücJi geführt  auf  das  von  uns  bereits 
erledigte  Studium  der  Beziehungen  zivischen  einem,  linearen  Complexe  und 
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einer  Fläche  nvciter  Ordnung.  Je  nach  den  verschiedenen  möglichen 
Lagenbeziehnngen  zwischen  diesen  beiden  Gebilden  erhalten  wir 
durch  lineare  Conibination  der  Gleichungen  (27)  und  (29)  verschie- 
dene Fälle  der  Correlation,  deren  erschöpfende  Aufzählung  und  Zu- 
rückführung  auf  einfachste  „kanonische"  Formen  uns  nach  dem 
Früheren  sofort  möglich  \st. 

Nr.  1.  Der  allgemeine  Fallj  welcher  in  Nr.  1,  p,  345  besprochen 
wurde.  Die  Verwandtschaft  ist  durch  die  Gleichungen  (23),  p.  361 
(jegeben,  oder  aufgelöst: 


O"'»" 


(30) 


f^i  =  ,^'     u,-    "^^ 


Es  wird   somit  (bis  auf  constante  Factoren): 

(31)    /'=2(A^-V)X,X,  +  2(A2-V)X2X3,    F=2U,Ü,  +  2U,U,. 

Im  Allgemeinen  verfällt  daher  die  Schnittcurve  der  heiden  Kern/lachen 
der  Correlation  in  vier  gerade  Linien"^).  Nennen  wir  P,/  die  Coordi- 
naten  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  X,  Y,  und  Fik  diejenigen  der 
Schnittlinie  der  entsprechenden  Ebenen  TJ,  F(z.  B.  Pi2==  C/3F4 — V^U^, 
so  folgt: 


*)  Die  Correlationen  wurden  zuerst  von  Chasles  (p.  639  ff.  in  dem  oben 
erwähnten  Memoire  de  geomötrie,  1837)  untersucht,  gleichzeitig  analytisch  von 
Magnus  in  der  erwähnten  Aufgabensammlung  (derselbe  erkannte  die  Existenz 
der  beiden  Kernflächen),  ferner  gleichfalls  analytisch  (indem  die  eine  Kernfläche 
in  die  Summe  von  Quadraten  transformirt  gedacht  wird)  von  Cayley  (Crelle's 
Journal,  Bd.  38,  1849),  welcher  die  besondere  Lage  der  beiden  Kernflächen  gegen 
einander  bemerkte,  rein  geometrisch  von  Schröter,  Crelle's  Journal  Bd.  77, 
1874.  —  Cayley  geht  a.  a.  0.  von  der  allgemeinen  bilinearen  Gleichung 
I12ß.j^x.yj,  =  0  und  von  der  dazu  „conjugirten"  ZSßi^.x.yj>.  =  0  aus;  jede  solche 
Gleichung  stellt  eine  Correlation  dar,  indem  sie  einem  Punkte  y  eine  Ebene  zu- 
ordnet. Die  folgenden  Darlegungen  des  Textes  stehen  daher  im  engsten  Zu- 
sammenhange mit  den  Untersuchungen  von  Weierstrass,  Christoffel, 
C.  Jordan  und  Kronecker  über  Schaaren  von  bilinearen  Foi'men  und  über  die 
Zurückführung  derselben  auf  kanonische  Formen,  Die  letzteren  ergeben  sich  nach 
Weierstrass  aus  dem  directen  Studium  der  Determinante  zweier  bilinearen 
Formen  und  der  zugehörigen  Elementarth eiler  (vgl.  oben  die  Note  zu  p.  233), 
im  Texte  dagegen  aus  den  vorhergegangenen  geometrischen  Betrachtungen.  Aus- 
geschlossen sind  vom  Texte  solche  bilineare  Formen ,  welche  sich  durch  Coor- 
dinaten- Transformation  auf  Formen  mit  weniger  Variabein  zurückführen  lassen, 
und  welche  daher  keine  räumlichen  Verwandtschaften  darstellen.  In  einer 
späteren  Abtheilung  des  vorliegenden  Werkes  (über  die  quateruären  algebraischen 
Formen)  werden  die  bilinearen  Formen  auch  in  anderer  Beziehung  eingehender 
besprochen  werden. 

26* 
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P,/  =  (A  +  A/)  (A  +  A3)  P^,  ,     F,:  ^-  (A  -  A3)  (A  -  AJ  P,3 , 
(32)    P13'  =  f A  +  AJ  (A  -  A3)  P,3 ,      1\.:  =  (A  +  A3)  (A  -  A,)  P,, , 

-Pu'  =  (^^  —  '^/)  -^32  ;  -^23    =  V'^"  "~  ■^3")  -P41  • 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  vier  Seiten  des  den  beiden  Flächen  ge- 
meinsamen Vierseits  sich  selbst  entsprechen,  die  beiden  anderen 
Kanten  des  Fundamentaltetraeders  dagegen  sich  unter  einander  ver- 
tauschen. Ein  linearer  Complex  P^/  -f"  i"'^23'  =  ^  geht  über  in 
(A^  -  A,^)  P,3  +  ii{k'  -  X,')  Pu  =  0.  Für  ^^(A^  -  A3^)  =  A^  -  A,^ 
folgt  daher  insbesondere:  Durch  eine  allgemeine  Correlntion,  ivie  sie 
in  (30)  vorliegt,  geht  jeder  der  heiden  linearen  Complexe 

yw-~j:;'F,,-\-vx'-i^'p,,  =  o  und 
y¥^i;'  P23  -  V^^V  Pu  =  0 

in  sich  über;  diese  heiden  Complexe  befinden  sich  offenbar  bu  einander 
in  involutorischer  Lage*).  Dass  auch  kein  anderer  linearer  Complex 
gleichzeitig  in  sich  übergeführt  werden  kann,  folgt  daraus,  dass  ein 
solcher  jedenfalls  die  fest  bleibenden  vier  Seiten  des  den  Kernflächen 
gemeinsamen  Vierseits  enthalten  und  folglich  selbst  in  der  Form 
Pj^  H~  f*^23  darstellbar  sein  muss. 

Wie  bei  den  Collineationen  (p.  391  f.)  kann  man  auch  hier  nach 
denjenigen  Linien  fragen,  welche  von  den  ihnen  entsprechenden  ge- 
schnitten werden.  Sie  werden  aus  (32)  mittelst  der  Bedingung 
UPijc' Pim  =  0  gefunden,  bilden  also  den  Complex  zweiten  Grades: 

(34)    A^[P,/  +  P,/  -f  2P,,P3,  -  2P,3Pj  -  [ A3P,,  +  A.  F,;f  =  0. 

Man  erkennt  leicht,  dass  auch  dieser  Complex  vermöge  der  vorliegenden 
Correlation  in  sich  übergeführt  wird.  Zu  ihm  gehört,  wie  zu  jedem 
Complexe  zweiten  Grades,  eine  Fläche  vierter  Ordnung  als  Ort  der- 
jenigen Punkte,  deren  zugeordnete  Complexkegel  (p.  245)  in  ein 
Ebenenpaar  zerfallen,   die  sogenannte  S in gnlaritäten fläche  oder  singu- 


*)  Die  Existenz  und  gegenwärtige  Lage  dieser  Complexe  wird  von  Prahm 
in  dem  auf  p.  491  erwähnten  Manuscripte  (1874)  geometrisch  bewiesen;  inzwischen 
ist  Voss  durch  liniengeometrische  Betrachtungen  zu  demselben  Resultate  geführt 
(Math.  Annalen  Bd.  13,  p.  355,  1877);  die  von  letzterem  erwähnten  Complexe 
zweiten  Grades  (ib.  p.  356)  sind  durch  unsere  Gleichung  (34)  gegeben.  In  dieser 
ist  der  Factor  von  V  die  linke  Seite  der  Gleichung  von  jP  =  0  in  Liniencoor- 
dinaten;  daas  die  Gleichung  des  Complexes  sich  aus  dieser  linken  Seite  und 
dem  Quadrate  eines  linearen  Ausdrucks  zusammensetzt,  wird  von  Fr  ahm  a.  a.  0. 
ohne  Beweis  angemerkt.  Der  Complex  (34)  und  dessen  im  Folgenden  auftretende 
Ausartungen  gehören  zu  derjenigen  allgemeinen  Klasse  von  Complexen  zweiten 
Grades,  welche  Segre  und  Loria  näher  atudirt  haben,  Mathematische  Annalen 
Bd.  23,   1884. 
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läre  Fläche  des  Complexcs*).  Um  sie  iu  unsereui  Falle  zu  bestimmen, 
setzen  wir  P,i  =  X,  Yi,. —  YiXk  und  schneiden  den  aus  (34)  erhal- 
tenen Kegel  zweiter  Ordnung  mit  der  Ebene  Y^  =  0;  dieser  Schnitt 
muss  aus  einem  Linieupaare  bestehen,  sobald  der  Kegel  in  ein  Ebeneii- 
paar  zerfällt.  Durch  Aufstellung  der  entsprechenden  [Bedingung  er- 
hält man  die  Gleichung  der  Singularitätenfläche  in  der  Form: 

Xi^x/  (A'^  -  Ag^)  +  x.^x.,^  (A^  —  a;o 

^^^^  +  2X,X,X^X,,  {X'  -  i;'  —  hi  +  AiA.,)  =  0; 

sie  zerfällt  also  in  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  des  Büschels 
X^X^ -f- ^4X3X3  =  0,  und  zwar  in  zwei  Flächen,  welche  einander 
vermöge  (30)  zugeordnet  sind.  Denn  die  angegebene  allgemeine 
Fläche  des  Büschels  geht  über  in  {X'  -  l^)}]^] ^^^{l''—li')lJ^V.^=^i} 
oder  ^{l^  —  h,'')X^X^^{}}  —  l^)X^X^^^.  Alle  Flächen  des  Büschels 
ordnen  sich  also  in  solche  einander  wechselseitig  (involutorischj  ent- 
sprechende Paare;  und  es  gibt  unter  ihnen  0ivei  und  nur  zivel  sich 
seihst  entsprechende  F lachen ^  nämlich  für  fi^(A''^  —  X^)  =  A^  —  Ag^, 
d.  h.  die  beiden  Flächen 


(36)  i/A^  —  A32  x^x.,  ±  yx"  -  i;'  X,  X,  =  0  . 

Man  zeigt  auch  leicht,  dass  es  keine  andern  Flächen  zweiter  Ordnung 
gibt,  welche  durch  die  vorgelegte  dualistische  Transformation  in  sich 
übergehen.  —  Auch  die  Fläche  (35)  geht  hiernach  bei  der  Correlation 
in  sich  über,  sie  ist  also  auch  die  Enveloppe  derjenigen  Ebenen, 
deren  zugehöriger  Complexkegelschnitt  in  ein  Punktepaar  ausartet, 
wodurch  der  allgemeine  Satz  der  Complextheorie  bestätigt  wird,  dass 
der  Ort  der  „singulären"  Punkte  identisch  ist  mit  der  Enveloppe 
der  „singulären"  Ebenen. 

Fragt  man,  wie  wir  es  ursprünglich  thaten,  nach  der  Transfor- 
mation eines  linearen  Complexes  in  sich,  so  sind  unter  den  Linien 
des  Complexes  (34)  insbesondere  diejenigen  ausgezeichnet,  welche 
einem  der  beiden  Complexe  (33)  angehören,  also  zwei  Congruenzen 
erster  Ordnung  und  zweiter  Klasse  bilden.  Die  Brennflächen  der 
beiden  Congruenzen  werden  dabei  durch  unsere  Correlation  je  in  sich 
übergeführt.  Wir  bilden  allgemeiner  die  Brennfläche  der  durch  (34) 
und  durch  den  Complex  Pj^  +  i^'P^i  =  ^^  gegebenen  Congruenz  und 
finden  nach  der  früher  angewandten  Methode  (p.  393): 


*)  Vgl.  Plücker's  Neue  Geometrie,  p.  307  ff.  —  Beim  tetraedralen  Complexe 
(p.  893)  zerfällt  diese  Fläche  in  die  vier  Ebenen  des  betreffenden  Tetraeders  und 
hat  daher  kein  weiteres  Interesse. 
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(37)    2l\Y^'^Y,^-Y^Y,'^')-{-Y,Y,Y,Y,^[^{X'-l/)-4X,X,]  =  0, 
also  für  die  Complexe  (33): 
2A^[(A^-V)i?i^/+(^^-V)i^2'3-3^]+i^iy2i;i^.[(^'''-A,^)(A^-V) 

^^'■^"       .  +A,A3y(F=:i?)(^^=V)]==o. 

Die  Brennfläche  hesteht  hiernach  ans  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung, 
die  wiederum,  dem  Büschel  Y^Y^  -{-  vY^Y^  =  0  angehören.  Auf  ihnen 
umhüllen  die  Linien  der  Congruenz  Curven,  welche  in  der  frühei-en 
Weise  bestimmt  werden  können,  und  denen  die  Eigenschaft  zukam, 
durch  ein  gewisses  System  von  unendlich  vielen  Collineationen  in 
sich  überzugehen*). 

Nr.  2.  Die  Correlation  ist  durch  die  Gleichungen  (23  a),  p.  362 
gegeben,  oder  aufgelöst: 

(30a)  ^ 

Und  hieraus  ergeben  sich  die  folgenden,  den  früheren  entsprechenden 

Gleichungen : 

(31a)  /■=2(A^^-A'^)(X,X3  +  XXJ  +  4A'Z2X3,     F=2U,U,+2U,U,; 

P,:=      (A-A7P,,,     P,3'  =  -(A'^-A'^)P,,-(A  +  A')P,3, 
(32a)     P2.'=-(^'-nP2z,     P,;=-(A^-A'^)P,,  +  (A-A')P42 

P,:=         (A+ATP3.,       P42'=-(A^-A'^)P,3-(/l-A')P,3; 

(33a)      A'P,3  +  (A'^-A^)(P,3-P,,)  =  0,     und     P23  =  0; 
(34a)A^(P,3^+P,,2  +  2P,,P23-2P,,P3,)-[P23+A'P,3-A'P4^=0; 

Die  beiden  Kernflächen  schneiden  sich  also  in  vier  geraden 
Linien,  von  denen  zwei  in  die  Kante  Xg  =  0,  X3  =  0  zusammen- 
gefallen sind.  Ein  beliebiger  Complex  der  Schaar  P23+ft(Pi3 — P42)=0 
geht  über  in 

P,3(A^  -  A'^  +  tin  -K^'-  n  (^13  -  ~P.2)  =  0 ; 
er  bleibt  daher  nur  in   den  Fällen  (33a)   ungeändert,   und   einer  der 
beiden  in  sich  transformirten  linearen   Complexe  ist  in  einen  speciellen 


*)  Dass  in  der  That  je  zwei  solche  Flächen  unendlich  viele  „verallge- 
meinerte geodätische  Linien"  bestimmen,  deren  Tangenten  beide  Flächen  be- 
rühren, ist  früher  hervorgehoben;   vgl.  den  Schluss   von  Abschnitt  XIV,   p.  323. 
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Complex  misgeartct  (Pgg  =  0).  Die  Singularitätenfläche  des  Com- 
plexes  (34a)  zerfallt  nach  (35a)  in  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  dasselbe  ausgeartete  windschiefe  Vierseit  hindurch- 
gehen; sie  gehören  dem  Büschel 

an.     Eine  beliebige  Fläche  des  letzteren  geht  über  in 

oder  in  Punktcoordinaten: 

(A'-^  -  A'^)  iX,X,  +  X,X,)  -  [2r  -f  ^  (l'  -  A'^)]  X,X,  =  0. 

Für  2(A^  —  A"^)fi  =  —  2A'  +  }/2  1/A2  — T^  erhält  man  die  beiden 
Flächen  (35  a).  In  sich  wird  hier  nur  eine  Fläche  des  Büschels  trans- 
formirt,  nämlich 

(36 a)  (A^  -  t')  {X,  X,  +  X,  XJ  —  X'X^X.^O; 

die  sonst  auftretende  zweite  Fläche  ist  in  das  Ebenenpaar  (fi  =:  oo) 
XgXg  =  0  ausgeartet,  welches  sich  in  das  Punktepaar  UiU^  =  0 
verwandelt.     Ist  Pgg  =  0,  so  gibt  (34  a) 

^\Pu  +  P^d'  -  ^'\Pis  -  P.J^  =  0; 

die  betreffende  Congruenz  zerfällt  in  zwei  Congruenzen  erster  Ord- 
nung und  erster  Klasse,  so  dass  von  einer  Brennfläche  nicht  ge- 
sprochen werden  kann.  Für  die  Congruenz  des  Complexes  (34a) 
und  des  allgemeinen  Complexes  P^s  "H  ^{Pu  —  P42)  =  ^  findet  man 
als  Gleichung  der  Brennfläche: 

2fin\x,x,  +  x,x,y  +  4^a^(x,x,  -f  x,x,)x,x, 

dieselbe  zerfällt  wieder  in  zwei  Flächen  des  oben  erwähnten  Büschels. 
Die  auf  ihr  von  den  Linien  der  Congruenz  umhüllten  Curven  sind 
uns  von  früher  bekannt  (p.  319). 

Nr.  3.  Wir  haben  in  den  Formeln  von  Nr.  1  A^  ==  0  ^m  nehmen, 
um  die  nunmehr  gültigen  zu  erhalten  (vgl.  p.  363).  Die  beiden  in 
sich  übergehenden  linearen  Complexe  (33)  sind  jetzt  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  ihre  mit  dem  Complexe  (34)  bestimmten  Congruenzen 
zu  einer  und  derselben  Brennfläche  (38)  führen. 

Nr.  4.  Es  sind  die  Gleichungen  (23c),  p.  363,  ansuivenden]  man 
findet  somit: 

(30b)    ^1  =  ^'^^"''  U,  =  X,k-^-^X,X-\ 

f/g^XgA-i-fX.A-^,    C/4  =  XiA-i-X3A-2-X2'^-2  — 2X4A-3; 
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(31b;     /-EEE  2k\X,X,  4-  X,X,)  -  2X,\     7'=-  2L\U,  +  2t^,t/-3; 

(32b)   P,;  =  A^Pi,  -  A7-„  +  AP,3  +  P34  +  P,,,     P,/  =  A'^P,,, 

-^1/  =  A'^Pg.^  +  AP4.3  +  A  2^2.1,      Pcj:j  =  A-^7^,tj  +  A^P^g  4-  AP425 
(34b)  ni\^  +  iV  +  2P,,P34  -  2P,3P,.]  -  (P34  +  P42)^  =  0; 
(35b)  {X,X,  +  X.Xg)  {l\X, X,  +  X^-^s^  -  ^n  =  0. 

D^e  SinyuJaritätenfläche  verfällt  also  iit  die  beiden  Kernflächen; 
letztere  heriihren  sich  in  den  leiden  fest  bleibenden  Linien  P34  ==  0, 
P24  ==  0.  Die  gemeinsame  Tangente  P34  -\-  ^iP^^^  ==  0  gelit  in  die 
conjugirte  Taugente  P34  —  ^^21  "==  ^  über.  Ein  allgemeiner  linearer 
Complex  wird  nicht  in  sich  transformirt.     Jede  Fläche  des  Büschels 

2X,Z,  + 2X^X3  +  ^X^  =  0 
geht  über  in  eine  Fläche  desselben  Büschels,  nämlich: 

2A^(X,  X,  +  X,X3)  -  (2  +  i^A^;X/  =  0.  ^ 

Für  fi  =  —  A~^  ergibt  sich  eine  in  sich  transformirte  Fläche;  die 
zweite  artet  in  X/  =  0  aus  (d.  i.  fi  ==  00). 

Nr.  5.  Der  Fall  entstellt  aus  Nr.  1,  wenn  A^  =  A3  =  1  genommen 
wird  (vgl.  p.  364).     I)ie  beiden  Kernflächen  fallen  in  die  eine 

X,X4  +  X,X3  =  0 
zusammen.  Es  bleiben  hier  aber  nicht  nur  die  beiden  Complexe 
Pj4  +  P23  =  0  ungeändert,  sondern  auch  jeder  Complex  der  Schaar 
^14  H"  f*P23  =  O5  ^iö  fö*'  f^  =  ib  1  entstehenden  Complexe  enthalten 
bez.  die  eine  oder  die  andere  Schaar  von  Erzeugenden  der  Kern- 
fläche; auch  jeder  Complex  der  Schaar  Pjg  -j-  ^P^.^  ^^  ^  ^^^^  ^^^  ^^^^ 
transformirt,  ausserdem  die  beiden  speciellen  Complexe  P^g  =  0  und 
P34  =  0 ;  allgemein  geht  jeder  lineare  Complex  der  Schaar 
^39)  P,3  +  ^  (P,4  -  P,,)  +  7/  P,2  =  0 

in  sich  über.  Macht  man  v  ==  fi'^,  so  ist  derselbe  ein  specieller,  und 
seine  Axe  eine  Erzeugende  der  Kernfläche,  bestimmt  als  Schnitt  der 
Ebenen  X3  -)-  ftX^  =  0,  X^  —  ftXg  =  0;  jede  Erzeugende  der  einen 
Schaar  bleibt  also  fest.  Eine  Erzeugende  der  anderen  Schaar  ist  ge- 
geben durch 

(40)  P,2  +  ^(:P,4  +  P23)  +  vP,,  =  0, 

wenn  v  =  fi^,  und  geht  über  in 

-P12   +   i^  J-^1  {Pu  +   P2.)   +   ^'  G-^l)'^34  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  (35)  artet  in   die  doppelt  zu  zählende  Kern- 
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fläche  aus.  Jede  Fläche  des  Büschel«  Xj  X.^ -{- ft  Xg  X^  ==  0  geht  in 
sich  über, 

Nr.  6.  Es  s/ml  die  Gleichungen  (23e),  i>.  364,  zu  benutzen;  die 
weiteren  Formehi  werden: 

(BOc)  U,  =  X,X-\     ^3  =  X,A-i  +  X,A-^ 

(31c)  /■=2X,X,  + 2X2X3,     F^2UJJ,-\-2U,U,', 

(32c)    p,;  =  xu\,  +  AP,3,  p,;  =  rp,„ 

(34c)      X'^iF,,'  +  P,3^  +  2P„P3,  -  2P,3P,,)  -  P3,^  =  0; 
C35c)  (X,X,  + ^2^3)^  =  0. 

Die  beiden  Kernflächen  lallen  wieder  zusammen.  In  sich  iiberyeführt 
ivirä  jeder  Complex  (39),  also  auch  jede  Erzeugende  der  einen  Art. 
Eine  durch  (40)  dargestellte  Erzeugende  der  anderen  Art  mit  dem 
Parameter  v  geht  über  in  die  entsprechende  Erzeugende  mit  dem 
Parameter  v  —  A~^.  —  Die  Singularitätenfläche  besteht  aus  der 
doppelt  zu  nehmejiden  Kernfläche.  —  In  sich  transformirt  wird  auch 
jede  Fläche  ztveiter  Ordnung  der  Schaar 

2X1X4  +  2X2X3  +  fxXg^  +  vX;'  =  0. 

Nr.  7.  Die  Correlation  ist  identisch  mit  der  Polar-Eeciprocilät  in 
Bezug  auf  eine  Fläche  ziveiter  Ordnung,  welch'  letztere  zugleich  in 
beiderlei  Sinne  als  Kernfläche  zu  betrachten  ist.  Jede  Erzeugende 
derselben  geht  in  sich  über,  indem  sich  die  Polarebene  um  die 
Erzeugende  dreht,  wenn  der  Pol  auf  ihr  fortschreitet.  Für  A  =  00 
gibt  jeder  der  vorhergehenden  Fälle  eine  entsprechende  kanonische 
Form;  sowohl  jeder  Complex  der  Schaar  (39),  als  jeder  Complex  der 
Schaar  (40)  bleibt  ungeändert. 

Soll  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  übergeführt  werden, 
so  muss  ihre  Schnittcurve  mit  der  Kernfläche  eine  sich  selbst  dua- 
listische Figur  sein,  also  aus  vier  Erzeugenden  oder  aus  einem  doppelt 
zählenden  Kegelschnitte  bestehen.  Bilden  die  vier  Erzeugenden  ein 
eigentliches  Vierseit,  so  kann  man  in  Nr.  1  A  =  00  nehmen;  und 
ausser  der  Kernfläche  geht  nur  die  Fläche  X^X^  —  XgXg  =  0 
in  sich  über.  Fallen  zwei  Seiten  des  Vierseits  zusammen,  so  artet 
die  in  sich  transformirte  Fläche  nach  Nr.  2  in  das  Ebenenpaar 
X2X3  =  0  aus,  und  letzteres  wieder  im  Falle  Nr.  4  in  die  Doppel- 
ebene  X/  =  0.   —   Berühren   sich    beide    Flächen    in    einem    Kegel- 
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schnitte  der  Ebene  X^  =  0,  so  kann  man  die  Gleichung  der  Kern- 
fläche in  der  Form  X^^  +  ^2^  -f-  X^^  -\-  X^  ==  0  annehmen;  die  der 
anderen  ist  dann  X^^  -f-  X^^  -f~  ^z  —  ^/  =  0;  und  man  bestätigt 
leicht,  dass  durch  die  Correlation  Ui  =  Xi  die  Erzeugenden-Schaaren 
der  letzteren  Fläche  sich  gegenseitig  vertauschen*). 

Nr.  8.  Es  sind  die  Gleichungen  (3),  Nr.  1,  p.  375,  anzuwenden. 
Die  beiden  Kernflächen  arten  in  einen  Kegel,  bez.  in  einen  Kegelschnitt 
aus;  zivei  Tangenten  des  letzteren  sind  zugleich  Erzeugende  des  ersteren. 
Wir  haben: 

(30d)     U,^(K-la)-^X„     U,  =  -X-^ß-'X„ 

(31d)     F=2U,U,  +  U,\    f=2X'ß'X,X^  +  (^^-r^«^)^/; 

F,^  =  {x^  -  l'a')P,„  P,:  =  X'^ß'P,,, 

(32d)  P,^'  =  x(7c-i-  la)P,^-{-  Xß(}c-^  ka)P^„      P^/ =  A /3 ()t  -  A a) P^^ , 

P,.;  =  k{x  -  Xa)P,,  -\-lß(x  —  Aa)P23,      P^/  =  lß(ic  +  Aa)P,i; 
(34d)  n^iP,,'  +  2P,,P,J  -  A'^  (aP,,  +  ßP,,f  =  0. 

Beachtenswerth  ist  das  eigenthümliche  Verhalten  der  Singularitäten- 
fläche dieses  Complexes.  Als  Ort  der  Punkte,  deren  Complexkegel 
in  ein  Ebenenpaar  ausartet,  findet  man  nämlich: 

X/[(^2  _  ;i2„2)x/  +  2k'ß'X,X,]  =  0, 

dagegen  als  Enveloppe  der  Ebenen  mit  zerfallendem  Complex- 
kegelschnitte: 

Die  Singularitätenfläche  zerfällt  also  einerseits  in  den  Kegel  f=0 
und  die  doppelte  Ebene  des  Kegelschnittes  F  =  0,  andererseits  in 
letztere  Curve  und  die  doppelte  Spitze  jenes  Kegels.  Der  lineare 
Complex  Pi2  +  fiP34=  0  verwandelt  sich  in 

A^/3VPi2  -  i^'  -  ^'<^')Ps,  =  0; 
in  sich  transformirt  werden  daher  die  beiden  zu  einander  involutorischen 
Complexe: 

(33d)  A/3Pi2  +]/IV^=^2P3,  =  0. 

Die  Brennfläche  der  den  Complexen  P^g  ~f~  f*^34  =  ^  ^^^  (34 d)  ge- 
meinsamen Congruenz  zeigt  ein  ähnliches  Zerfallen,  wie  die  Singulari- 
tätenfläche des  letzteren  Complexes;  als  Punktgebilde  findet  man: 

*)  Vgl.  Näheres  hierüber  bei  del  Pezzo,  Rendiconti  dell'  Accademia  di 
Napoli  1885. 
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X,'{%'^i'X^'  +  2X^X,\X\a  —  ßaf  —  ii'\  ]  =  0, 
und  als  Umhüllungsgebilde  von  Ebenen: 

In  sich  transformirte  Flächen  zweiter  Ordnung  kommen  in 
diesem  Falle  nicht  vor. 

Nr.  9.  Im  vorhergehenden  Falle  ist  a  =  0,  ß  =  1  m  setzen  (vgl. 
Nr.  2,  p.  377).  Man  erkennt,  dass  den  beiden  Complexen  (33d)  eine 
und  dieselbe  Brennfläche  zukommt. 

Nr.  10.  Es  sind  die  Formeln  von  Nr.  3,  p.  378,  anmwenden. 
Dieselben  ergeben: 

(30  e) 

TT  —^  rr  _  ^1^1   _  i  _    ^^3    _  >^^-^4  . 

(3l6)   Feee2U,U,-\-U.;',    f=K'X;'  -}-  2l'aßX,X,  —  l''ß'X^\ 

Unbeschadet  der  Allgemeinheit  kann  a  ==  ß  ==  1  genommen  werden*, 
dann  kommt: 

P,;  =  x'^P,3  +  Kl{P,,  -  P3,)  -  A^P,,,     P./  =  A^P,„ 

(32e)  P,,'  =  K^P,,  +  XAP3,  +  l'P,„  P,;=xAP,3  +  A^P,3, 

P^Z    =  ^'P,2  +  ^AP,,   -   A^P,3,  P,:=^XP,,~l'P,,', 

(34e)  x^(2P,,P,,  +  P3/.)  -  A^(^i3  +  ^^42^  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  dieses  Complexes  besteht  als  Ort  von 
Punkten  aus  der  Doppelebene  X/ =  0  und  dem  Kegel  f=0,  als 
Enveloppe  von  Ebenen  aus  dem  Doppelpunkte  f/2^  =  0  und  dem 
Kegelschnitte  ^  =  0.  Die  Ebene  des  letzteren  berührt  jetzt  den 
Kegel,  und  die  Spitze  des  Kegels  liegt  auf  dem  Kegelschnitte.  Ausser 
dem  speciellen  Complexe  P^^  =  0  tvird  hier  der  lineare  Complex 

(33e)  ;c'^P,,  +  2A^(P,, +  P,,)  =  q 

in  sich  transformirt. 

Die  früheren  Fälle  Nr.  4,  Nr.  5  und  Nr.  6  führen  nicht  zu  räum- 
lichen Correlationen. 

Nr.  11.  DefT  zu  benutzende  Kegelschnitt  zerfällt  in  ein  Punkte- 
paar-,  die  betreö'ende  Correlation  ist  in  den  Formeln  von  Nr.  12, 
p.  386,  enthalten: 

(30f)    f/,  =  ,-#,-„,     K=-fV-„'     U,  =  --^,     U,=-^; 

(31f)  F=2Ü,U„    f=2X,X,; 
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P,;  =  {z^  -  ^'a^)P,„     F,:  =  X'ß^P,,, 
(320        P,3'=(x  +  Aa)A/3P,i,     1\.;  =  {z  -  la)kßl\,, 

P,,;  =(x  + Aa)A/3P„,     P,;  =  (x  -  ka)kßP,,- 
(34f)  ;c^P3/  -  X\aP,,  +  /3P,,)^  =  0. 

Der    Complex    zweiten    Grades    zerfällt   also    in   die    beiden   linearen 

Complexe 

(Aa  +  x)P,,  +  A^P,2  =  0, 

welche  sich  vermöge  der  Correlation  unter  einander  vertauschen. 
Ausser  den  ebenen  Strahlbüscheln  P,3  -|-  ^P^^^  =  0  und  P23  +  f*  Ai  =  0 
iverden  die  beiden  zu  einander  invohdorischen  Complexe 


(33f)  A/3Pi2  +  j/ßU^  —  ü^  P34  =  0 

in  sich  transformirt.    Ebenso  gehen  je  in  sich  über  die  beiden  Flächen: 


Nr.  12.    Die  Axe  des  Punltepaarcs  gehört  dem  linearen  Complexe 
an.    Der  Fall  entsteht  aus  Nr.  13,  p.  386. 

^4  TT ^3  7  J     "'2         I         ^-^4  TT     __   -^1         I         ^-^3     . 

F=2Ü,U,,    f=2X,X,', 

k'P,,  +  xA(^P,,  +  «P32)  +  ^'(^ßP^u 
-nlßP,,-l'ß'P,„  P,,'  =  -aßPP,„  P,:^aßX'P,,, 
-KkaP,,-X'a'P,„  P,;  =  -aßl'P,,; 

(34g)  ^^P3/  -  A-^(aP,3  +  ßPy,f  =  0; 

wir  haben  wieder  ein  Zerfallen  des  Complexes  zweiten  Grades  in  zwei 

lineare   Complexe.     Jeder  Complex   der    zweifach    unendlichen  linearen 

Schaar 

P^3-{-^P,2  +  viaP,,-ßP,,)^0 

geht  in  sich  über. 

Nr.  13.    Das  Pjtmktcpaar  artet   in  einen   Doppelpunkt  aus.     Der 
Fall  ist  in  Nr.  17,  p.  387  behandelt: 


(30g) 

u,  =  - 

(31g) 

Pu  = 

(32g) 

P  '  — 

Pu  = 

(30  h) 

^1                 aX 

'  ^^^—    ccx  +«n^'  ^''-    xr  ^'   ~ 

^3. 

(31h) 

F=u;\  /'EE.V; 

Pn   = 

aU^P3,,                           P3;  =        X^ß'Pn, 

(32  h) 

Pn  = 

TcXßP,^  -  X'aßP,^,      P^;  =  -  X'aßP,,, 

Pu'  =  - 

KlßP,,  -  X'aßP,,,      P03'  -  —  ^'<^ßP2z, 

(34  h) 

{aP,,-\-ßP,,y=^0. 
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In  sich  werden  transformirt  die  beiden  linearen  Gomplexe 

C^Pz,  ±  ßPl2  =  0, 

iveiter  aber  auch  jeder  Complex  der  Schaar: 

Auch  die  früheren  Fälle  Nr.  14,  15,  16,  18,  19,  p.  386  f.,  können 
in  ähnlicher  Weise  benutzt  werden,  führen  aber,  wenn  man  die  noth- 
wendig  werdenden  und  dort  angedeuteten  Grenzübergänge  ausführt, 
nicht  zu  neuen  Correlationen. 

Unser  ursprünglicher  Zweck  war,  alle  dualistischen  linearen  Ver- 
wandtschaften aufzustellen,  welche  einen  gegebenen  linearen  Complex 
in  sich  tiberführen;  statt  dessen  durften  wir  alle  überhaupt  mög- 
lichen Correlationen  aufsuchen  und  für  jede  angeben,  welche  linearen 
Complexe  dieselbe  ungeändert  lässt.  Sehen  wir  von  den  speciellen 
Complexen  ab,  so  erhalten  wir  aus  dem  Vorhergehenden  die  folgende 
tabellarische  Zusammenstellung  •' ) : 

1)  zwei  zu  einander  involutorische  Complexe  werden  in  sich 
transformirt  in  Nr.  1,  3,  8,  9,  11,  13; 

2)  von  diesen  artet  einer  in  einen  speciellen  Complex  aus  in 
Nr.  2  und  Nr.  10 ; 

3)  eine  einfach  unendliche  Öchaar  von  Complexen  geht  in  sich 
über  in  Nr.  5,  und  gleichzeitig  eine  andere  zweifach  unendliche 
Schaar,   welche   mit  der  ersteren  Schaar  einen  Complex  gemein  hat; 

4)  desgleichen  eine  zweifach  unendliche  lineare  Schaar  in  Nr.  12; 

5)  desgleichen  eine  ebensolche  Schaar  und  ausserdem  ein  zu 
allen  Complexen  dieser  Schaar  involutorisch  liegender  Complex. 

Eine  entsprechende  Tabelle  kann  man  leicht  für  die  reciproken 
Transformationen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  in  sich  aus  den  vor- 
stehenden  Betrachtungen  zusammenstellen;  denn  auch  dieses  früher 
nur  flüchtig  berührte  (p.  389)  Problem  ist  mit  erledigt.  Es  werden 
in  sich  transformirt: 

1)  zwei  discrete  Flächen,  die  sich  in  einem  Vierseite  durch- 
schneiden in   Nr.  1,  Nr.  3,  Nr.  11; 

2)  eine  einzelne  Fläche  (indem  die  andere  in  ein  Ebenenpaar 
oder  in  eine  Doppelebeue  ausgeartet  ist)  in  Nr.  2  und  Nr.  4; 

3)  ein  Büschel  von  Flächen  in  Nr.  5; 

4)  eine  zweifach  unendliche  lineare  Schaar  in  Nr.  6; 

5)  bei  der  Polarreciprocität  (Nr.  7)  für  jedes  auf  der  Grund- 
fläche   mögliche    Vierseit    eine   durch   dasselbe    hindurchgehende   und 


*)  Einige  der  besonderen  Fälle  sind  von  Voss  a.  a.  0.  erwähnt. 
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für  jeden   auf  ihr   möglichen   Kegelschnitt   eine  längs   desselben  be- 
rührende Fläche. 

üeberdies  aber  hatten  wir  willkommene  Gelegenheit,  eine  Reihe 
von  hervorragend  wichtigen  Begriffen  aus  der  Liniengeometrie,  ins- 
besondere aus  der  Theorie  der  Complexe  zweiten  Grades  zu  erörtern. 
Auch  die  vorkommenden  Ausartungen  der  Kernflächen  verdienen 
unsere  nähere  Beachtung  wegen  der  dabei  stets  gewahrten  Dualität. 
Während  man  nämlich  durch  eine  Gleichung  in  Punkt-  oder  Ebenen- 
Coordinaten  den  Fall,  wo  eine  gegebene  Fläche  als  Punktgebilde  in 
einen  Kegel  oder  ein  Ebenenpaar  ausartet,  als  Ebenengebilde  gleich- 
zeitig in  eine  ebene  Curve  oder  ein  Punktepaar  degeuerirt,  nicht 
mehr  beherrscht  (vgl.  p,  147  ff.),  ist  man  durch  Einführung  gewisser 
Correlationen  (p.  410  und  411)  im  Stande,  beide  Arten  von  Aus- 
artungen gleichzeitig  zu  behandeln. 

XXI.  Die  eindeutige  Abbildung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  auf 

eine  Ebene. 

Wie  man  die  Geometrie  der  Ebene  (der  Fläche  erster  Ordnung), 
d.  h.  die  Theorie  der  ebenen  Curven  und  aller  in  der  Ebene  mög- 
lichen mathematischen  Figuren  (^die  sich  immer  aus  Curven  und 
Punkten  zusammensetzen)  besonders  behandelt,  so  kann  man  die 
Geometrie  auf  einer  jeden  Fläche  besonders  ausbauen,  d.  h.  die  Theorie 
der  auf  ihr  möglichen  Curven  entwickeln,  ohne  dabei  auf  die  Be- 
ziehungen dieser  Curven  zu  ausserhalb  der  Fläche  gelegenen  Gebilden 
Rücksicht  zu  nehmen.  Eine  solche  „Geometrie  auf  der  Fläche"  soll 
hier  für  Flächen  zweiter  Ordnung  durchgeführt  werden.  Es  gelingt 
dies  mit  Hülfe  der  sogenannten  eindeutigen  Abbildung  der  Fläche  auf 
eine  Ebene,  d.  h.  durch  Herstellung  einer  eindeutigen  Beziehung,  ver- 
möge derer  jedem  Punkte  der  Fläche  ein  Punkt  der  Ebene  und 
jedem  Punkte  der  Ebene  ein  Punkt  der  Fläche  zugeordnet  ist,  wobei 
allerdings  in  einzelnen  „Fundamentalpunkten"  die  Eindeutigkeit  ge- 
stört sein  kann.  Vermöge  einer  solchen  Zuordnung  ist  dann  die 
Geometrie  auf  der  Fläche  zurückgeführt  auf  die  ebene  Geometrie; 
und  in  der  That  werden  wir  sehen,  wie  sich  die  auf  der  Fläche  ge- 
legenen Raumcurven  mittelst  der  einzuführenden  Abbildung  einfach 
studiren  lassen. 

Diese  Abbildung  erhält  man  sehr  leicht  in  folgender  Weise.  Es 
sei  A  ein  Punkt  der  Fläche  zweiter  Ordnung  (die  wir  auch  kurz 
als  jPg  bezeichnen  werden).  Eine  beliebig  durch  A  gelegte  Gerade 
schneidet  die  Fläche  noch  in  einem  weiteren,  von  A  verschiedeneu 
Punkte  P  und  trifft  irgend  eine  als  „Bildebene"  beliebig  angenommene 


Die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse.  415 

Ebene  E  noch  in  einem  Punkte  Q.  Den  PimJä  Q  nennen  ivir  dann 
das  Bild  des  PunJctes  P.  So  zeigt  sich  die  ganze  Fläche,  Punkt  für 
Punkt,  auf  die  Ebene  abgebildet;  jedem  Punkte  P  der  F<^  entspricht 
ein  Punkt  Q  der  Ebene  E,  und  umgekehrt.  Eine  Ausnahme  tritt 
für  den  Punkt  A  selbst  ein;  denn  die  Linie  A-P  wird  unbestimmt, 
wenn  P  mit  A  identisch  ist;  gleichwohl  erhält  man  beim  Grenz- 
übergange auch  hier  eine  bestimmte  Linie,  indem  man  den  Punkt  P 
allmählich  an  A  heranrücken  lässt.  Dann  aber  ergeben  sich  unend- 
lich viele  Punkte  der  Bildebene,  die  als  Bildpunkte  von  A  angesehen 
werden  dürfen;  jede  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  A  ist  als  Ver- 
bindungslinie von  A  mit  einem  unendlich  benachbarten  Punkte  P 
anzusehen,  schneidet  also  die  Bildebene  in  einem  Punkte,  welcher 
beim  Grenzüberffang-e  als  Bild  von  A  erscheint.  Diese  unendlich 
vielen  Bildpunkte  von  A  erfüllen  in  der  Bildebene  E  eine  gerade 
Linie  G,  die  Schnittlinie  von  E  mit  der  Tangentialebene  der  F.^  in  A. 
Der  ProjectionspunM  A  wird  also  nicht  durch  einen  PunM,  sondern 
durch  alle  PunMe  einer  Geraden  abgebildet;  er  heisst  deshalb  ein 
Fundamentalpunkt  der  Abbildung. 

Jede  auf  der  F^  gelegene  Curve,  welche  durch  A  geht  und  in 
A  eine  bestimmte  Tangente  AP  besitzt,  hat  zum  Bilde  eine  ebene 
Curve  in  E^  welche  die  Bildgerade  G  von  A  in  demjenigen  Punkte  Q 
schneidet,  in  welchem  sie  von  der  Linie  AP  getroffen  wird,  denn  dem 
zu  A  unendlich  benachbarten  Punkte  P  der  Curve  entspricht  eben 
der  erwähnte  Punkt  Q.  Aber  im  Allgemeinen  wird  die  Gerade  G 
von  der  ebenen  Bildcurve  mehrmals  getroffen  werden.  Entspricht  auch 
umgekehrt  jedem  solchen  Schnittpunkte  eine  Tangente  der  auf  F^ 
gegebenen  Raumcurve  im  Punkte  ^?  Das  kann  offenbar  nicht  der 
Fall  sein,  denn  dann  müsste  jeder  algebraischen  Curve  der  Ebene  E 
auf  F^  eine  Curve  mit  mehrfachem  Punkte  in  A  entsprechen.  Diese 
scheinbare  Schwierigkeit  löst  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  zwei  der 
Tangenten  des  Punktes  A  ganz  in  der  Fläche  liegen,  nämlich  die 
beiden  durch  A  gehenden  Erzeugenden  der  Fläche.  Alle  Punkte 
einer  solchen  Erzeugenden  liefern  eine  und  dieselbe  Verbindungslinie 
mit -4,  eben  wieder  dieselbe  Erzeugende;  alle  diese  Punkte  werden 
also  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  Ebene  E  abgebildet.  Es 
ergeben  sich  so  zwei  ausgezeichnete  Punkte,  0  und  0',  in  E,  welche 
auf  der  Geraden  G  liegen,  und  denen  auf  der  P^  j®  unendlich  viele 
Punkte  entsprechen,  nämlich  alle  Punkte  der  beiden  Erzeugenden 
{Fundamentalgeraden)  AO  und  AO'.  Umgekehrt  nennt  man  0  und  0' 
Fundamentalpmikte  der  Bildebene  und  G  wird  in  dieser  Ebene  als 
Fundamentalgerade  bezeichnet:  allen  Punkten  einer  Fundamentalgeraden 
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entspricht  ein  und  derselbe  Punkt,  und  jedem  Fundamentalpunkte 
sind  unendlich  viele  Punkte  zugeordnet;  auf  der  F^  gibt  es  einen 
Fundamentalpunkt  und  zwei  Fundamentalgeraden,  im  Bilde  eine  Funda- 
mentalgerade und  zwei  Fundamentalpunkte*).  Da  hiernach  die  beiden 
Erzeugenden  AO  und  AO'  für  die  Abbildung  von  wesentlicher  Be- 
deutung sind,  so  wird  man  bei  der  vorliegenden  Untersuchung,  insofern 
es  auf  die  Realität  der  zu  benutzenden  Punkte  und  Linien  ankommt, 
die  geradlinigen  Flächen  von  den  nicht  geradlinigen  unterscheiden 
müssen.  Wir  denken  bei  unserer  Darstellung  zunächst  an  eine 
Fläche  mit  reellen  Erzeugenden-,  die  spätere  üebertragung  auf  Flächen 
mit  imaginären  Erzeugenden  bietet  keine  Schwierigkeit,  wie  das  Bei- 
spiel der  Kugel  zeigen  wird. 

Indem  wir  jetzt  mit  dem  Studium  der  Curven  auf  unserer  i^, 
beginnen,  fragen  wir  zuerst,  wie  sich  die  Erzeugenden  der  Fläche 
bei  der  Abbildung  verhalten.  Das  System  von  Erzeugenden,  zu 
welchem  die  Gerade  A-0  gehört,  bezeichnen  wir  als  Erzeugenden- 
system erster  Art;  die  anderen  Erzeugenden,  unter  denen  also  A-0' 
vorkommt,  bilden  dann  das  System  zweiter  Art.  Eine  Erzeugende 
erster  Art  wird  abgebildet,  indem  wir  durch  sie  und  durch  den 
Punkt  A  eine  Ebene  legen,  und  diese  Ebene  mit  der  Bildebene 
zum  Schnitte  bringen.  Die  entstehende  Schnittlinie  muss  dann  durch 
den  Fundamentalpunkt  0'  gehen,  denn  jede  Erzeugende  erster  Art 
schneidet  die  Erzeugende  yl  0'  in  einem  gewissen  Punkte  und  jet/er 
Punkt  der  letzteren  wird  durch  denselben  Punkt  0'  abgebildet.  Dieses 
einfach  unendliche  System  von  Erzeugenden  erster  Art  gibt  also  im 
Bilde  die  einfach  unendlich  vielen  Strahlen  des  Büschels  mit  dem 
Centrum  0';  ebenso  sind  die  Bilder  der  Erzeugenden  zweiter  Art 
2eo"eben  durch  die  Strahlen  des  Büschels  mit  dem  Centrum  0:  Bas 
Nets  der  Erzeugenden  unserer  Fläche  liefert  im  Bilde  das  Netz  der 
Strahlen  dieser  beiden  Büschel. 

Aus  dieser  Abbildung  liest  man  umgekehrt  die  beiden  funda- 
mentalen Sätze  ab,  dass  zwei  Erzeugende  gleicher  Art  sich  nie,  zwei 
Erzeugende  verschiedener  Art  sich  stets  schneiden.  Zwar  schneiden  sich 
in  der  Ebene  E  die  Bilder  aller  Erzeugenden  erster  Art  in  0',  aber 
jeder  von  0'  ausgehenden  Richtung  entspricht  ein  bestimmter  Punkt 
der  Linie  AO',  ganz  wie  jeder  Fortschreitungsrichtung,  die  auf  der 
F^  von  A  ausgeht,  nach  Obigem  ein  bestimmter  Punkt  der  Linie  G 
zugehört.    Zwei  Curven  der  Bildebene  also,  die  sich  in  0'  schneiden. 


*)    Diese    Fundamentalgebilde    treten    in    entsprechender    Weise    bei    den 
Cr emo na' sehen  Transformationen  der  ebenen  Geometrie  auf;  vgl.  Bd.  1,  p.  476ff. 
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sind  aufzufassen  als  Bilder  von  Raumcurven,  die  auf  der  F.^  durch 
zwei  verschiedene  Punkte  der  Erzeugenden  AO'  hindurchgehen,  so 
dass  dem  Schnittpunkte  0'  in  E  auf  der  F2  kein  Schnittpunkt  der 
betreffenden  Raumcurven  entspricht.  Dass  sich  zwei  Erzeugende 
gleicher  Art  nicht  treffen,  findet  also  in  der  Bild-Ebene  seinen  Aus- 
druck in  dem  Umstände,  dass  ihre  Bilder  sich  nur  in  einem  der 
Fuudamentalpunkte  (0  oder  0')  begegnen.  Die  Bilder  zweier  Er- 
zeugenden verschiedener  Art  dagegen  gehen  nicht  durch  denselben 
Fundameutalpunkt,  schneiden  sich  vielmehr  in  einem  anderen  Punkte 
von  E,  der  auch  nicht  auf  G  liegt.  In  jedem  solchen  Punkte  ist  die 
Eindeutigkeit  der  Abbildung  nicht  gestört,  dem  Schnittpunkte  der 
Bildcurven  entspricht  daher  auch  ein  Schnittpunkt  der  zugehörigen 
Raumcurven  auf  der  F2]  insbesondere  schneiden  sich  somit  zwei  Er- 
zeugende verschiedener  Art,  Bei  dieser  Betrachtung  ist  der  beiden 
Büscheln  gemeinsame  Strahl  Cr  nicht  als  Bild  einer  Erzeugenden  in 
Anspruch  zu  nehmen,  denn  alle  seine  Punkte  sind  uns  als  Bilder  des 
Projectionspunktes  A  schon  bekannt.  Schneiden  demnach  zwei  ebene 
Curven  die  Gerade  G  in  verschiedenen  Punkten,  so  sind  sie  anzu- 
sehen als  Bilder  von  Raumcurven,  welche  sich  in  A  schneiden,  aber 
in  verschiedenenen  Richtungen  durch  A  hindurchgehen. 

Um  nun  allgemein  die  Bilder  der  Raumcurven  zu  studiren,  nehmen 
wir  zunächst  an,  dass  dieselben  nicht  durch  den  Projectionspunkt 
hindurchgehen.  Unter  dieser  Voraussetzung  gilt  der  Satz,  dass  das 
Bild  einer  Eaumcurve  n^^"^  Ordnung  gegeben  zvird  durch  eine  ebene  Curve 
n^^'^  Ordnung.  Die  von  A  aus  nach  den  Punkten  der  Raumcurve  ge- 
zogenen Projectionsstrahlen  bilden  einen  Kegel,  der  auf  der  Bild- 
ebene die  entsprechende  ebene  Curve  ausschneidet.  Die  Ordnung 
der  Bildcurve  ist  gleich  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
beliebigen  Geraden  ^;  legen  wir  nun  durch  g  und  A  eine  Ebene,  so 
wird  diese  von  der  Raum-(7„  der  Definition  nach  in  n  Punkten 
getroffen;  nach  letzteren  gehen  von  A  aus  n-  Projectionsstrahlen, 
welche  auf  g  n  Punkte  der  Bildcurve  bestimmen.  Letztere  ist  also 
auch  von  der  n^^  Ordnung,  w.  z.  b,  w. 

Für  eine  Curve  auf  der  F^  ist  in  erster  Linie  ihr  Verhalten  zu 
den  beiden  Erzeugenden-Schaaren  charakteristisch.  Durch  irgend  zwei 
Erzeugende  verschiedener  Art  kann  man  eine  Ebene  legen;  dieselbe 
muss  von  der  Raum-C»  in  n  Punkten,  welche  gleichzeitig  auf  der  JPg 
liegen,  getroffen  werden.  Zivei  Erzeugende  verschiedener  Art  iverden 
daher  von  einer  auf  der  F^  gelegenen  Curve  n^^  Ordnung  zusammen 
immer  in  n  Funkten  geschnitten.  Daraus  folgt  sogleich  weiter:  alle 
Erzeugenden  gleicher  Art  schneiden  die  Curven  in  gleich  vielen  Punkten. 
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Insbesondere  werden  auch  die  Erzeugenden  AO  und  ÄO'  von 
der  Raum-0„  zusammen  in  n  Punkten  getroffen;  folglich  geht  die 
zus'ehöriffe  ebene  Bildcurve  zusammen  w-mal  durch  die  beiden  Funda- 
mentalpunkte  0,  0',  so  dass  die  Gerade  G  ihr  nur  in  diesen  Funda- 
mentalpunkten begegnet.  So  erklärt  es  sich,  dass  die  Gerade  G  von 
der  ebenen  d  w-mal  geschnitten  werden  kann^  und  dass  die  ent- 
sprechende Cn  auf  der  F^  doch  nicht  durch  A  geht. 

Einer  ebenen  Curve,  welche  a-mal  durch  0  und  &-mal  durch 
0'  geht,  wobei  a  -\-  h  =  n,  entspricht  hiernach  auf  der  i^g  ^^^^^  un- 
ebene Curve,  welche  a-mal  jede  Erzeugende  erster  Art  und  &-mal 
jede  Erzeugende  zweiter  Art  trifft  und  nicht  durch  A  geht.  In  der 
That  gibt  auch  jede  Erzeugende  erster  Art  als  Bild  eine  durch  0' 
gehende  Gerade,  von  deren  Schnittpunkten  mit  der  ebenen  d  schon 
b  in  0'  zusammenfallen,  welche  also  der  0«  ausserdem  nur  noch 
a-mal  begegnen  kann;  und  diese  a  Punkte  sind  die  Bilder  der  a 
Schnittpunkte  unserer  Erzeugenden  erster  Art  mit  der  Raum -6». 
Jeder  Curve  auf  der  F^  kommen  so  zwei  charakteristische  Zahlen 
a,  h  zu;  sie  kann  in  ihrem  Verhalten  m  den  beiden  Schaaren  von 
Erzeugenden  durch  das  Symbol  [a,  b]  charaJcterisirt  tverden,  wobei  die 
Summe  a  -\-  b  gleich  der  Ordnung  der  Raumcurve  ist  und  letztere  nicht 
durch  den  ProjectionspmM  gehen  soll.  Ist  die  Ordnung  n  gegeben, 
so  haben  wir  also  folgende  verschiedene  Möglichkeiten: 

a  =  0 ,  b  =  n 

a  =  1 ,  b  =  n  —  1 

a  =  2 ,  b  =  n  —  2 


a  =  n  —  1,       b  =  \ 

a=  n,  b  =  0. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  der  erste  und  letzte  Fall  nicht 
zu  einer  eigentlichen  Raumcurve  Veranlassung  geben,  denn  eine  ebene 
Curve,  welche  einen  m- fachen  Punkt  z.  B.  in  0  hat,  zerfällt  in  n 
durch  0  gehende  Gerade;  die  entsprechende  Raumcurve  n^^  Ordnung 
zerfällt  also  in  n  Erzeugende  des  Systems  zweiter  Art.  Alle  anderen 
aufgeführten  Fälle  aber  geben  wirkliche,  nicht  zerfallende  Raumcurven, 
denn  man  kann  ihre  ebenen  Bilder  als  nicht  zerfallende  Curven  an- 
geben. Auf  der  F2  giebt  es  also  n  —  \  verschiedene  Klassen  von 
Raumcurven  w*®'  Ordnung;  diese  Klassen  sind  einander  paarweise 
zugeordnet,  indem  immer  die  r*^  Klasse  von  der  {n  ~  r  -{-  1)*^"  nicht 
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wesentlich  verschieden  ist,  vielmehr  die  eine  aus  der  anderen  durch 
Vertauschung  der  beiden  Erzeugenden -Schaaren  entsteht.  Bei  ge- 
radem n  bleibt  eine  Klasse  übrig,   charakterisirt  durch   das  Symbol 

-  ,  ^J,  welcher  keine  andere  in  der  genannten  Weise  zugeordnet 
ist.  Auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  giebt  es  bei  ungeradem  n  dem- 
nach — ~-  ivirJdich  verschiedene  Gattungen  (Species)  von  Bautncurven 
w*''''  Ordnung  und  —  verschiedene  Gattungen  hei  geradem  n. 

Für  n  =  1  haben  wir  die  beiden  Systeme  [0,  1]  und  [1,  0), 
offenbar  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  selbst.    Diese  Schaaren 

sind  in  der  eben  gefundeneu  Anzahl  — - —  nicht  enthalten,  denn  die 

beiden  Fälle  a  =  0,  h  =  n  und  a  =  n,  h  =  0  sollen  bei  der  Zählung 
ausgeschlossen  sein. 

Die  Annahme  n  =  2  gibt  nur  die  eine  Schaar  [1,  1].  Es  sind 
dies  die  ebenen  Schnitte  der  Fläche;  in  der  That  schneidet  jeder  auf 
ihr  liegende  Kegelschnitt  jede  Erzeugende  einmal.  Gehen  wir  zur 
Bildebene  über,  so  entspricht  dem  ebenen  Schnitte  nach  unseren  all- 
gemeinen Erörterungen  eine  C^,  welche  durch  0  und  0'  je  einmal 
hindurchgeht.  Solcher  Kegelschnitte  mit  zwei  festen  Punkten  gibt 
es  in  der  Ebene  E  noch  dreifach  unendlich  viele,  da  erst  fünf  Punkte 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  bestimmen,  und  auf  der  F2  ist  ein  ebener 
Schnitt  ebenfalls  von  drei  Parametern  abhängig.  Unter  den  Kegel- 
schnitten durch  0  und  0'  kommen  insbesondere  solche  vor,  die  in 
ein  Linienpaar  zerfallen,  entweder  geht  dann  eine  Linie  des  Paares 
durch  jeden  der  beiden  festen  Punkte,  und  der  entsprechende  ebene 
Schnitt  berührt  die  F^]  oder  eine  Linie  des  Paares  fällt  mit  der  Ge- 
raden G  zusammen,  während  die  andere  ganz  beliebig  in  E  liegen 
kann.  Die  letztere  ist  dann  ojffenbar  das  Bild  eines  auf  der  F^  ge- 
legenen Kegelschnittes,  dessen  Ebene  durch  A  selbst  hindurchgeht. 
Da  nunmehr  der  Punkt  A  auf  der  abzubildenden  Curve  liegt,  und 
da  derselbe  durch  alle  Punkte  von  G  abgebildet  wird,  so  ist  es 
natürlich,  dass  die  Linie  G  als  Theil  der  Bildcurve  aufgefasst 
werden  muss. 

Aus  der  ebenen  Geometrie  wissen  wir  (Bd.  I,  p.  146),  dass  die 
Gesammtheit  aller  Kreise  einer  Ebene  sich  analytisch  ebenso  verhält, 
wie  die  Gesammtheit  aller  Kegelschnitte  mit  zwei  festen  Punkten; 
diese  festen  Punkte  sind  für  die  Kreise  imaginär,  es  sind  die  so- 
genannten  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte.  Die  Lösung 
jeder  Aufgabe  über  die  Bestimmung  von  Kreisen  in  der  Ebene  bedingt 
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die  Lösung  einer  entsprechenden  Aufgabe  für  Kegelschnitte  mit  zwei 
gemeinsamen  Punkten;  und  diese  wiederum  gibt  uns  nach  der  eben 
erörterten  Abbildungstheorie  die  Lösung  einer  Aufgabe  über  Kegel- 
schnitte auf  der  F^.  Die  Theorie  der  ebenen  Schnitte  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  ist  daher  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
Theorie  der  Kreise  in  einer  Ebene*).  Wenn  man  z.  B.  in  der  Ebene 
das  Problem  gelöst  hat,  einen  Kreis  zu  construiren,  welcher  drei 
gegebene  Kreise  berührt  (vgl.  Bd.  1,  p.  158  ff.),  so  kann  man  mittelst 
leichter  Uebertragungen  auf  einer  F^  die  Construction  eines  ebenen 
Schnittes  angeben,  welcher  drei  gegebene,  ebene  Schnitte  der  Fläche 
berührt.  Ebenso  lässt  sich  das  Malfatti'sche  Problem,  welches  drei 
Kreise  zu  bestimmen  lehrt,  die  sich  unter  einander  berühren,  und 
von  denen  jeder  einen  von  drei  gegebenen  Kreisen  tangirt,  aus  der 
Ebene  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  übertragen. 

Für  n  =  3  ergeben  sich  die  beiden  Curvenschaaren  [1,  2]  und 
[2,  1].  Jede  Curve  der  ersten  Schaar  schneidet  jede  Erzeugende 
erster  Art  in  einem  Punkte,  jede  Erzeugende  zweiter  Art  in  zwei 
Punkten,  ihr  ebenes  Bild  geht  einmal  durch  0  und  zweimal  durch 
0',  ist  also  eine  durch  0  gehende,  ebene  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  in  0'  einen  Doppelpunkt  hat.  Umgekehrt  verhalten  sich  die 
Curven  der  anderen  Schaar  zu  den  Erzeugenden.  Beide  Gattungen 
von  Curven  sind  sonst  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden, 
ihre  Eigenschaften  sind  uns  aus  früheren  Untersuchungen  bekannt 
(vgl.  p.  237  ff.). 

Der  Fall  w  =  4  führt  zu  neuen  Resultaten.  Wir  haben  die  drei 
Curvengattungen 

[1,  3],     [2,  2],     [3,  1], 


*)  Wenn  die  F^  insbesondere  eine  Kugel  ist  und  wenn  die  Bildebene  zur 
Tangenteoebene  von  A  parallel  gewählt  wird,  so  fallen  die  Punkte  0  und  O' 
direct  in  die  imaginären  Kreispuniite  der  Bildebene;  es  entsteht  so  die  unten 
noch  näher  vm  besprechende  stereograpJiische  Projection  der  Kugel.  Durch  Ver- 
allgemeinerung der  letzteren  wurde  umgekehrt  Chasles  zur  Abbildung  der  all- 
gemeinen I\  geführt:  Gergonne's  Annales  de  math.  t.  18  et  19  und  Apercu 
historiqne  p.  219,  Anmerkung  (1837).  Die  analytische  Abbildung  der  F.^  mittelst 
der  Parameter  ihrer  beiden  Erzeugenden- Schaaren  erkannte  Plücker,  Crelle's 
Journal  Bd.  34  (1847).  Das  Studium  der  allgemeinen  Eaumcurven  auf  der  I\ 
gaben  gleichzeitig  (1861)  Cayley  (Philosophical  Magazine)  und  Chasles  (Comptea 
rendus,  t.  63),  entwickelten  auch  die  unten  abgeleiteten  analytischen  Formeln.  — 
Die  Uebertragung  des  Malfatti' sehen  Problems  auf  die  ebenen  Schnitte  der  F, 
hat  Cayley  genauer  verfolgt:  Philosophical  Transactions  1852  (vgl.  Clebsch, 
Crelle's  Journal,  Bd.  53},  das  entsprechende  Problem  für  ebene  Schnitte  der 
Kugel  Schellbach,  Crelle's  Journal,  Bd.  45. 
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von  deueu  die  dritte  sich  von  der  eristeu  nur  durch  ihr  Verhalten 
gegenüber  den  beiden  Erzeugenden- Systemen  unterscheidet.  Die 
Curven  [2,  2]  sind  die  schon  früher  von  uns  betrachteten  Schnitt- 
curven  der  gegebenen  F^  mit  einer  anderen  Fläche  zweiter  Ordnung, 
denn  diese  andere  Fläche  wird  von  jeder  geraden  Linie,  also  auch 
von  jeder  Erzeugenden  unserer  F^  in  zwei  Punkten  getroffen.  Ebenso 
gilt  allgemein  der  Satz,  dass  als  vollständiger  Durchschnitt  der  vor- 
gelegten F^  mit  einer  gewissen  Fläche  w*"'  Ordnung  stets  eine  Curve 
2w*°''  Ordnung  von  der  Gattung  \m,  m]  erhalten  wird.  Den  Curven 
(2,  2],  welche  als  Curven  vierter  Ordnung  erster  Species  bezeichnet 
werden,  stehen  die  Curven  [1,  3],  resp.  [3,  1]  als  Curven  vierter  Ord- 
nung zweiter  Sjiecies'^')  gegenüber.  Die  Bilder  jener  ersten  Species 
sind  Curven  vierter  Ordnung  mit  je  einem  Doppelpunkte  in  0  und 
0',  die  Bilder  der  zweiten  Species  dagegen  Curven  vierter  Ordnung 
mit  einem  dreifachen  Punkte  in  0  oder  0'  und  einem  einfachen 
Punkte  bez.  in  0'  oder  0**). 

Liegt  allgemein  eine  Curve  [a,  hj  vor,  wo  a  >  &,  so  kann  die- 
selbe zu  einer  Curve  2a*"'  Ordnung  von  der  Gattung  [a,  a]  ergänzt 
werden  durch  Hinzunahme  von  a  —  d  Erzeugenden  desjenigen  Systems, 
dessen  Gerade  a-mal  von  der  Curve  getroffen  werden.  Eine  Curve 
'[a,b],  tvo  a'>l>,  gibt  daher  zusammen  mit  a — &  Erzeugenden  den 
vollständigen  Durchschnitt  der  vorliegenden  F\  mit  einer  Fläche  a^^^ 
Ordnung.  Insbesondere  bildet  eine  Curve  vierter  Ordnung  zweiter 
Species  zusammen  mit  zwei  Erzeugenden  die  vollständige  Schnitt- 
curve  der  F^  mit  einer  Fläche  dritter  Ordnung. 

Fragen  wir  noch,  ivie  sich  vorstehende  Betrachtungen  modificiren, 
tvenu  die  abzubildenden  Raumcurven  durch  den  Projectionspunlct  selbst 
hindurchgehen.  Für  den  Fall  n  =  2  haben  wir  die  Antwort  bereits 
gegeben:  von  dem  Kegelschnitte  im  Bilde  sonderte  sich  die  Gerade  G 
einfach  ab;  Analoges  tritt  im  Allgemeinen  ein.  Der  Richtung,  in 
welcher  die  Raumcurve  durch  Ä  geht,  entspricht  ein  bestimmter 
Punkt  der  Fundamental -Geraden  6r;  durch  ihn  muss  die  Bildcurve 
hindurchgehen.  Ist  nun  die  Raumcurve  durch  das  Symbol  [a,  b] 
charakterisirt,  wo  «-{-&  =  «,  so  wird  die  Erzeugende  AO  ausser  in 
Ä  nur  noch  {a  —  1)  mal  von  ihr  getroffen,  und  die  Erzeugende  ÄO' 


*)  Vgl.  oben  die  erste  Note  zu  p.  207. 

**)  Man  folgert  hieraus,  dass  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  G^  zweiter 
Species  sich  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen,  während 
für  die  erste  Species  elliptische  Functionen  nöthig  sind  (vgl.  Bd.  1,  p.  883 
und  903).  Das  genauere  Studium  dieser  Raumcurven  bleibt  einem  späteren 
Abschnitte  des  vorliegenden  Werkes  vorbehalten. 
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nur  noch  {b  —  l)mal.  Dem  entsprechend  geht  die  ebene  Bildcurve 
(a  —  l)mal  durch  0  und  (b —  1)  mal  durch  0',  sie  trifft  also  die 
Linie  G  im  Ganzen  in  («  —  1) -}-(?>  —  l)  ~{-  1  =  n  —  1  Punkten, 
d.  h.  sie  ist  von  der  Ordnung  n  —  1.  Die  Erniedrigung  der  Ordnung 
um  eine  Einheit  erklärt  sich  dadurch,  dass  sich  vom  Bilde  die  Funda- 
mental-Gerade G  abgesondert  hat;  ebenso  wird  sich  diese  Gerade 
/v-mal  absondern,  wenn  die  Raumcurve  ^-mal  durcb  A  geht,  und 
so  kommen  wir  zu  folgendem  Satze:  Einer  Baumcurve  n*®'  Ordnung 
vom  Typus  [a,  h],  ivelcJie  in  A  einen  h- fachen  PunJct  hat,  e^itspricht 
im  Bilde  eine  ebene  Curve  (n  —  /i;)*®""  Ordnung,  tuelche  {a  —  li)  mal 
durch  0  und  (b  —  li)  med  durch  0'  geht  und  die  Linie  G  ausserdem 
noch  in  Je  Punkten  trifft.  Von  den  letzteren  werden  mehrere  zusammen- 
fallen, wenn  von  den  Zweigen  des  /c- fachen  Punktes  der  Raumcurve 
sich  mehrere  berühren;  weitere  Besonderheiten  in  den  vielfachen 
Punkten  0  und  0'  werden  eintreten,  wenn  die  Schnittpunkte  der 
Raumcurve  mit  den  Erzeugenden  AO  und  AO'  nicht  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sind;  die  Ä- einfachen  Schnittpunkte  der  Bild- 
curve mit  G  werden  sich  theilweise  mit  0  oder  0'  vereinigen,  wenn 
die  beiden  durch  A  gehenden  Erzeugenden  in  diesem  Punkte  von 
den  h  Zweigen  der  Raumcurve  theilweise  berührt  werden.  Auf  diese 
als  Grenzfalle  zu  behandelnden  Besonderheiten  gehen  wir  hier  nicht 
näher  ein. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  analytischen  Darstellung  der  be- 
sprochenen Verhältnisse.  Zwei  Kanten  des  Coordiuaten- Tetraeders 
sollen  mit  den  Erzeugenden  AO  und  AO'  zusammenfallen,  zwei 
andere  Kanten  mit  den  beiden  anderen  durch  0  bez.  0'  gehenden 
Erzeugenden,  welche  sich  noch  in  B  treffen  mögen.  Dann  kann  die 
Gleichung  der  gegebenen  F^  auf  die  Form 

l  J.  J  Oi/*  Jl/a^   ~~~~  tX/.}  U/o  ■  ■■  ■"  \J 

gebracht  werden  (vgl.  p.  147).  Hierbei  sei  x^  =  0  die  Ebene  A00\ 
iCj,  =  0  die  Ebene  AOB,  x^  =  0  die  Ebene  AO' B,  x^  =  0  die  Ebene 
BOO'.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Bildebene 
seien  Ij,  Ig?  ^a  ^^^^^  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  identisch  mit 
den  Linien,  in  welchen  die  Bildebene  von  den  Ebenen  x^  =  0, 
^3  =  0,  x.^  =  0  geschnitten  wird.  Verbinden  wir  nun  den  Punkt 
0,  0,  0,  1  (d.  h.  A)  mit  einem  Punkte  x  der  F^,  so  sind  die  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  der  Verbindungslinie  durch  xx^, 
icx^,  ax^,  xx^  -\-  /l  gegeben,  und  wenn 

a^x^  -j-  a.^x^  +  «3^3  +  (x^x^  =  0 
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die  Gleichung  der  Bildebene  ist,  so  wird  durch  die  Bedingung 

^{a^x^^  +  ^a^2  +  «3*3  +  «i-'^'i)  +  A  =  0 
der  Durchstossuugspunkt  des  von  A  ausgehenden  Strahles  mit  dieser 
Ebene  bestimmt.  Die  bei  der  Definition  der  ^;  eingehenden  willkür- 
lichen Constanten  können  wir  uns  so  gewählt  denken,  dass  die  Coor- 
dinaten  %i  proportional  sind  zu  den  räumlichen  Coordinaten  Xi  des- 
selben Punktes,  dass  also  ^^  =  xx^,  %  ==  ^^2>  Is  ==  »«^3-  Durch 
Einsetzen  dieser  Werthe  ergiebt  sich  dann  a;^  aus  der  Gleichung  (1): 

XX,  = -!— •     Einem  Punkte  x  der  Fläche  wird  also  ein  Punkt  £  der 
Bildebene  durch  die  Formeln 

zugeordnet 

Für  ^^  =  0  verschwinden  x^,  x^  und  x.^  gleichzeitig;  dadurch 
ist  der  Punkt  Ä  als  Fuudamentalpunkt  der  Abbildung  gekennzeich- 
net; ihm  entsprechen  alle  Punkte  der  Geraden  ^^  =  0.  Sind  i,^  und 
§2  gleichzeitig  Null,  so  verschwinden  alle  Xi,  der  entsprechende  Punkt 
der  Fläche  wird  also  unbestimmt.  Nähern  wir  uns  aber  dem  Punkte 
0  auf  der  Linie  ^^  —  yi^,^=^  0,  so  wird  zunächst 

QX^  =  X^t;\       QX.^  =  X|/,       QX.^  =  Xialg  ,       QX^  =  ^2^3  . 

Auf  den  rechten  Seiten  können  wir  einen  Factor  1^  streichen, 
und  lassen  wir  dann  |j  und  ^^  verschwinden,  so  kommt 

d.  h.  dem  Punkte  0  entsprechen  alle  Punkte  der  Erzeugenden 
Xj^  =  0,  x^  =  0,  und  zwar  so,  dass  man  einen  bestimmten  durch  x 
charakterisirten  Punkt  der  Erzeugenden  erhält,  wenn  man  auf  einer 
bestimmten  Linie  ^^^  —  xh,^  =  0  an  0  herantritt.  Dem  letzteren 
Strahle  des  durch  0  bestimmten  Büschels  entspricht  die  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen 

x^  —  xx.j  =  0     und     x^  —  xx^  =  0, 

also  in  der  That  eine  Erzeugende  der  Fläche.  Analog  verhält  es 
sich  mit  den  Strahlen  des  Büschels  ^^  —  z^.^  =  0.  Ein  beliebiger 
durch  die  Gleichung 

UiXi  -f-  2(2 "^2    ]    ^H^'d  ~r  **4'^4  ^^^^  ^ 
dargestellter  ebener  Schnitt  der  F^  ergiebt  als  Gleichung  der  Bildcurve 

%il^  +  «2U2  +  %ll^3   +  ^hhh  =  0, 

also  einen  Kegelschnitt  durch  die  Fundamental  punkte  0  und  0',  wie 
es  nach  den  obigen  Erörterungen  sich  zeigen  muss. 
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Indem  wir  jetzt  zur  Betrachtung  höherer  Curven  übergehen, 
werde  |,  »?,  ^  statt  1^,  Ig?  ^3  geschrieben,  so  dass  die  Abbiklungs- 
formeln  übergehen  in 

(3)  ()X^  =  i^,     QX2  =  ^r]>     9^3  =  ^^}     Q^i^ni- 

Zunächst  haben  wir  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  aufzustellen, 
welche  in  0  einen  a- fachen,  in  0'  einen  &- fachen  Punkt  hat,  wobei 
a  -{-  h  =  n  sein  soll,  wenn  n  die  Ordnung  der  Curve  bezeichnet. 
Die  Gleichung  der  Curve  ist  jedenfalls  von  der  Form 

(4)  ^c.,^,y^-f}n'  =  o, 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  Indices  a,  ß,  y  bezieht,  die  der  Be- 
dingung a  -\-  ß  -\-  y  =  n  =  a  -\-  h  genügen.  Soll  nun  in  0  ein 
a-facher  Punkt  vorhanden  sein,  so  müssen  die  Terme  niedrigster 
Dimension  in  |,  y]  mindestens  von  der  Ordnung  a  sein,  d.  h.  wir  haben 

a  -\-  ß'^a,     und  ebenso     a  -\-  y^h . 
In  der  Gleichung  eines  Kegelschnittes  müssen  also  z.  B.  die  Glieder 
mit  ri^  und  ^^  fehlen.     Das   Bild   einer  Raumcurve   dritter   Ordnung 
geht  einmal   durch   den   einen,    zweimal   durch  den   anderen  Funda- 
mentalpunkt;  wir  haben  etwa  a  =  1,  &  =  2  zu  nehmen;  es  müssen 
demnach  die  Glieder  mit  |r/',  rf,   iq^t,  und  1^  ausfallen. 
Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  a  =  h.     Dann  ist 
a  -\-  ß  -\-  y  =  n  =  2a 
und  die  Gleichung  unserer  Curve  wird 

Die  linke  Seite  lässt  sich  nun  mittelst  (3)  auf  eine  ganze  Function 
der  Xi  zurückführen.  Ist  nämlich  ß  ^y,  so  kann  man  das  allgemeine 
Glied  der  Curvengleichung  in  der  Form 

^2a-ii-Yfji-i-Y.rjY^Y  ==  |2«-2,*  .  g,:?-/  .  ^i^^-y  .  .y^y  ^y  =  ^i""-^^ x/-y X/ 

schreiben;  ist  aber  y^ß,   so  erscheint   dasselbe  Glied   in  der  Form 

Xi^-yx/-f^x/ . 

In  jedem  Falle  haben  wir  eine  Fläche  a*"  Ordnung  vor  uns,  die  auf 
unserer  If\  diejenige  Curve  [a,  a]  ausschneidet,  deren  Bild  mit  der 
durch  (4)  dargestellten  ebenen  Curve  zusammenfällt.  Hiermit  ist  die 
Umkehrung  eines  oben  ausgesprochenen  Satzes  (p.  421)  bewiesen,  näm- 
lich dass  jede  ebene  Curve,  welche  die  Fundamentalgerade  G  nur  in  den 
Fundamentalpunkten  und  in  jedem  gleich  oft  trifft,  als  Bild  einer  Raum- 
curve aufzufassen  ist,  die  sich  als  vollständiger  Durchschnitt  der  F.^  mit 
einer  anderen  Fläche  darstellt. 
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Nehmen  wir  z,  13.  a  =  6  =  1,  so  ist  die  allgemeinste  Gleichung 
eines  Kegelschnittes  durch  0  und  0' : 

fh^^  +  «2^^  +  ciM  +  ^h'nt  ==  ^, 

und  hieraus  entsteht  nach  (4)  n^x^  -\-  a.^x.^  -{-  a.^x.^  -{-  a^x^  ='  0,  d.  h. 
die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene.  Sei  zweitens  a  =  h  =  2,  so 
wird  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung,  welche  in 
0  und  0'  je  einen  Doppelpunkt  hat: 

und  hieraus  entsteht  die  Fläche 

iliXi"  ~J~  tt^X<X^)  ~\~  CloXyX'i  ~|~  tt^X.^"  ~p"  Cle^X..2^X^  ~]~  ^'(5 "^3     ~r~  ClrjX.^X^ 

-\-  a^x.^x,^  +  «9^4''*  =  0 « 
Diese  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  aber  nicht  vollständig  bestimmt, 
denn  das  Glied  '^^-qt,  kann  ebensowohl  durch  X.2X0,  als  durch  x^x^ 
ersetzt  werden.  Es  gibt  also  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ord- 
nung, welche  die  gegebene  F^  in  derselben,  durch  unsere  gegebene 
ebene  Curve  abgebildeten  Raumcurve  vierter  Ordnung  schneiden,  wie 
es  nach  unseren  früheren  Erörterungen  sein  muss  (p.  207).  Eine 
ähnliche  Unbestimmtheit  bei  Einführung  der  Xi  macht  sich  auch  für 
höhere  Curven  in  allen  Gliedern  geltend,  in  denen  ß  =  y  ist. 

Dass  eine  Curve  [a,  b],  bei  der  a>&  ist,  durch  a  —  h  Erzeu- 
gende derselben  Art  zu  einem  vollständigen  Schnitte  der  F2  mit 
einer  Fa  ergänzt  wird,  ergibt  sich  jetzt  auch  unmittelbar  aus  vor- 
stehenden analytischen  Entwickelungen.  Es  mag  noch  bemerkt 
werden,  dass  es  Jceine  Fläche  von  niedrigerer  als  der  a'*"  Ordnung 
gibt,  welche  durch  die  Curve  [a,  b]  hindurchgeht.  Unsere  Curve  näm- 
lich schneidet  jede  Erzeugende  der  einen  Art  a-mal;  dasselbe  muss 
also  auch  jede  Fläche  thun,  auf  der  diese  Curve  liegt;  jede  solche 
Fläche  ist  folglich  mindestens  von  der  a*®^  Ordnung.  Die  hinzugefügten 
Linien  durch  0  oder  0'  werden  ausser  in  diesen  Punkten  von  der 
ebenen  Curve  noch  in  a  -{- b  —  b  =  a  Punkten  getrofiPen ;  die  ihnen 
entsprechenden  Erzeugenden  sind  also  Sehnen  der  Raumcurve,  welche 
der  letzteren  in  a  Punkten  begegnen,  die  somit  in  keiner  ausgezeich- 
neten Beziehung  zur  Raumcurve  stehen.  Eriunert  sei  hier  an  die 
Beispiele  der  allgemeinen  Raumcurve  dritter  Ordnung  [2,  IJ  oder 
[1,  2],  an  die  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species  [3,  1] 
oder  [1,  3].  Von  Raumcurven  fünfter  Ordnung  gibt  es  auf  der  F2 
zwei  Arten;  die  eine  [1,  4]  ist  der  theilweise  Schnitt  mit  einer  F^ 
und  wird  durch  drei  Erzeugende  zu  einem  vollständigen  Schnitte 
ergänzt,  die  andere  [2,  o\   ist  der  theilweise  Durchschnitt  mit  einer 
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jPg  uDcl  wird  durch  eine  Erzeugende  zu  einem  vollständigen  Durch- 
schnitte ergänzt. 

Diese  Betrachtungen  zeigen,  von  wie  grosser  Wichtigkeit  die 
ebene  Abbildung  der  F,^  für  das  Studium  der  auf  ihr  liegenden 
Curven  ist,  ebenso  für  das  Studium  der  Raumcurven  überhaupt,  denn 
für  letzteres  ist  die  Projection  der  Curve  von  einem  Punkte  aus  auf 
eine  Ebene  immer  das  wichtigste  Hilfsmittel  der  Untersuchung.  Die 
Projectionen  derselben  Curve  von  verschiedenen  Punkten  aus  geben 
gleichzeitig  unendlich  viele  verschiedene  Curven  als  ebene  Bilder,  die 
alle  algebraisch  eindeutig  auf  einander  bezogen  sind.  Für  manche 
Veränderungen,  welche  eine  ebene  Curve  bei  eindeutiger  Transfor- 
mation erleidet,  gewährt  so  die  Betrachtung  derselben  als  Bild  einer 
Raumcurve  die  einfachste  und  anschaulichste  Erklärung*).  Ebenso 
erhält  man  eindeutige  Transformationen  der  ganzen  Ebene,  indem 
man  die  gegebene  JF.^  von  verschiedenen  Punkten  aus  auf  die  Ebene 
abbildet,  d.  h.  indem  man  den  Punkt  A  auf  der  F^  alle  möglichen 
Lagen  annehmen  lässt.  Die  verschiedenen  Abbildungen  können  sonach 
aus  einander  durch  Cremona'sche  Transformationen**)  abgeleitet 
werden,  und  zwar,  wie  wir  zeigen  Avolleu,  durch  quadratische  Trans- 
formationen. 

Die  Abbildung  vom  Punkte  A  aus  gab  uns  ein  Bild  I  mit  den 
Fundamentalpuukten  0  und  0';  ebenso  gibt  die  Abbildung  von  B 
aus  ein  Bild  II  mit  den  Fundamentalpuukten  Q  und  Q' ,  wobei  Q' 
der  Schnittpunkt  von  BO',  Q  derjenige  von  BO  mit  der  Bildebene 
sei.  Der  Punkt  P,  in  welchem  letztere  von  der  Linie  AB  getroffen 
wird,  erscheint  gleichzeitig  in  I  als  Bild  von  B  und  in  II  als  Bild 
von  A.  Einer  geraden  Linie  in  I  entspricht  auf  der  F^  ein  durch 
A  zu  legender  ebener  Schnitt;  dieser  wird  von  B  aus  als  Kegel- 
schnitt abgebildet,  welcher  durch  die  Fundamentalpunkte  Q,  Q'  und 
durch  P  (als  Bild  von  A)  hindurch  geht.  Den  geraden  Linien  in  I 
entsprechen  also  KegelscJmiUe  mit  drei  festen  PunUen  (Q,  Q',  P)  in  II, 
und  ebenso  den  geraden  Linien  in  II  Kegelschnitte  in  I,  ivelche  durch 
drei  feste  Punkte  (0,  0',  P)  hindurchgehen.  Hierdurch  ist  aber  be- 
kanntlich die  einfachste  Cremona'sche  Transformation  charakteri- 
sirt  und  damit  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Es  ist  leicht,  dieses  Resultat  analytisch  zu  bestätigen.  Der  Ein- 
fachheit halber  denken  wir  uns   die  Bildebene  durch  0  und  0'  hin- 


*)  Vi^l.  z,  B.  Halplien,  Comptes  rendns,  15.  mars  1875. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  474  ff. 
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durchgelegt;  dami  fällt  Q  mit  0  und  Q'  mit  0'  zusammen,  und  die 
Fc^  wird  von  B  aus  durch  die  Formeln 

abgebildet.     Der  Vergleich  mit  (2)  führt  sofort  zu  den  Delationen 

(5)  i^^i  =  %n'6  ,     f*^-'  =  "^-^^i ;     ^^3  =  ^a'^i ; 

durch  welche  die  eindeutige  quadratische  Transformation  dargestellt  ist. 

Als  Anwendung  unserer  Untersuchung  betrachten  wir  die  stereo- 
fjraphische  Projedion  der  Kitgel,  d.  h.   die  Projection   der  Kugel  von 
einem  ihrer  Punkte  aus  auf  eine  Ebene,  welche  der  Tangentenebene 
dieses  Punktes  parallel  ist.    Den  Projectionspunkt  A  bezeichnet  man 
in  diesem  Falle    ^Is   den  Pol   der  Abbildung.     Da   die  Bildebene  der 
Tangentenebene  des  Poles  parallel  sein  soll,  so  fällt  die  Linie  G  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  der  Bildebene  zusammen,  und  die  Punkte 
0,  0'   sind   die  imaginären  Kreispunkte   dieser  Ebene.     Jeder   ebene 
Schnitt  der  F^  bildete  sich  als  Kegelschnitt  durch  die  Fundamental- 
punkte ab;  jeder  ebene  Sclmitt  der  Kugel  gibt  daher  bei  der  stereogra- 
'phisclien  Projection  einen  Kreis.    Was  entspricht  nun  dem  Mittelpunkte 
31  eines  solchen  Kreises?    Bekanntlich  kann  31  als  Schnittpunkt  der 
beiden  Taugenten   definirt  Averden,    welche   den   Kreis   in   0  und   0' 
berühren;    die    beiden   Ebenen,    welche    durch    diese   Tangenten    und 
durch  den  Pol   Ä  gelegt   werden   können,    sind    erstens   Tangenten- 
ebenen der  Kugel,   denn  sie  gehen  durch  zwei  Erzeugende  {ÄO  und 
äO')  hindurch,  sie  sind  zweitens  auch  Tangentenebenen  des  betrach- 
teten Schnittes,   denn   sie   berühren   die  Projection   des   letzteren   auf 
die    Bildebene.     Alle    Tangentenebenen    aber,    welche    die    Kugel    in 
ihren  Schnittpunkten   mit   einer  Ebene   berühren,   enthalten   den  Pol 
dieser  Ebene;  somit  haben   wir  den   Satz:    Die  Verbindungslinie  des 
Projectionspimlites  A  mit  dem  Pole  einer  die  Kugel  schneidenden  Ebene 
trifft    die    Bildebene    in    dem    3IittelpunJcte    desjenigen    Kreises,    durch 
tvelchen  dieser  ebene  Schnitt  abgebildet  ivird*).     Dass  vermöge  unserer 
Abbildung  jedem  Probleme   der  Kreistheorie   ein   anderes  entspricht, 
welches  sich  auf  die  ebenen  Schnitte  der  Kugel  bezieht,  braucht  kaum 
noch  einmal  bemerkt  zu  werden  (p.  420). 

Als   wesentliche  Eigenschaft  der  Abbildung  heben   wir  hervor. 


*)  Derselbe  ist  von  Chasles  gefunden  und  von  Hachette  in  seine  Ele- 
ments de  geometrie  a  trois  dimensions  (1817)  aufgenommen;  vgl.  Aper9U  histo- 
rique,  a.  a.  0. 
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dass  sie  conform  ist,  d.  h.  dass  entspreclienäe  üicMimgen  auf  der  Kitgel 
und  in  der  Bildebene  gleiche  Witilcel  einschliessen'^-).  Beim  Beweise 
bedienen  wir  uns  der  Definition  des  Winkels  durch  ein  Doppelver- 
liältniss  (vgl.  p.  191  ff.).  Alle  Erzeugenden  der  Kugel  treffen  den 
imaginären  Kugelkreis;  die  beiden  in  einer  Tangentenebene  der 
Kugel  enthaltenen  Erzeugenden  sind  also  identisch  mit  den  beiden 
vom  Berührungspunkte  nach  den  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene 
gehenden  Geraden.  Im  Bilde  entsprechen  ihnen  zwei  Linien  durch 
0  bez.  0',  d.  h.  durch  die  imaginären  Kreispunkte  der  Bildebene. 
Der  Winkel  zweier  vom  Berührungspunkte  der  Tangentenebene  aus- 
gehenden Richtungen  ist  durch  das  Doppelverhältniss  bestimmt,  wel- 
ches sie  mit  den  beiden  genannten  Erzeugenden  bilden;  die  ent- 
sprechenden vier  Linien  der  Ebene  ergeben  bei  der  Projection  vier 
Linien,  welche  dasselbe  Doppelverhältniss,  also  auch,  da  zwei  von 
ihnen  nach  den  imaginären  Kreispunkten  laufen,  denselben  Winkel 
bestimmen,  w.  z.  b.  w. 

Um  die  Abbildung  analytisch   darzustellen,    sei  die  Kugel  durch 
die  Gleichung 

x^  +  y-  +  ^'^  =  r^ 

gegeben.  Die  Punkte  derselben  projiciren  wir  vom  Punkte  0,  0,  r 
aus  auf  die  Ebene  0  =  0.  Dem  Punkte  ^,  rj,  0  der  letzteren  wird 
dann,  wie  man  leicht  findet,  ein  Punkt  x,  y,  z  der  Kugel  durch  die 
Formeln 

zugeordnet.  Man  sieht  sofort,  dass  einem  beliebigen  ebenen  Schnitte 
ein  Kreis  entspricht.  Bilden  wir  dieselbe  Kugel  vom  Punkte  0,  0,  —  r 
aus  auf  dieselbe  Ebene  s  =  0  ab,  so  entstehen  dieselben  Formeln, 
nur  ist  das  Vorzeichen  von  s  geändert.  Sei  also  |',  vi'  der  dem 
Punkte  Xj  y,  z  bei  der  neuen  Abbildung  zugeordnete  Punkt,  so 
ergibt  sich  durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  W^erthe  von  £, 


*)  Diese  Eigenschaft  wurde  von  Hooke  undMoivre  entdeckt,  vgl.  Halley, 
Philosophical  Transactions ,  t.  19,  1696.  —  Die  stereographische  Projection  war 
schon  Hipparch  und  Ptolemäus  bekannt;  vgl.  Klügel's  math.  Wörterbuch 
und  für  die  spätere  Entwickelung  der  Theorie  Chasles'  Aper9u  historique, 
p.  219  u.  235  fif.  —  Das  Princip  der  conformen  Abbildung  ward  weiter  ausge- 
bildet von  Lambert  (Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik,  Bd.  3),  La- 
grange (Memoires  de  l'academie  de  Berlin,  1779),  Euler  (Acta  Petropol.  1777) 
und  Gauss  (1822,  Gesammelte  Werke,  Bd.  4). 
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und  weiter  durch  Vergleicliuiig  der  Werthe  von  x,  y: 

Durch  diese  Formeln  ist,  wie  oben  durch  die  Gleichungen  (5),  eine 
Cremona'sche  Transformation  zweiten  Grades  dargestellt,  deren  drei 
Fundameutalpunkte  sich  im  Anfangspunkte  und  in  den  beiden  imagi- 
nären Kreispunkten  befinden^-).  Die  Verbindungslinie  je  zweier  ent- 
sprechenden Punkte  geht  durch  den  Anfangspunkt,  und  das  Froduct 
ihrer  Entfernungen  vom  letzteren  ist  constant,  so  zwar,  dass  jeder 
Punkt  des  Kreises  vom  Radius  r  sich  selbst  entspricht.  Diese  Ver- 
wandtschaft ist  auch  sonst  unter  dem  Namen  der  Transformation 
durch  reciproke  Radienvectoren  vielfach  studirt  und  wird  besonders 
in  der  Theorie  der  complexen  Functionen  häufig  angewandt.  Führen 
wir  die  imaginäre  Einheit  i  ein,  so  ergibt  sich  aus  obigen  Formeln 
/QN  i  +  iy  _         r 

Setzen  wir  also  ^  =  r  {t,  -\-  iyf),  ^'  =  r(|'  —  iy]'),  so  wird  einfach 
^  =  t,'~'^,  d.  h.  wir  kommen  zu  der  wichtigsten  Transformation  einer 
complexen  Variabein. 

Zu  ähnlichen  Umformungen  gibt  eine  beliebige  Verlegung  des 
Projectionspunktes  auf  der  Kugel  Veranlassung.  Verbinden  wir  den 
Punkt  I,  ri  der  Bildebene  mit  einem  beliebigen  Punkte  x^^,  y^,,  z^,  der 
Kugel,  so  durchstösst  diese  Verbindungslinie  die  Kugel  in  einem 
weiteren  Punkte  x\  y',  z' ,  wenn 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  476.  Diese  Verwandtschaft  kommt  schon  in  einer  verloren 
gegangenen  Schrift  des  ApoUonius  vor,  über  deren  Inhalt  Pappus  einige 
Nachrichten  gibt  (Bd.  2,  p.  663  ff.  in  der  Ausgabe  von  Hultsch),  und  die  von 
R.  Simson  wieder  hergestellt  wurde  (Apollonii  Pergaei  locorum  planorum  libri  II 
restituti,  Glasgow  1749).  Sie  ward  weiter  untersucht  von  W.  Thomson  (1845) 
und  Liouville  (in  des  letztem  Journal,  t.  10  und  12,  vgl.  Thomson,  Reprint  of 
papers  on  electrostatics  p.  144  ff.),  umfassender  von  Möbius  (1855,  Gesammelte 
Werke,  Bd.  2).  —  Peaucellier  construirte  einen  Mechanismus,  vermöge  dessen 
ein  Punkt  eine  Gerade  durchläuft,  während  ein  anderer  den  ihr  entsprechenden 
Kreis  beschreibt:  Nouvelles  Annales,  1864;  verschiedene  Constructionen  der  Art 
und  die  zugehörigen  Litteraturangaben  hat  Kempe  zusammengestellt:  How 
to  draw  a  straight  line,  London  1877.  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  von  allen 
derartigen  Mechanismen  der  ursprüngliche  Peaucellier'sche  als  der  einfachste 
bezeichnet  werden  muss,  denn  die  scheinbar  einfacheren,  welche  von  Kempe 
erwähnt  werden,  benutzen  drei  in  gerader  Linie  liegende  gegebene  Punkte,  setzen 
also  die  Aufgabe,  eine  gerade  Linie  zu  ziehen  (oder  wenigstens  Punkte  derselben 
zu  finden),  bereits  als  gelöst  voraus. 
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x'(\  +  A)  =  I  +  A.ro,   ?/'(!  +  A)  =  7?  +  Xy,\   „-'(1  +  A^  =  ^^o, 
2A(r''  —  |,«,  —  rjy,;)  ==  |-  +  tf  —  r^ . 

Drücken  wir  |,  i^  mittelst  der  Gleiclinngeu 

I  .-«  r;  y  r  +  0         ^'^  -\-  r}^ 


r 


die  sich  aus  (6)  ergeben,  durcli  x,  y,  0  aus,  so  wird  die  Bcsieliimg 
stvischen  zwei  Punkten  x,  y,  0  und  x',  y' ,  z\  welche  hei  der  AhbUduny 
mittelst  der  Pole  0,  0,  r,  be0.  x^^,  y^,  ^,,  denselben  Bildpunlä  |,  i^»  0 
liefern,  durcli  folgende  Gleichungen  vermittelt: 

Nx'  =  r{r  —  z)  (x  —  x^)  —  y  {xy^  —  yx^ , 
,  Ny'  =r{r  —  s)  (y  —  y^)  —  x  (yx^  —  xy^,) , 

Ns'  =  ^o(r  —  0)z, 

Nr    =  (r  —  0)  (r^  —  xXq  —  ?/?/„) . 

Die  Transformation  ist  also  nicht  linear;  jedem  ebenen  Schnitte 
ux'  -\-  vy'  -f-  ivs'  -\-  X  =  Q  ist  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zu- 
geordnet, die  in  x^^,  y^,  Sq  einen  (isolirten)  Doppelpunkt  hat.  Pro- 
jiciren  wir  zwei  so  zusammengehörige  Punkte  der  Kugel  von  dem- 
selben Pole  0,  0,  r  aus  auf  die  Ebene  ^  =  0  und  sei  demgemäss 
i,',  ri'  der  Bildpunkt  von  x' ,  y',  s' ,  so  erhalten  wir  in  der  Bildebene 
aus  (9)  die  Transformation: 

Ml'  =  -  [(r  +  r  +  r')x,  +  2  (I.V0  -  n^,)n  -  nr% 

Mn  =  -  f (r  +  ^^  +  r')%  +  2 (ijo^o  -  I  y,)  I  -  2rir'] , 
Mr  =       (r^  +  ^'0  (r  -  .0)  +  r'  {r  +  0,)  -  2r{lx,  +  r}y,)  . 

Durch  dieselbe  ist  einer  beliebigen  geraden  Linie  ein  Kegelschnitt 
zugeordnet,  und  man  bestätigt  leicht,  dass  alle  diese  Curven  durch 
den  Punkt  l^,  rj^  hindurchgehen,  welcher  vermöge  (6)  dem  neuen 
Projection^punkte  Xq,  y^,  3^  entspricht.  Führen  wir  die  Coordinateu 
desselben  ein,  so  wird  einfach 

M'i'  =  {%'  +  V  +  *''0  I  -  (r^  +  ^^  +  r')  lo  -  ^n  {^%  -  n^o). 

M'rj'  =  (§,^  +  V  +  r')ri  -  (^  +  ^^  +  r')r},  -  2Uv^o  "  ^^o), 
M'      =(|-y^>  +  (,;_^J. 

Die  Verbindungslinie  von  |',  rj'  mit  dem  Pole  0,  0,  1  trifft  die  Kugel 
in  einem  Punkte,  der  vom  neuen  Pole  x^,  «/„,  0q  aus  nach  §,  7]  pro- 
jicirt  wird*). 


*)  Projicirt  man  die  Kugel  (oder  eine  beliebige  F«)  von  einem  Punkte 
ausserhalb  derselben  auf  eine  Ebene,  so  entsiirechen  jedem  Punkte  der  letzteren 
zwei  Punkte  der  F»,  welche  für  denjenigen  Kegelschnitt,  in  dem  der  vom  Pro- 
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Wegen  des  allgemeinen  Studiums  der  CTrenzfälle  ist  es  von  In- 
teresse,  auch  die  ebene  Ahhüdung  des  Kegels  kurz  zu  betrachten. 
Projicirt  man  den  Kegel  von  einem  seiner  Punkte  aus,  so  entsprechen 
dem  Projectionspunkte  A  alle  Punkte  einer  Geraden  G  in  der  Bild- 
ebene; der  durch  A  gehenden  Erzeugenden  entspricht  ein  Punkt  0 
der  Linie  G,  und  alle  ebenen  Schnitte  bilden  sich  als  Kegelschnitte 
ab,  welche  G  in  0  berühren;  die  beiden  bei  Abbildung  der  allgemeinen 
F.2  auftretenden  Fundamentalpunlie  sind  also  in  einen  Busammengefallen. 
Lassen  wir  einen  ebenen  Schnitt  s'ich  der  KegelsjDitze  nähern,  so  zieht 
sein  Bild  sich  nach  0  zusammen;  Bild  der  Kegelspitze  sind  also  die 
verschiedenen  Eingänge  in  0,  welche  nicht  die  Richtung  von  G 
haben.  Die  Seiten  des  Kegels  werden  durch  den  Strahlbüschel  mit 
dem  Centrum  0  abgebildet.  Schneidet  also  das  Bild  einer  Raum- 
curve  die  Gerade  G  ausserhalb  0,  so  geht  die  Raumcurve  durch  A\ 
schneidet  es  in  0,  ohne  G  zu  berühren,  so  geht  sie  durch  die  Kegel- 
spitze; berührt  die  Bildcurve  G  in  0,  so  schneidet  die  Raumcurve 
irgendwo  die  durch  A  gehende  Erzeugende  des  Kegels,  steht  also 
zur  letzteren  in  keiner  besonderen  Beziehung.  Da  wir  bei  der  Be- 
trachtung einer  Raumcurve  auf  dem  Kegel  immer  annehmen  können, 
sie  gehe  nicht  durch  A,  so  brauchen  wir  im  Bilde  nur  Curven 
j^ter  Ordnung  zu  untersuchen,  welche  a  Zweige  in  0  haben,  die  G 
berühren,  und  b  Zweige,  die  G  schneiden,  wo  n  =  2a  -\-  b,  Curven, 
welche  dann  durch  das  Symbol  [a,  b]  bezeichnet  sein  mögen.  Ihnen 
entsprechen  Raumcurven  derselben  Ordnung,  welche  in  der  Kegel- 
spitze einen  wirklichen  &- fachen  Punkt  haben.  Die  einfachsten  Fälle 
sind  folgende: 

[1,  0],  ein  ebener  Schnitt  des  Kegels, 

[0,  1],  eine  Erzeugende  des  Kegels, 

jectionspunkte  ausgehende  Tangentenkegel  die  Bildebene  trifft,  zusammenfallen. 
Ein  beliebiger  ebener  Schnitt  schneidet  die  Berührungscurve  dieses  Tangenten- 
kegels in  zwei  Punkten;  der  auf  ihm  stehende  Projectionskegel  berührt  daher 
den  Tangentenkegel  in  zwei  Geraden,  und  jedem  ebenen  Schnitte  der  F^  entspricht 
in  der  Bildebene  ein  Kegelschnitt,  der  das  Bild  des  enväJmten  Berührungskegel- 
scfmittes  ziveimal  berührt.  Bei  der  Kugel  ist  andererseits  jeder  ebene  Schnitt 
durch  die  stereographische  Projection  auf  einen  Kreis  abgebildet;  aus  jedem 
Satze  über  Kreise  kann  so  ein  anderer  über  Kegelschnitte  abgeleitet  tverden,  die 
einen  festen  Kegelschnitt  doppelt  berühren.  Vgl.  hierüber  Poncelet,  traite  des 
proprietes  projectives,  Nr.  610  und  Chasles,  Aper9u  historique,  p.  222  u.  372 
(Note  XXVIIl).  —  Die  so  entstehende  Verallgemeinerung  der  Kreistheorie  ist 
dieselbe,  welche  durch  die  nicht-euklidische  Geometrie  gegeben  wird,  wie  sich 
aus  den  unten  folgenden  Untersuchungen  von  selbst  ergibt,  vgl.  Klein,  Ver- 
gleichende Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen,  Erlangen  1872, 
p.  27  und  46. 
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[1,  1],  eine  Cg,  die  einmal  durch  die  Spitze  gelit, 
[1,  2],  eine  C^  mit  Doppelpunkt  in  der  Spitze, 
[2,  0],  eine  C^,  welche  nicht  durch  die  Spitze  geht, 
|1,  3],  eine  C^  mit  dreifachem  Punkte  in  der  Spitze, 
[2,  1],  eine  Cr,,  die  einfach  durch  die  Spitze  geht. 
Ist  1  =  0    die    Gleichung   der  Linie   G  im   Bilde,    so    sind   alle 
Kegelschnitte,  welche  G  in  einem  Punkte  0  berühren,  in  der  Form 
a^t,  -j-  h^^  +  ci,t]  -\-  clif  =  0  darstellbar.     Die  Abbildung   wird   also 
durch  die  Gleichungen 

vermittelt.     Die  Gleichung  des  Kegels   ist  x.^x^  —  x^^  =  0,   und   der 
Projectionspunkt  hat  die  Coordiuaten  x^  =0,  x^  =  0,  x.^  =  0. 


Dritte  Abtheilung. 
Die  Griindlbegriife  der  projectivisclieii  und  metrisclien  Oeonietrie. 


I.   Die  Grundlagen  der  projectivisclien  (reometrie. 

Wir  haben  immer  die  j.projectivischeu"  Eigenschaften  der  räum- 
liehen Figuren  den  „metrischen'^  gegenüber  gestellt,  und  unsere  Auf- 
merksamkeit vorwiegend  den  ersteren  zugewandt,  demgemäss  uUkS 
auch  meistens  der  homogenen  Coordinaten  bedient  (vgl.  p.  96). 
Gleichwohl  beruhte  sowohl  die  Definition  dieser  homogenen  Coordi- 
naten als  die  Definition  des  für  jene  projecti vischen  (durch  Collinea- 
tionen  nicht  zerstörbaren)  Eigenschaften  fundamentalen  Doppelverhält- 
nisses wesentlich  auf  metrischen  Begriffen.  Es  drängt  sich  daher 
die  Frage  auf,  oh  nicht  die  sogenannte  projedivisclie  Geometrie  in  der 
Weise  hegründet  werden  könne,  dass  von  den  metrischen  Begriffen  der 
Entfernung  und  des  Winkels  und  von  den  mit  ihnen  zusammenhängenden 
Sätzen  der  Elementargeometrie  üher  Congruenz,  Aehnlichkeit  etc.  beim 
Aufhaue  des  geometrischen  Lehrgehäudes  kein  Gehrauch  gemacht  wird. 
Ein  solcher  Aufbau  erweist  sich  in  der  That  als  ausführbar;  und 
diese  Thatsache  ist  um  so  wichtiger,  als  sie  zeigt,  dass  die  projecti- 
vische  Geometrie  ihrem  Inhalte  nach  unabhängig  davon  besteht,  ob 
man  das  sogenannte  Farallelenaxiom  Euclid^s  annimmt  oder  nicht, 
während  alle  metrischen  Sätze  dieses  oder  eines  äquivalenten  Axioms 
nicht  entbehren  können,  wie  wir  weiterhin  noch  sehen  werden.  Die 
ganze  Geometrie  zerfällt  hiernach  in  zwei  Theile:  der  eine  (ein- 
fachere) ist  unabhängig  vom  Parallelenaxiome  und  umfasst  die  so- 
genannte projectivische  Geometrie;  der  andere  stützt  sich  auf  das 
Parallelenaxiom,  nimmt  also  etwas  Neues  hinzu,  ist  demgemäss  als 
der  complicirtere  zu  bezeichnen,  wenn  derselbe  auch  in  Folge  des  in 
der  Geometrie  üblichen  Lehrganges,  der  mit  Recht  an  die  nahe- 
liegenden Begriffe  von  Entfernung  und  Winkel  vorläufig  anknüpft, 
zunächst  als  der  einfachere  erscheint. 

Clebsch,  Vorlosiiiigen.   II,  1.  28 
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Unsere  Pflicht  ist  es,  jenen  ersten  Theil  nunmehr  direct  zu  be- 
gründen*). Natürlich  bedürfen  wir  dazu  gewisser  Voraussetzungen, 
auf  Grund  deren  überhaupt  erst  mathematische  Schlüsse  möglich 
sind,  deren  Begründung  aber  nicht  mehr  zur  Aufgabe  der  Mathe- 
matik gehört.  Wir  sprechen  dieselben  nicht  erst  für  die  Ebene, 
sondern  sogleich  für  den  dreidimensionalen  Raum  aus;  denn  es  ist 
das  gesteckte  Ziel  nur  unter  Zuhülfenahme  räumlicher  Constructionen, 
nicht  allein  durch  Constructionen  auf  der  Geraden  oder  in  der  Ebene 
zu  erreichen.    Die  zu  machenden  Voraussetzungen  sind  die  folgenden: 

Ks  existirt  im  dreidimensionalen  Maume  ein  System  von  unendlich 
vielen  Flächen,  ivelchen  folgende  Eigenschaften  mliommen: 

1)  Die  Btirchschnittscurve ,  tvelche  zwei  Flächen  des  Systems  ge- 
mein haben  Tiönnen  {d.  i.  die  Gesammtlieit  ihrer  gemeinsamen  PimJite), 
gehört  allen  Flächen  an,  die  zivei  Punkte  der  Curve  enthalten.  Diese 
Curveti  nennen  tvir  gerade  Linien  oder  Gerade. 

2)  Durch  drei  heliehig  angenommene  FunMe  (die  nicht  auf  einer 
Geraden  liegeti)  lässt  sich  eine  und  nur  eine  Fläche  des  Systems  hin- 
diirchlegen.     Diese  Flächen  nennen  wir  Ebenen. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  eine  gerade  Linie  durch  zwei  Punkte 
bestimmt  ist,  und  dass  jede  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei 
Punkte  gemein  hat,  ganz  in  dieser  Ebene  liegt.  In  einer  gegebenen 
Ebene  können  wir  also  Constructionen  ausführen.  Die  einfachste 
ebene  Figur,  welche  zu  Betrachtungen  der  projectivischen  Geometrie 
Veranlassung  gab,  war  die  des  vollständigen  Vierseits.  Wenn  wir 
früher  bewiesen  (Bd.  I,  p.  56  ff.),  dass  bei  demselben  gewisse  harmo- 
nische Punktgruppen  vorkommen,  und  dass  man  mittelst  desselben 
auf  die  einfachste  Weise  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  drei 
gegebenen  Punkten  construiren  kann,  so  dient  uns  jetzt,  wo  wir  den 
Begriff  des  Doppelverhältnisses  nicht  als  bekannt  voraussetzen,  diese 
Figur  umgekehrt  dazu,  um  (nach  v.  Staudt's  Vorgange)  die  har- 
monische Lage  zu  definiren,  und  weiter  mittelst  dieser  Lagen- 
beziehung die  Punkte  einer  Geraden  (resp.  die  Geraden  eines  Büschels) 
auf  die  Reihe  der  Zahlen  (von  —  oo  bis  -\-  c»)  zu  beziehen,  um  da- 
durch weiterhin  den  Uebergang  zur  Einführung  der  Coordinaten  der 
analytischen  Geometrie  zu  gewinnen. 


*)  Die  Unabhängigkeit  der  projectivischen  Geometrie  vom  Parallelenaxiome 
folgt  indirect  daraus,  dass  sie  für  die  unten  zu  besprechende  nicht-Euclidische 
Geometrie  unverändert  gültig  bleibt.  —  Dass  sie  aber  auch  direct  begründet 
werden  kann,  bemerkte  Klein,  indem  er  zeigte,  dass  bei  gewissen  Unter- 
suchungen V.  Staudt's  das  Parallelenaxiom  nur  beiläufig  benutzt  wird;  vgl. 
Math.  Annalen,  Bd.  4,  p.  623  f.  (1871)  und  Bd.  6,  p.  132  ff.  (1873). 
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Fig.  24. 


Zunächst  ordiien  wir  allen  positiven  ganzen  Zahlen  Punkte  einer 
gegebeneu  Geraden  zu,  indem  wir  drei  beliebige  Punkte  A,  B,  C 
der  letzteren  fest  geben  und  mittelst  derselben  folgende  Constructionen 
ausführen.  Ausserhalb  der  Geraden  nehmen  wir  zwei  willkürliche 
Punkte  0  und  0'  beliebig  an,  aber  so,  dass  ihre  Verbindungslinie 
durch  C  geht.  Die  Punkte  Ä,  B,  C  mögen  in  der  Reihenfolge  liegen, 
welche  durch  das  Alphabet  angegeben  ist.  Dem  Punkte  A  ordnen 
wir  die  Zahl  0,  dem  Punkte 
B  die  Zahl  1  zu.  Die  Punkte  L' 
und  C  mögen  mit  0,  A  mit 
0'  verbunden  werden.  Die 
Linie  AO'  schneide  dann 
OB  in  Q  (vgl  Fig.  24);  es 
werde  Q  mit  C,  0'  mit  B 
verbunden;  beide  Linien  mö- 
gen sich  in  Q^  begegnen; 
die  Verbindungslinie  von  0 
mit  Qi  trifft  dann  die  ge- 
gebene Gerade  in  einem  Punkte  D,  welcher  also  durch  die  Punkte 
A,  B,  C,  0  und  0'  eindeutig  bestimmt  ist.  Die  Punkte  A,  B,  D 
bezeichnen  wir  jetzt  bez.  durch  die  Zahlen  0,  \,  2;  für  G  bestimmen 
wir  aus  sogleich  ersichtlichen  Gründen  das  Zeichen  oo.  Die  zu  ihm 
führende,  soeben  näher  angegebene  Construction  kann  kurz  durch 
das  Schema 

1-01  cx>-  Q  \   ^  O'Q, 


(1) 


0-0' 


Q. 


1  -  0' 


Qy, 


O-oo 


in  leicht  verständlicher  Weise  dargestellt  werden.  Auf  demselben 
Wege,  der  uns  von  0,  1,  oo  zu  2  führte,  gelangen  wir  von  1,  2,  c» 
mittelst  der  entsprechenden,  durch  das  Schema 

2-0  1  ^-QA  ^  0-  Q, 


(2) 


1-0' 


Qi, 


2-0' 


Q2, 


0-00 


3 


dargestellten  Construction  auf  der  gegebenen  Geraden  zu  einem  neuen 
Punkte  3,  von  dort  mittelst  der  Construction 

3-0  1  00- 

2-0'r^'''  3-0' 


(3) 


Qs, 


0-oüj 


zum  Punkte  4,  u.  s.  f.  Wir  heseichnen  den  PnnJd  2  als  den  vierten 
harmonischen  PunJd  von  0  in  Bezug  auf  1  und  00,  den  Punkt  3  als 
den  vierten  harmonischen  Punkt  von  1  in  Bezug  auf  2  und  cx),  all- 

28* 
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gemein  i  als  den  vierten  harmonischen  von  i  —  2  in  Beznc?  auf 
i  —  1  und  oo.  Hierbei  sind  die  Punkte  i  —  1  und  oo  nicht  symme- 
trisch benutzt,  da  ja  oo  auf  der  Linie  0-0'  liegen  soll,  welche 
durch  unsere  Construction  ausgezeichnet  wurde.  Dass  dennoch  Sym- 
metrie stattfindet,  wird  sich  später  ergeben;  dass  die  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  i  und  i  —  2  in  gewissem  Sinne  eine  umkehr- 
bare (involutorische)  ist,  kann  indessen  sogleich  in  folgender  Weise 
erkannt  werden.  Um  den  vierten  harmonischen  Punkt  von  2  in 
Bezug  auf  1  und  cx)  zu  construireu,  haben  wir  in  (1)  nur  0  durch  2 
zu  ersetzen  und  statt  Q,  Q^'  die  dann  aus  der  Figur  zu  entnehmenden 
Buchstaben  einzusetzen;  vertauschen  wir  ausserdem  noch  0  mit  0', 
so  ergibt  sich: 

1-0']  oo-ai  0'-Q\ 

Nach  Vertauscliimg  von  0  mit  0'  gelangt  man  dalier  durch  dieselbe 
Construction  von  2  zu  0  mriicJc,  durch  ivelche  man  vor  dieser  Ver- 
tauschung von  0  Bu  2  gelangt  war. 

Unsere  Construction  lässt  unmittelbar  erkennen,  wie  sich  die 
successive  zu  construirenden  Punkte  0,  1,  2,  3,  ...  nach  oo  zu  immer 
mehr  verdichten;  man  kann  dies  genauer  leicht  durch  dieselbe  Schluss- 
weise erkennen,  welche  sogleich  dazu  dienen  wird,  die  Verdichtung 
einer  durch  fortgesetzte  „Zweitheilung"  sich  ergebenden  Punktreihe 
in  der  Nähe  von  0  nachzuweisen.  Jeder  positiven  ganzen  Zahl  ist 
hiernach  ein  hestimmter  Punld  der  gegebenen  Geraden  zugeordnet,  und 
zwar  ein  Punkt  zwischen  A  und  C.  Um  Gleiches  für  die  rationalen 
Zahlen    zu    erreichen,    gehen    Avir    von    solchen   Brüchen    aus,    deren 

Nenner   eine   Potenz    von   2   ist.     Wir   wählen   die   Zahl    -  so,   dass 

man  von  ihr  zu  1  durch  dieselbe  Construction  gelangt,  welche  uns 
von  1  zu  2  führte. 

Die  Umkehrung  der  letzteren  verlangt  nach  Fig.  24  durch  0 
und  0'  je  eine  Linie  zu  legen,  welche  bez.  die  Geraden  0-0'  und 
2  -  0  in  Punkten  Q  und  Q^  schneiden,  deren  Verbindungslinie  durch 

C  geht.  Ersetzen  wir  hierin  2  durch  1,  so  wäre  der  Punkt  —  defi- 
nirt,  und  in  entsprechender  Weise  könnte  ein  Punkt  -^  zwischen  1 
und  2  eingeschaltet  werden.  Es  würde  sich  aber  fragen,  ob  nun 
~  ebenso  wie  früher  1  als  Ausgangspunkt  benutzt  werden  darf,  d.  h. 
ob  der  Punkt  —   dann   auch   wirklich   auf  2,  -     f^uf  3  fallen  würde, 
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u.  s.  f.  Es  fehlt  uns  ferner  noch  ein  Mittel,  um  den  Punkt  -—  nicht 
nur  zu  definiren,  sondern  auch  wirklich  zu  construiren. 

Die  Lücke  lässt  sich  ausfüllen  durch  Zuhülfen  ah  m-e  derjenigen 
collinearen  Beziehung  zweier  Ebenen  auf  einander,  welche  wir 
unter  dem  Namen  der  „Centralperspective"  studirten*).  Ohne  irgend 
welche  analytische  Hülfsmittel  kann  man  eine  solche  Verwandtschaft 
mittelst  einer  räumlichen  Construction  und  unter  alleiniger  Benutzung 
der  von  uns  aufgestellten  Voraussetzungen  herstellen.  Man  braucht 
nur  zwei  sich  schneidende  Ebenen  Punkt  für  Punkt  derartig  auf 
einander  zu  beziehen,  dass  die  Verbindungslinie  je  zweier  einander 
entsprechenden  Punkte  durch  einen  ausserhalb  beider  Ebenen  ge- 
legenen, fest  gewählten  Punkt  tc  geht.  Offenbar  entspricht  dann 
jeder  Punkt  der  Schnittlinie  (der  Collineationsaxe)  sich  selbst;  jeder 
geraden  Linie  der  einen  Ebene,  welche  die  Collineationsaxe  schneidet, 
entspricht  eine  gerade  Linie  der  anderen  Ebene,  und  beide  begegnen 
einander  in  demselben  Punkte  der  Collineationsaxe.  Ist  der  Punkt 
n  nicht  gegeben,  so  wird  die  Verwandtschaft  hiernach  festgelegt, 
iudem  man  einem  beliebigen  Punkte  A  der  ersten  Ebene  einen  be- 
liebigen Punkt  A'  der  zweiten  zuordnet;  einem  ebenfalls  beliebig 
gewählten  Punkte  B  der  ersten  Ebene  kann  dann  noch  ein  solcher 
Punkt  li'  entsprechend  gesetzt  ^yerden,  dessen  Verbindungslinie  mit 
A'  die  Collineationsaxe  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  A  -  JB  trifft  (wir 
können  annehmen,  dass  dieser  Schnittpunkt  wirklich  existire).  Ist 
B'  demgemäss  gewählt,  so  ist  Alles  bestimmt,  indem  sich  n  als  Schnitt- 
punkt der  Linien  A  -  A'  und  B  -  B'  ergibt.  Insbesondere  "können 
wir  die  beiden  Ebenen  als  sehr  dicht  über  einander  liegend  betrachten 
(wie  es  auch  bei  den  erwähnten  früheren  Untersuchungen  geschah), 
so  dass  die  Punkte  einer  und  derselben  Ebene  auf  einander  bezogen 
erscheinen.  Einander  zugeordnete  Gerade  schneiden  sich  dann  immer 
auf  einer  festen  Geraden  der  Ebene,  der  Collineationsaxe;  auch  die 
Linien  AB  und  A'  -  B'  schneiden  sich  also  auf  dieser  Axe.  Lassen 
wir  jetzt  A  mit  A'  zusammenfallen,  so  kann  demnach  B  noch 
willkürlich  gewählt  werden,  während  B'  auf  der  Linie  A-B 
liegen  müss. 

Um  mit  dem  Früheren  in  Zusammenhang  zu  bleiben,  ersetzen 
wir  die  Buchstaben  A^   B^  B'  durch   0,  0',  0"   und  construiren**) 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  254  ff.,  besonders  p.  258. 
**)  Es  könnte  sein,  dass  die  Linie  A  P  von  der  Linie  0  -  G  nirgends  getroffen 
wird;  doch  kann  man  dies  durcli  passende  Wahl  von  0'  stets  vermeiden;   man 
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den  Punkt  0"  im  Anschlüsse  an  Fig.  24,  in  welcher  die  Linie  Ä  -  C 
als  Collineationsaxe  zu  denken  ist,  gemäss  dem  Schema 


(4a) 


O'-D 
0  -B 


P, 


Ä-P 

0-C 

Fig.  25. 


0"     (vgl.  Fig.  25) 


0£Fenbar  entspricht  dann  dem  Funkte  Q  der  ersten  Ebene  der  Punkt  P 
der  zweiten,  dem  Punkte  Qy  der  ersten  der  Punkt  P^  der  zweiten 
gemäss  den  Constructionen 

A-0']  Ä-0"]  C-Q\  C-P) 


B-0 


B-0 


0-D 


0-D 


D 


Da  nun  Q^  auf  B-0'  liegt,  so  geht  B  -  0"  durch  P^,  hieraus  aber 
folgt,  dass  der  Punkt  D  auch  durch  die  Construction 
A-0"\  P-0|  OPA 

B-0   ]      '  P-0"J  ^'         ÄBJ 

gefunden  wird.,  welche  sich  von  der  Construction  (1)  nur  dadurch 
unterscheidet,  dass  0',  Q,  Q^^  bez.  durch  die  ihnen  entsprechenden 
Punkte  0",  P,  P^  ersetzt  sind.  Der  Punkt  B  {d.  i.  2)  Ueibt  daher 
imgeänäert,  ivenn  in  der  früheren  Construction  0'  mit  0"  vertauscht 
tvird.  Ferner  sehen  wir,  dass  die  Construction  von  D  jetzt  einfacher 
nach  dem  Schema 


braucht  nämlich  nur  0"  beliebig  ausserhalb  0  -  G  zw.  wählen  und  findet 
dann  durch  Umkehrung  der  Construction  den  zugehörigen  Punkt  0'  zwischen 
0  und  C. 
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A-0"]  F-0' 


ausgeführt  werden  kanu;  zu  demselben  Punkte  D  muss  folglich  auch 
das  entsprechende  Schema 

Ä-0']  Q-0' 


führen,  d.  h.  die  Linie  0"  -  D  geht  durch  Q  hindurch.  Der  Linie 
0'  -  P  der  ersten  Ebene  entspricht  sonach  die  Linie  0"  -  Q  der 
zweiten,  und  umgekehrt;  dem  Punkte  P  der  zweiten  Ebene  ist  also 
der  Punkt  Q  der  ersten  zugeordnet,  und  ebenso  gilt  der  Satz,  dass 
die  Besichung  ßtvischen  den  Punkten 

0',  Q,  Q,,  Q„  ... 
einerseits,  und 

0"    P    P     P 

andererseits  eine  wechselseitige  ist.  Die  Linie  0'  -  D  geht  natürlich 
auch  durch  ^2,  die  Linie  0-3  durch  Pg  (Schnittpunkt  von  0"  -  D 
mit  P  -  C)  die  Linie  0"  -  3  durch  Q^,  die  Linie  0' -  B  durch  den 
Schnittpunkt  S  von  A-0  und  G  -  P.  Es  ergibt  sich  ferner,  dass 
der  Punkt  2  (d.  i.  D)  auch  durch  die  Construction 

A-0]  C-S]  P-0' 


P-O'P'  P-OP'  A-B\^ 

gewonnen  wird,  welche  aus  (1)  durch  Vertauschung  von  0  mit  0' 
entsteht.  Die  Besiehung  sivischen  den  Punläen  0  und  2  in  Bemg  auf 
die  Punkte  1  imd  00  ist  daher  eine  ivechselseitige ;  sie  ist  unabhängig 
davon,  in  welcher  Beihenfolge  die  PimJcte  0,  0'  hei  der  Construction 
benutzt  werden.  Es  ist  somit  (nach  obiger  Definition)  nicht  nur  2  der 
vierte  harmonische  Punkt  von  0  in  Bemg  auf  1  und  00,  sondern  auch 
0  der  vierte  harmonische  von  2  in  Bemg  auf  dieselben  Punkte*). 


*)  Dass  die  Lage  des  Punktes  D  von  der  Wahl  der  Punkte  0  und  0' 
überhaupt  unabhängig  ist,  wird  sich  erst  weiter  unten  ergeben.  —  Es  wird  dies 
Resultat  sonst  meist  direct  durch  Zuhülfenahme  einer  räumlichen  Construction 
gewonnen  (vgl.  v.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847  und  dazu 
Klein,  Math.  Annalen  Bd.  6,  p.  138).  Auch  wir  mussten  oben  die  Möglichkeit 
der  perspectivischen  Verwandtschaft  durch  eine  Betrachtung  aus  der  Geometrie 
des  Raumes  erweisen;  und  eine  solche  lässt  sich  bei  derartigen  Untersuchungen, 
wie  Klein  gezeigt  hat  (a.  a.  0.  p.  135  f.)  nicht  vermeiden,  —  Man  könnte  ver- 
suchen, die  lineare  Verwandtschaft  durch  die  Möbius'scheaa  Netzconstructionen 
(vgl.  die  Note  zu  Bd.  I,  p.  364)  direct  zu  vermitteln;  doch  bleibt  dann  die 
Schwierigkeit  bestehen,  zu  beweisen,  dass  zwei  verschiedene  Constructionen,  die 
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Nunmehr   ist   aus    Fig.  25   sofort   ersichtlicli,   wie   der   Punkt  -^ 

zu   construiren    ist.     Es    ergibt   sich   nämhch    1    aus    0    und    2    durch 
die  Construction 

0'-2    I  P-0| 

A  -0")      '  A-C\ 

Der  Punkt  —  wird  also  durch  die  Construction 

A-  0"\     '  A-Cj  ^ 

gefunden  werden.     Bemerken  wir  nun,   dass  die  Punkte  2,  3,  4,  .  .  . 
nach  (5)  successive  durch  die  Coustructionen 

(,)     .-.,  .-.,  .-.,  1-2  !«■ 


0-  0"\ 

1-0  r- 

P'  0'] 

0-1  1"^' 

1  -0" 
2-0 

|.. 

2-0") 

3-0  r^' 

2-3 

4;  . 

gewonnen  werden,  so  ergibt  sich  in  ganz  gleicher  Weise  aus    ^^    die 

3 
Reihe  von  Punkten  1,  — ,  2,  .  .  . 


2 


0-0" 

1 

^\ 

T-0' 
1   (  l5 

1 

f-^  1 

^-11 

1 

0" 
0 


2 


Statt  zu  beweisen,  dass  eine  nochmalige  Wiederholung  der  an- 
gegebenen Operation  genau  auf  den  Punkt  2  führt,  zeigen  wir  (um 
die  Figur  nicht  durch  neue  Linien  zu  verwirren),  dass  man  von  2 
zu  4  mittelst  derselben  Construction  gelangt,  die  von  1  zu  2  führte, 
die  also  nach  (5)  durch  das  Schema 

0-0"]  F'-0'\ 

2-0  V'    0-1  h 

dargestellt  wird.  Es  ist  nur  nachzuweisen,  dass  die  Linie  0'  -  P2, 
welche  nach  (6)  den  Punkt  4  definirt,  auch  durch  P'  hindurchgeht. 
Nun  ist  auf  der  Linie  P  -  C  der  Punkt  P  der  vierte  harmonische 
von  Pg  in  Bezug  auf  Pj  und  C,  denn  er  wird  durch  die  zu  (6)  ana- 
loge Operation 


in  der  einen  Ebene  zu  demselben  Punkte  führen,  in  der  anderen  Ebene  die 
gleiche  Eigenschaft  haben;  Möbius  (Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  p.  237  &.)  setzt 
bei  seiner  Darstellung  die  Sätze  über  Doppelverhältnisse  bereits  als  bekannt 
voraus;  vgl.  Hankel,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie,  Leipzig  1875, 
p.  251  f. 
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l\-0"\  D-0'\ 


erhalten;  dann  aber  ist  nach  Obigem  auch  P^  der  vierte  harmonische 
zu  F  in  Bezug  auf  P^  und  6';  d.  h.  die  Construetion: 

P,  -  0  P  '  1'-  1\\  ^■ 

muss  zu  dem  Punkte  1\  zurückführen,  q.  e.  d. 

Wie  die  Punkte  .^  ;  4  ;  X'  •  ' ''  8  '  8  '  ¥'  8  '  8'  '  *  '  ^"""^^ 
analoge  Constructionen  gefunden  werden,  wie  sich  allgemein  alle 
Punkte  —ergeben,  bedarf  nicht  noch  näherer  Erörterung.  Jeder  positiven 

rationalen  Zahl,  deren  Nenner  gleich  einer  Potenz  von  2  ist,  haben  wir 
hiermit  einen  bestimmten  Pimld  der  Geraden  Ä  -  C  zugeordnet;  und 
die  betreffenden  Punkte  folgen  in  demselben  Sinne  auf  einander,  wie 
die  ihnen  zugeordneten  Zahlen.  Nennen  wir  |  die  einem  bestimmten 
Punkte  der  Geraden  A  -  C  zugeordnete  Zahl,  und  untersuchen  wir, 
wie  sich  diese  Zahl  ändert,  wenn  der  Null-  und  Einheitspunkt  (d.  h. 
A  und  P)  in  ihrer  Lage  geändert  werden.  Der  Nullpunkt  werde 
an  die  Stelle  |  =  (?,  der  Einheitspunkt  an  die  Stelle  I  =^  Q"  +  1  ver- 
legt; es  sei  |'  die  neue  Zahl,  welche  dadurch  dem  Punkte  ^  zu- 
geordnet wird  (der  neue  Parameter,  die  neue  Coordinatc  dieses  Punktes); 
unter  g  werde  eine  der  ausgezeichneten  rationalen  Zahlen  verstanden. 
Die  vorstehenden  Erörterungen  und  Constructionen  ergeben  dann 
sofort,  dass 

a)  I  =  r  +  g 

zu  setzen  ist.     Verlegen   wir   andererseits   den  Einheitspunkt  von  B 

nach  D,  so  wird,  wie  wir  sehen,  2  nach  4,  ebenso  —  nach  1  verlegt, 

u.  s,  f.;  allgemein  aber  würde  |  zu  ersetzen  sein  durch  —  |.     Legen 

wir  den  neuen  Einheitspunkt  an  die  Stelle  p,   wo  p  eine   der  obigen 

rationalen  Zahlen  ist,    so  haben  wir   den   neuen  Parameter  gleich  — 

ZU  setzen.  Eine  gleichzeitige  Verlegung  des  Nidl-  und  des  Einheits- 
punktes  führt  daher  zu  der  allgemeinen  Formel  der  Coordinatentrans- 
formation: 

Dieselbe  bezieht  sich  aber  nur  auf  diejenigen  rationalen  Werthe  von 
I   und   ^',    welche    sich   (ebenso    wie  j)    und   q)    durch   Multiplication 
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mit  einer  Potenz  von  2  in  ganze  Zahlen  verwandeln  lassen.  Der 
Punkt  oo  wird  durch  die  Transformation  (8)  nicht  geändert;  die  Punkte 
0,  0',  0"  sind  bei  den  entsprechenden  constructiven  Operationen 
stets  in  gleicher  Weise  zu  benutzen. 

Zu  beachten  ist,  dass  für  |  <  <?  sich  aus  (7)  negative  Werthe 
von  I'  ergeben,  während  wir  bisher  nur  positive  Werthe  des  Para- 
meters in  Betracht  zogen.  So  folgt  aus  |  ==  ^  —  1  für  |'  der  Werth 
—  1,  und  dieser  Punkt  |'  =  —  1  wird  aus  |'  =  0,  |'  =  cx)  und 
I'  =  +  1  durch  dieselbe  Construction  gewonnen,  welche  von  |  =  i, 
§==oo,|  =  ^-}-lzu|  =  ^  —  1  zurückführt.  Wie  diese  Construction 
hier  von  dem  Punkte  |'  =  0  nach  links  hin  bis  zu  |'  =  —  C[  fort- 
gesetzt werden  muss,  um  die  Parameter  |'  für  alle  Punkte  |  zwischen 
A  und  G  zu  ergeben,  so  hätten  wir  auch  schon  ursprünglich  unsere 
Construction  über  A  (d.  h.  |  =  0)  hinaus  nach  links  hin  fortsetzen 
können;  den  sich  ergebenden  Punkten  müssen  dann  negative  Werthe 
von  I  beigelegt  werden,  damit  die  Gleichung  (7)  und  weiterhin  auch 
(8)  für  alle  links  von  C  (d.  h.  |  =  oo)  gelegenen  Punkte  unserer 
Geraden  anwendbar  bleibt.  Die  Punkte  —  1,  —  2,  ...  werden  dem- 
nach durch  die  Constructionen 

1-0")  ^-1-0']  0-0"!  Ö-2-0' 


0-0   j^-^'  1-0  r     ^'       1-0    P-^'  1-0  f~^5 

successive  gewonnen.  Praglich  bleibt  es  aber,  ob  diese  Constructionen 
beliebig  weit  fortgesetzt  werden  dürfen.  Es  hängt  dies  offenbar  davon 
ab,  ob  alle  durch  0'  zu  ziehenden  Hülfslinien  die  gegebene  Gerade 
A  -  C  wirklich  schneiden,  oder  nicht.  Hier  sind  folgende  Fälle 
möglich: 

1)  Während  der  Schnittpunkt  der  durch  0'  gehenden  Hülfs- 
linie  mit  A  -  G  nach  links  fortrückt,  nähert  sich  diese  Hülfs- 
linie  allmählich  einer  bestimmten  Grenzlage,  und  die  dieser 
Grenzlage  selbst  entsprechende  Linie  schneidet  A  -  G  nicht 
mehr  (die  über  die  Grenzlage  hinaus  liegenden  Geraden  des 
durch  0'  bestimmten  Strahlbüschels  kommen  für  uns  zunächst 
nicht  in  Betracht). 

2)  Alle  durch  0'  gehenden  Hülfslinien  schneiden  die  ge- 
gebene Gerade  A  -  G*). 

Machen  wir    nun    die  iveitere  Hypothese,    dass   es  möglich  sei,   eine 


*)  Man  vermeidet  es,  schon  jetzt  diese  beiden  Alternativen  in  Betracht  zu 
ziehen,  wenn  man  (mit  Klein)  alle  Construction  zunächst  auf  ein  abgegrenztes 
endliches  Gebiet  beschränkt. 
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gerade  Linie  durch  vollständige  Umdrehung  um  einen  ihrer  Punkte  mit 
sich  seihst  in  Richtung  und  Lage  mr  Deckung  zu  bringen,  so  ist  im 
zweiten  Falle  auch  jeder  negativen  ganzen  Zahl  ein  Punkt  der  Linie 
Ä  -  C  zugeordnet,  und  zwar  werden  sehr  grossen  negativen  Zahlen 
Punkte  in  der  Nachbarschaft  von  C,  aber  auf  der  rechten  Seite  dieses 
Punktes  entsprechen,  wie  die  folgende  Ueberlegung  noch  genauer 
zeigen  wird.  Im  ersten  Falle  dagegen  kann  die  Construction  nur  so 
lange  fortgesetzt  werden,  bis  man  zu  einer  negativen  Zahl  kommt, 
von  welcher  aus  man  bei  weiterer  Fortsetzung  zu  einer  durch  0' 
gehenden  Linie  geführt  werden  würde,  welche  A-G  nicht  mehr  trifft. 
Gleichwohl  kann  man  auch  dann  für  eine  Reihe  anderer  negativer 
Zahlen  zugehörige  Punkte  der  gegebenen  Geraden  finden.  Wir  wissen 
nämlich,  dass  die  Punkte  —  1  und  -|-  1  „harmonisch^'  liegen  zu  0 
und  oo,  ebenso  0  und  2  in  Bezug  auf  1  und  oo,  ferner  0  und  4  in 
Bezug  auf  2  und  oo,  u,  s.  f.;  also  auch  2  und  —  2  in  Bezug  auf  0 
und  oo,  wie  eine  Verlegung  der  Grundpunkte  unserer  Coordinaten- 
bestimmung  nach  (8)  leicht  erkennen  lässt;  allgemein  sind  —  n  und 
-f-  n  harmonisch  zu  0  und  oo.  Wir 
können  also  den  Punlct  —  n  als  den- 
jenigen definiren,  welcher  m  -\-  n 
harmonisch  liegt  in  Bezug  auf  0 
und  oo;  und  diese  Definition  lässt 
sich  auch  noch  auf  solche  Punkte 
anwenden,  die  durch  die  früheren 
successiven  Constructionen  nicht  er- 
reicht werden  würden,  nämlich  auf 
alle  Punkte  der  gegebenen  Geraden, 
ivelche   sieh  rechts   vom  Punlüe  oo 

befinden.  Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  nehme  man  auf  der  ge- 
gebenen Geraden  rechts  vom  Punkte  G  einen  Punkt  E  beliebig  an 
und  mache  die  Construction  (Fig.  26) 


E-  0' 
A-  0 


F, 


FC 

A-0' 


G, 


G-0 

A  -G 


I. 


Bewegt  sich  E  auf  G  zw.,  so  thut  I  dasselbe;  entfernt  sich  E  von  G 
nach  rechts,  so  bewegt  sich  I  (als  vierter  harmonischer  Punkt  von 
E  in  Bezug  auf  0  und  oo)  auf  den  Punkt  A  zu.  Wir  können  den 
Punkt  E  sich  so  weit  entfernen  lassen,  als  seine  Verbindungslinie  mit 
0'  existirt.  Diese  Verbindungslinie  wird  sich  bei  ihrer  Drehung  um 
0'  einer  bestimmten  Grenzlage  nähern,  wie  es  nach  unserer  An- 
nahme bei  der  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  schon  besprochen 


444  Dritte  Abtheilung. 

wurde;  und  uur  bis  zur  Erreichung  dieser  Grenzlage  ist  die  verlangte 
Construction  ausführbar.  Die  auf  der  rechten  Seite  von  C  so  vor- 
handene Grenzlage  kann  insbesondere  mit  der  auf  der  linken  Seite 
oben  gefundenen  (resp.  gemäss  unserer  Hypothese  vorausgesetzten) 
identisch  sein,  indem  die  eine  Gerade  nur  als  Verlängerung  der 
anderen  erscheint.  In  diesem  Falle  würden  wir  auf  das  Euclidische 
Parallelenaxiom  geführt  werden,  indem  beide  Gerade  zusammen  dann 
die  eine  Parallele  zu  Ä-  C  bilden,  die  man  durch  0'  ziehen  kann. 
Da  wir  uns  aber  von  diesem  Parallelenaxiome  unabhängig  halten 
wollen,  so  müssen  wir  vorläufig  beide  Grenzlagen  als  von  einander 
verschieden  voraussetzen.  Dieselben  trennen  in  dem  Strahlbüschel 
mit  dem  Mittelpunkte  0'  diejenigen  Linien,  welche  die  Gerade  Ä-C 
(resp.  deren  Verlängerungen)  schneiden,  von  denjenigen,  welche  diese 
Gerade  nicht  schneiden. 

Da  sich  die  von  einander  abhängigen  Punkte  E  und  /  immer 
in  entgegengesetztem  Sinne  bewegen,  so  folgt,  dass  die  dem  Punkte  Iß 
entsprechende  negative  (ganze)  Zahl,  welche  der  dem  Punkte  I  zu- 
gehörigen absolut  gleich  sein  soll,  ihrem  absoluten  Werthe  nach  ab- 
nimmt, wenn  sich  E  von  G  entfernt,  während  dem  Punkte  C  in  der 
Grenze  der  Werth  —  oo  beizulegen  ist.  Es  gibt  also  zwei  ganze  po- 
sitive Zahlen  m'  und  m",  wobei  m"  >  m  sei,  der  Art,  dass  den  Zahlen 
von  0  bis  —  m'  PunJcte  unserer  Geraden  A-  G  auf  der  linken  Seite 
von  A  und  den  Zahlen  von  —  m"  bis  —  oo  Punkte  auf  der  rechten 
Seite  von  G  entsprechen,  während  den  negativen  ganzen  Zahlen  —  n, 
welche  der  Bedingung  in'  <  n  <  m"  genügen,  überhaupt  keine  Punkte 
unserer  Geraden  zugeordnet  sind.  Construiren  wir  auch  solche  Punkte, 
die  den  rationalen  Zahlen  mit  Nennern  der  Form  2"  zugehören,  so 
können  wir  uns  über  die  Punkte  —  m'  und  —  m"  hinaus  von  A 
bez.  G  entfernen,  aber  doch  niemals  die  Punkte  —  {m'  -\-  1)  oder 
—  {m"  -\-  1)  erreichen. 

Es  ist  leicht,  für  den  Strahlbüschel  die  entsprechenden  Ueber- 
legungen  anzustellen  und  so  (unter  Zuhülfenahme  zweier  dem  Büschel 
nicht  angehörigen  Strahlen  0  und  0')  allen  ganzen  positiven  und 
negativen  Zahlen  bestimmte  Strahlen  des  Büschels  zuzuordnen.  Statt 
die  entsprechenden  üeberlegungeu  selbstständig  durchzuführen,  be- 
schränken wir  uns  darauf,  den  Strahlbüschel  mit  dem  Mittelpunkte 
0'  zu  betrachten  (vgl.  oben  Fig.  25).  Ben  ganzen  Zahlen  n,  ivelche 
der  Bedingung  —  wi'  ^  w  <  oo  oder  —  oo  <  w  ^  —  m"  genügen, 
ordnen  ivir  diejenigen  Strahlen  des  Büschels  zu,  ivelche  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  Geraden  A-  B  nach  Obigein  bestimmt  werden. 
Auf  die  Zahlen  n  zwischen   —  m'  und   —  m"  lässt  sich  diese  Zuord- 
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nung  dann  durch  folgende  Ueberlegung  ausdehnen.  Wir  wissen, 
dass  die  Punkte  Q,  Q^,  Q^,  ...  der  Geraden  Q-C  zu  einander  und 
zu  C  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Punkte  1,  2,  3,  .  .  .  der 
Linie  Ä  -  C  (d.  h.  bez.  in  derselben  Weise  mittelst  der  Hülf'spunkte 
0  und  0'  zu  construiren  sind);  wir  hätten  auch  die  Punkte  der 
Geraden  Q  -  C  statt  derjenigen  der  Geraden  A  -  C  benutzen  dürfen, 
um  den  ganzen  Zahlen  n  gewisse  Strahlen  des  Büschels  mit  dem 
Mittelpunkte  0'  zuzuordnen.  Ebenso  können  wir  die  Linie  Q  -  C 
ersetzen  durch  die  Gerade  R  -  C,  welche  zu  Q  -  G  in  derselben  Be- 
ziehung steht,  in  der  Q-C  zu  A  -  C  stand,  u.  s.  f.  Schliesslich 
werden  wir  eine  solche  durch  C  gehende  Linie  L  -  C  wählen  dürfen, 
welche  die  beiden  durch  0'  gehenden  Geraden  schneidet,  die  wir 
oben  als  Grenzlagen  der  Linien  0  -  JE  einführten,  und  welche  in 
dem  von  0'  getragenen  Büschel  die  TrefiPgeraden  der  Linie  A  -  C 
von  den  übrigen  Linien  des  Büschels  scheiden.  Diese  Gerade  L  -  C 
schneidet  dann  auch  alle  zwischen  jenen  beiden  Grenzlagen  liegenden 
Linien  des  Strahlbüschels,  d.  h.  alle,  welche  von  der  Linie  A  -  G 
nicht  geschnitten  werden.  Indem  ivir  nun  auf  L  -  G  statt  auf  A-G 
unsere  obigen  Construdionen  fortsetzen,  ordnen  wir  auch  den  Zahlen  n 
zivischen  —  m'  und  —  m"  bestimmte  Strahlen  des  von  0'  getragenen 
Büschels  zu.  Im  Strahlbüschel  ist  somit  die  Beziehung  der  positiven 
und  negativen  ganzen  Zahlen  (und  der  rationalen  Zahlen  mit  Nennern 
von  der  Form  2^")  eine  ausnahmslose.  Die  vorstehende  Ueberlegung 
zeigt  dies  für  die  erste  unserer  beiden  obigen  Hypothesen  (p.  442), 
für  die  andere  bedarf  es  keines  besonderen  Beweises. 

Um  auch  beliebigen  rationalen  Zahlen  Punkte  unserer  Geraden 
A-G  zuzuordnen,  bemerken  wir,  dass  jede  solche  Zahl  p,  die  sich 
nicht  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz  von  2  in  eine  ganze 
Zahl  verwandeln  lässt,  vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  für  jede 
ganze  positive  Zahl  ^  eine  ganze  Zahl  a,,  finden  kann,  für  die 


Setzt  man  nämlich 


'/'  /       /  ""h  +  ^ 
2."  ^  ^    ^       2" 


"o  ~~  Po?       2  ro  T^    2  '      2'-'  —  '0  "•      2    ~f~  2-'      '  '  "> 

so   ist   dann   nothwendig   /3i<2,    /^^  <  2;    die   Zahl  p   wird    folglich 
durch  die  convergente  Reihe 

(9)  ^o  +  |  +  |  +  |l  +  .-. 

in  eindeutiger  W^eise  dargestellt,  genau  so,   wie  die  Zahl  p  als   eine 
nach  fallenden  Potenzen  von  10  fortschreitende  Reihe  erscheint,  wenn 
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mau  sie  in  einen  Decimalbruch  verwandelt.  Wir  behaupten  nun,  dass 
die  den  rationalen  Zahlen  hiermit  zugeordneten  Punkte  stetig  (besser 
„überall  dicht")  auf  einander  folgen  (wie  ja  auch  die  rationalen  Zahlen 
eine  überall  dichte  Mannigfaltigkeit  bilden),  d.  h.  dass  man  mittelst 
unserer  Construction  in  jedes  noch  so  kleine  vorgegebene  Intervall 
hineingelangen  kann.  Wir  brauchen  dies  nur  für  irgend  ein  Inter- 
vall, z.  B.  das  Intervall  A-  M  zw.  beweisen,  wo  M  einen  beliebigen 

Punkt  zwischen  0  und  ~  bezeichnet;  durch  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes und  des  Eiuheitspuuktes  können  wir  dann  das  Intervall  an 
eine  beliebige  andere  Stelle  der  Strecke  A-  C  überführen.  Es  ge- 
nügt aber  zu  zeigen,  dass,  wenn  das  Intervall  A-  M  gegeben  ist, 
ein  Punkt  2~^'-  bei  passender  Wahl  von  ft  in  das  Innere  des  Inter- 
valls A-  M  fallen  muss.  Ist  M  selbt  einer  der  durch  Wiederholung 
unserer  Construction  gefundenen  Punkte,  so  ist  das  Behauptete  evi- 
dent. Möglich  wäre  es  aber,  dass  die  successive  gefundenen  Punkte 
2~'',  2~''~\  2~''~^,  ...  sich  nicht  an  der  Stelle  A,  sondern  an  einer 
anderen  (eben  mit  M  bezeichneten  Stelle)  verdichten,  und  diese 
Möglichkeit  ist  allein  zu  untersuchen.  31  selbst  gehört  dann  nicht 
zu  den  Punkten  2~",  aber  in  unmittelbarer  Nähe  von  M,  und  zwar 
zwischen  M  und  1  liegen  sicher  solche  Punkte.  Es  sei  nun  N  der 
vierte  harmonische  Punkt  von  0  in  Bezug  auf  M  und  C,  so  dass  N 
zwischen  M  und  1  liegt.  Zwischen  M  und  N  gibt  es  dann  sicher 
einen  Punkt  2~"''.  Dann  ist  2~^~^  der  vierte  harmonische  von  1  in 
Bezug  auf  2—''  und  oo;  und  dieser  Punkt  befindet  sich  dann  sicher, 
da  2~^  links  von  N  liegt,  auf  der  linken  Seite  von  M,  d.  h.  im 
Intervalle  A-M,  q.  e.  d.*). 

Der  Uebergang  zu  irrationalen  Zahlen  ist  nun  äusserst  einfach. 
Auch  jede  irrationale  Zahl  kann  durch  eine  convergente  Reihe  von 
der  Form  (9)  dargestellt  werden;  ihr  ist  also  genau  wie  eben  der 
allgemeinen  rationalen  Zahl  ein  bestimmter  Punkt  unserer  Geraden 
A  -  C  zugeordnet,  welchem  man  sich  durch  eine  unendliche  Folge 
von  ausführbaren  Operationen  mehr  und  mehr  nähert.  Wir  müssen 
uns  nur  gewöhnen,  einen  Punkt,  welcher  derartig  als  Grenzlage  eines 
anderen  in  bestimmter  Weise  bewegten  Punktes  erscheint,  als  wirk- 
lich erreicht  zu  betrachten,  wie  man  es  ja  auch  bei  Construction 
irrationaler  (incom mensurabler)  Strecken   in  der  elementaren  Mathe- 


*)  In  dieser  Weise  wird  der  Beweis  von  Killing  a.  a.  0.  geführt;  der- 
selbe ist  analog  dem  von  Lüroth  und  Zeuthen  gegebenen  Beweise  (vgl.  Klein, 
Math.  Annalen,  Bd.  7,  p.  535  und  Bd.  17,  p.  52)  für  die  stetige  Erfüllung  der 
Geraden   durch  successive  harmonische  Constructionen. 
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matik  thuu  muss.  Ein  Unterschied  gegenüber  der  Construction  ra- 
tionaler Zahlen  wird  sich  allerdings  insofern  geltend  machen,  als  wir 
später  lernen  werden,  die  den  rationalen  Zahlen  zugeordneten  Punkte 
direct  mit  dem  Lineal  zu  construiren,  ohne  dabei  eines  Grenzprocesses 
zu  bedürfen;  die  directe  Construction  irrationaler  Zählen  gelingt  da- 
gegen nur  (und  dann  nur  in  einzelnen  Fällen),  wenn  man  andere 
Hülfsraittel  (z.  B.  den  Zirkel,  d.  h.  einen  fertig  gezeichneten  Kreis) 
zu  Hülfe  nimmt. 

Auch  die  Construction  irrationaler  Zahlen  wird  man  in  das  nega- 
tive  Gebiet,  d.  h,  über  Ä  hinaus  nach  links,  über  C  hinaus  nach 
rechts  fortsetzen  können.  Auf  beiden  Seiten  werden  sich  dabei  ge- 
wisse Zahlen  (die  rational  oder  irrational  sein  können)  ergeben,  denen 
keine  Punkte  der  Geraden  entsprechen:  —  M^  für  die  linke,  —  M2  für 
die  rechte  Seite;  und  zwar  derartig,  dass  jeder  Zahl,  welche  zwischen 
—  Ml  und  —  Mg  liegt,  kein  Punkt  der  Geraden  entspricht,  jeder  anderen 
Zahl  dagegen,  und  sei  dieselbe  noch  so  wenig  von  —  M^  oder  —  Mg 
verschieden,  ein  bestimmter  construirbarer  Punkt  zugehört.  Dieses 
gilt  für  die  erste  unserer  beiden  Hypothesen  (p.  442),  für  die  zweite 
existirt  eine  solche  Beschränkung  der  brauchbaren  Zahlenwerthe  nicht. 

Wenn  hiernach  feststeht,  dass  jeder  rationalen  oder  irrationalen, 
positiven  oder  negativen  Zahl  (eventuell  unter  Ausschliessung  der  Zahlen 
ßwischen  —  M^  und  —  Mg)  ein  hestimmter  Punkt  der  Geraden  ^geordnet 
werden  kann,  so  entsteht  umgekehrt  die  Frage,  ob  jedem  Punkte  der 
Geraden  auch  eine  bestimmte  Zahl  entspricht.  Diese  Frage  ist  iden- 
tisch mit  der  anderen,  ob  es  überhaupt  möglich  sei,  das  Continuum 
der  Punkte  einer  Geraden  durch  die  Mannigfaltigkeit  aller  reellen 
Zahlen  erschöpfend  darzustellen;  wir  werden  also  mit  dieser  Frage 
an  die  Grenzen  unserer  Erkenntniss  geführt,  und  es  erscheint 
zweifelhaft,  ob  sie  überhaupt  zu  beantworten  ist.  Mit  einer  geraden 
Linie  verbinden  wir  den  Begriff  der  stetigen  Ausdehnung,  und  diesen 
Begriff  zerstören  wir  durch  unsere  Beziehung  ihrer  Punkte  auf  die 
Zahlenreihe;  denn  diese  Beziehung  beginnt  nothwendig  mit  der  Wahl 
einer  bestimmten  Einheit,  und  durch  Einschachteln  neuer  Punkte, 
d.  h.  durch  allmähliche  Verkleinerung  der  gewählten  Einheit  suchen 
wir  nachträglich  die  einmal  gestörte  Stetigkeit  wieder  herzustellen, 
was  stets  ein  unbefriedigendes  Resultat  ergeben  muss.  Wir  zwingen 
so  das  Stetige,  als  welches  ein  geometrisches  Gebilde  seinem  Wesen 
nach  erscheint,  in  die  Fessel  des  Discreten,  der  Zahl.  Die  Folgen 
dieses  Zwanges  werden  sich  in  jedem  Augenblicke  bemerkbar  machen; 
wir  gehen  ihnen  aus  dem  Wege,  indem  wir  uns  entsch Hessen,  nur 
solche   Punkte    der   Geraden    als    existirend    zu    betrachten,    die   sich 
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diesem  Zwange  fügen;  und  dieser  Entschluss  ist  jedenfalls  für  die 
analytische  Geometrie  berechtigt,  denn  jeder  in  ihr  vorkommende 
Punkt  ist  durch  irgend  ein  zahlenmässig  ausdrückbares  Gesetz  defi- 
nirt,  kann  demnach  in  obiger  Weise  auf  eine  Zahl  bezogen  und  dann 
auch  construirt  werden*). 

Dass  sich  im  Strahlbüschel  für  jede  rationale  oder  irrationale 
Zahl  ein  ihr  entsprechender  Strahl  finden  lässt,  bedarf  nach  Obigem 
kaum  der  Erwähnung.  Ebensowenig  braucht  ausgeführt  zu  werden, 
dass  sich  die  Formeln  (7)  und  (8)  auf  irrationale  Zahlen  anwenden 
lassen. 

IL   Die  analytische  Geometrie. 

Wir  haben  jetzt  alle  Hülfsmittel  bereit,  um  die  analytische  Geo- 
metrie unabhängig  von  unseren  metrischen  Vorstellungen  (d.  h.  un- 
abhängig vom  Parallelenaxiome)  zu  begründen.  Wie  wir  jedem  durch 
0'  gehenden  Strahle  den  Parameter  des  Punktes  zugeordnet  hatten, 
in  dem  er  die  Linie  Ä  -  C  schneidet,  so  ordnen  wir  auch  jedem 
durch  0  gehenden  Strahle  als  Parameter  die  seinem  Schnittpunkte 
mit  Ä  -  C  beigelegte  Zahl  zu.  Es  sei  so  x  der  bewegliche  Para- 
meter eines  durch  0  gehenden  Strahles,  y  derjenige  eines  durch  0' 
gehenden.  Als  Coordinaten  eines  beliebigen  Funldes  der  Ebene  definiren 
tvir  die  Tarameter  x,  y  der  beiden  Geraden,  ivelche  den  Punkt  mit  0 
bez.  0'  verbinden. 

Es  ist  dann  offenbar  x  =  const.  die  Gleichung  einer  Geraden 
durch  0,  y  =  const.  diejenige  einer  Geraden  durch  0',  x  —  ^  =  0 
die  Gleichung  der  Linie  A-  C.  Betrachten  wir  ferner  die  Gerade 
A  -  0".  Die  Punkte  A,  P,  P',  0"  auf  ihr  stehen  zu  einander 
und  zu  den  Punkten   0,  0'  in  derselben  Beziehung,  wie  die  Punkte 


*)  Einen  anderen  Weg,  die  Arithmetik  der  Geometrie  dienstbar  zu  machen, 
scheint  es  nicht  zu  geben.  Euclid's  berühmte  Behandlung  des  Irrationalen 
beruht  (insoweit  es  darauf  ankommt,  die  Unabhängigkeit  der  Conatrnction  von 
der  gewählten  Längeneinheit  zu  zeigen)  auf  den  Vorstellungen  der  Aehnlichkeits- 
lebre;  letztere  setzt  das  Parallelenaxiom  voraus;  dieser  Weg  ist  also  für  uns 
nicht  brauchbar;  vgl.  darüber  Mob  ins,  Barycentrischer  Calcul,  Schluss  des 
2.  Capitels  (Gesammelte  Werke,  Bd.  1,  p.  176),  ferner  Hankel:  Theorie  der  com- 
plexen  Zahlensysteme,  Leipzig  1867,  p.  59  f.  und:  Zur  Geschichte  der  Mathe- 
matik, Leipzig  1874,  p.  403  f.  —  Die  im  Texte  berührten  begriflFlichen  Schwie- 
rigkeiten sind  besonders  eingehend  von  P.  du  Bois-ßeymond  erörtert:  Die 
allgemeine  Functionentheorie ,  Tübingen  1882;  es  sei  ferner  auf  die  Werke  von 
Thomae  (Elementare  Theorie  der  analytischen  Functionen,  Halle  1880)  und 
Lipschitz  (Lehrbuch  der  Analysis,  Bonn  1877)  verwiesen. 
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Äf  B,  D,   C  der  Geraden  A  -  C,    denn  nach  Fig.  25  wird   P'  durch 
die  Construction 

A-0'\  Q-0"\  D-0 


gewonnen.  Dieselben  Punkte  A,  B,  D,  C  von  0'  aus  auf  A  -  0" 
projicirt,  liefern  die  Punkte  A,  T,  P,  0",  welche  zu  einander  und 
zu  0,  0'   wiederum  in    derselben   Beziehung    stehen.     Ebenso   ist  es 

mit  der  Projection   der  übrigen   Punkte   3,  4,   . .  .,   y,  — ,  ...    von 

A-C  aus  auf  A-0".  Die  a;-Coordinate  der  Punkte  von  A-0" 
gibt  also  auf  dieser  Linie  dieselbe  Parameterbestimmung,  wie  auf 
der  Linie  J.  -  C;  dabei  liegt  der  Punkt  x  =  Q  in  A,  der  Punkt 
x=l    in  P.     Gleiches   gilt  für   die  i/-Coordinate  derselben  Punkte; 

nur  liegt  der  Punkt  ^Z  =  1    an   der   Stelle  x  =  -^ ,   ^  =  2    an    der 

Stelle  x=\,  u.  s.  f.,  während  die  Nullpunkte  beider  Parameter- 
bestimmungen zusammenfallen.  Nach  (8)  besteht  daher  auf  A-0" 
allgemein  die  Relation 

(10)  y  —  2x  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  der  Linie  A  -  0".  Durch  Verlegung  des 
Nullpunktes  von  A  in  irgend  einen  andern  Punkt  der  Linie  A-C, 
was  nach  (7)  durch  eine  lineare  Transformation  von  x  und  y  ge- 
schieht, lässt  sich  dieser  Schluss  auf  alle  durch  0"  gehenden  geraden 
Linien  übertragen.  Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  von  0"  mit 
irgend  einem  PimJde  q  der  Geraden  A-C  ist  daher 

(11)  y  —  2x-\-q  =  0. 

In  derselben  Weise  lassen  sich  successive  alle  Strahlbüschel 
darstellen,  deren  Ceutren  auf  der  Linie  0-0'  liegen,  und  somit 
alle  Geraden  der  Ebene,  wenigstens  soweit  sie  die  Linie  0-0' 
schneiden.  Für  Gerade,  welche  diese  Linie  nicht  schneiden,  gelten 
die  folgenden  Betrachtungen  vorläufig  nicht. 

Ebenso  wie  auf  der  Linie  A-  B  der  Punkt  D  (d.  i.  2)  mit 
Hülfe  von  0,  0'  aus  A,  B,  C  construirt  wurde,  lässt  sich  auf  der 
Linie  0-0'  der  Punkt  0"  mit  Hülfe  von  D,  B  aus  0',  0,  C  ab- 
leiten. In  der  That  bestätigt  Fig.  25  sofort  die  Richtigkeit  der  Con- 
struction (vgl.  oben  p.  435) 

0'-B\  Q^-C\  Q-B] 

Wenn    wir    also     auf   A-B    den    Punkten    A,    B,    C,    D    resp.    die 

Cleb seh,  Vorlesungen.    II.  1.  29 


450 


Dritte  Abtheilunff. 


Parameter  0,  1,  oo,  2  zuordneten,  so  müssen  wir  ebenso  auf  0-0' 
den  Punkten  0',  0,  C,  0"  dieselben  Zahlen  0,  1,  oo,  2  entsprechen 
lassen.  Aber  zu  dem  Punkte  0"  gelangen  wir  ebenfalls  durch  die 
Construction: 

0'-S\  B-0\  F-A\ 

(13)  c'-^r-       c-s}^'      0-oV"- 

Den  Uebergang  von  der  Linie  A  -  B  zur  Linie  0-0'  können  wir 
also  auch  dadurch  bewerkstelligen,  dass  wir  die  Punkte 

A,  B,  C,  0,  0',  D 
resp.  ersetzen  durch 

0',  C,  0,  A,  S,  0". 

Demgemäss  wollen  wir  festsetzen,  dass  den  Punkten  0',  0,  0,  0" 
he0.  die  Zahlen  0,  1,  oo,  2  als  Parameter  beigelegt  werden. 

Oben  wurden  unsere  Constructionen  durch  Einführung  des  Punktes 
0"  vereinfacht,  der  als  vierter  harmonischer  von  0'  in  Bezug  auf  C 
und  0  definirt  war.  Suchen  wir  nun  den  vierten  harmonischen  Punkt 
von  S  in  Bezug  auf  0  und  A,  so  ergibt  sich  derselbe  aus  (13) 
mittelst  der  angegebeneu  Vertauschungen,  d.  h.  durch  die  Construction 

A-C  I        1'  A-0        i'^"- 

Der  Punkt   Q^^   kann   daher  bei   den   weiteren   Constructionen   ebenso 

benutzt  werden,  wie  früher  der 
Punkt  0".  Auf  eine  nähere  Er- 
örterung brauchen  wir  nicht  ein- 
zugehen. 

Nun  leiteten  wir  die  Glei- 
chung (11)  aus  (10)  ab,  indem 
wir  uns  die  Linie  A-C  durch 
A-0"  ersetzt  dachten.  Ebenso 
können  wir  weiter  gehen,  d.  h. 
die  Linie  A  -  0"  durch  eine 
Linie  A-  0'"  ersetzt  denken, 
wenn  0'"  zu  0",  C,  0  in  der- 
selben Beziehung  steht,  wie  0" 

zu  C,  0',  0;  wobei  dann  der  Punkt  0'"  durch  die  Construction 
C-S)  P-O)  N-A\ 

0"-^P'        o-'s]-^'        O-O'f 

definirt  ist  (vgl.  Fig.  27)  und  diesem  Punkte  der  Parameter  3  bei- 
gelegt  werden  muss.     Die  Gleichung  der  Linie  A  -  0'"   ist  hiernach 


Pig.  27. 
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y  —  ?)X  =  0;  unil  die  Gleichung  irgeud  einer  Linie  durch  den 
Punkt  0'": 

y  —  3x-i-q  =  0. 

Diese   Gerade   schneidet  die  Linie  Ä  -  (J  im  Punkte    ^  •     Fahren  wir 

so  fort  und  construiren  auf  0-0'  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen, 
so  ist  allgemein  die  Gleichung  einer  durch  den  Punkt  n  von  0-0' 
gehenden  Geraden 

(14)  y  —  nx  +  {?  =  0 . 

Dies  gilt  zunächst  für  alle  ganzzahligen  positiven  Werthe  von  n, 
kann  aber  leicht  auf  die  negativen  Zahlen  n  (denen  Punkte  zwischen 
0'  und  C  entsprechen)  übertragen  werden.  Eudlich  lassen  sich  auch 
für  gebrochene  Zahlen  mit  einem  Nenner  der  Form  2''  die  ent- 
sprechenden Ueberlegungen  anstellen  und  letztere  vermöge  der  Dar- 
stellung (9)  auf  beliebige  rationale  oder  irrationale  Zahlen  ausdehnen. 
Die  Gleichung  (14)  stellt  also  allgemein  eine  Gerade  dar,  welche  die 

Linie  0-C  im  Pmikte  n  und  die  Linie  A-C  im  FunTite  — ^  schneidet. 

n  —  1 

Man  erkennt  hieraus,  dass,  wenn  sich  der  Punkt  x,  y  auf  einer 
geraden  Linie  bewegt  und  sich  dabei  der  Geraden  0-0'  nähert, 
die  Coordinateu  x  und  y  zwar  einzeln  unendlich  gross  werden,  dass 
aber  ihr  Verhältniss  y  :  x  endlich  bleibt  und  zwar  gleich  dem  Para- 
meter des  Punktes  wird,  in  welchem  die  betreffende  Gerade  der  Linie 
0  -  0'  begegnet. 

Nachdem  so  die  gerade  Linie  durch  eine  lineare  Gleichung  dar- 
gestellt ist,  lassen  sich  unsere  früheren  Untersuchungen,  soweit  die- 
selben nur  auf  dem  linearen  Charakter  der  Gleichung  beruhten,  unter 
Benutzung  unserer  neuen  Coordinaten  durchführen.  Wir  deuten  hier 
nur  kurz  den  betreffenden  Gedankengang  an.     Sind 

R  ^^  ax  -\-  l)y  -\-  c  ==  0 ,     S  ^  a'x  +  h'y  -f-  c'  =  0 

die  Gleichungen  zweier  von  einander  verschiedenen  Geraden*),  welche 
sich  schneiden,  so  ist  der  durch  sie  bestimmte  Strahlbüschel  in  der 
Gleichung 

(15)  R-{-kS  =  0 

dargestellt.  Insbesondere  kann  der  Mittelpunkt  des  Büschels  auf 
der  Linie  0-0'   liegen;  dann  ist  in  (15)   nach  Division   mit  einem 


*)  Wir  können  nicM  R  und  S  als  zwei  beliebige  lineare  Ausdrücke  defi- 
niren,  denn  es  ist  nicht  gezeigt,  dass  jede  lineare  Gleichung  in  x  und  y  auch 
eine  gerade  Linie  darstellt.  Wir  werden  später  sehen,  dass  diese  Umkehrung 
nur  bei  unserer  zweiten  Hypothese  (p.  442)  richtig  ist. 

29* 


452  Dritte  Abtheilung. 

passenden  Factor  nur  das  coustaute  Glied  von  dem  Parameter  A  ab- 
hängig, wie  die  zu  (14)  führenden  Ueberlegungen  sofort  zeigen,  d.  h. 
in  jR  sind  die  Faetoren  von  x  und  y  resp.  zu  den  entsprechenden 
Factoren  in  S  proportional.  Schneiden  sich  (bei  unserer  ersten  Hypo- 
these) die  Linien  11  =  0  und  S  =  0  nicht,  so  wollen  wir  gleichwohl 
die  Gesammtheit  der  durch  (15)  dargestellten  Geraden  als  einen  Strahl- 
büschel bezeichnen. 

Unsere  nächste  Aufgabe  wäre  jetzt,  die  geometrische  Bedeutimg 
des  in  (15)  auftretenden  Parameters  A  zu  erörtern.  Wir  schicken  zu 
dem  Zwecke  einige  allgemeine  Betrachtungen  voraus.  Sind  zwei 
Strahlen  R  -{-  X^^S  =  0  und   R  -\-  X2S  =  0   gegeben,   so  nennen  wir 

~  das  Boppelverhältniss  der  vier  Strahlen  R  =  0,  S  =  0,  R-{-  XiS==0, 

R  -\-  2,28  =  0.  Statt  der  Strahlen  R  =  0,  S  =  0  kann  man  in  be- 
kannter Weise  zwei  beliebige  Strahlen  mit  den  Parametern  A3,  A^ 
einführen  (vgl.  Bd.  I,  p.  37);  wir  nennen  dann  allgemein  den  Ausdruclc 

(16)  ('''l;    hy   Kl    ^4)  =  /  i    '   l    —  l 

das  Boppelverhältniss  der  vier  Strahlen 

RJ^XiS^Q,     für  i  =  1,  2,  3,  4. 

Dasselbe  ist  eindeutig  bestimmt,  sobald  ausser  den  vier  Parametern 
die  Anordnung  angegeben  ist,  in  welcher  diese  Parameter  zu  be- 
nutzen sind.  Der  Werth  des  Doppelverhältnisses  hängt  von  der 
Lage  der  vier  Strahlen  des  Büschels  gegen  einander  ab,  vielleicht 
aber  auch  noch  von  anderen  Punkten  (z.  B.  0  und  0')  und  Linien 
der  Ebene,  die  bei  Definition  unserer  Coordinaten  x,  y  benutzt  wurden. 
Dass  aTusschliesslich  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Büschelstrahlen 
für  den  Werth  ihres  Doppelverhältnisses  entscheidend  ist,  werden 
die  folgenden  Ueberlegungen  zeigen. 

In  entsprechender  Weise  lässt  sich  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Punkten  einer  Geraden  analytisch  definiren.  Wir  bringen  die 
Gleichung  einer  Geraden  auf  die  Form 

(17)  ux  +  «;«/  +  1  =  0 

und  nennen  dann  u,  v  ihre  Coordinaten.  Geht  die  Linie  durch  den 
Anfangspunkt  x  ==  0,  y  =  0,  so  ist  nur  das  Verhältniss  derselben 
bestimmt.  Denken  wir  x,  y  constant,  u  und  v  dagegen  als  ver- 
änderlich, so  ist  (17)  die  Gleichung  des  Bimlctes  x,  y  in  Liniencoordi- 
naten.  Sind  nun  P,  Q  zwei  lineare  Ausdrücke  in  ti,  v,  und  P  =  0, 
^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte,  so  ist  jeder  Punkt  der  Ver- 
bindungslinie durch  eine  Gleichuns;  der  Form 
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(18)  P4-AC,>  =  0 

darstellbar.  Sind  vier  Punkte,  entsprechend  den  Werthen  X^,  Z^, 
A3,  A4  von  A,  gegeben,  so  nennen  wir  den  Ausdruck  (16)  das  Doppel- 
verhältniss  dieser  vier  PunMe.  Eine  leichte  Rechnung  (vgl.  Bd.  I, 
p.  44)  zeigt  sofort,  dass  das  Doppelverhältniss  von  vier  Stralüen  eines 
Büschels  gleich  ist  dem  Boppelverhältnisse ,  ivelches  durch  ihre  Schnitt- 
punTite  mit  einer  heliebigen  Geraden  bestimmt  wird. 

Die  ausgezeichneten  Werthe  des  Doppelverhältnisses  sind  ebenso 
wie  bei  unserer  früheren  Darstellung  zu  discutiren  (Bd.  I,  p.  38  ff.). 
Hervorgehoben  werde  hier  nur  der  Fall  der  harmonischen  Lage,  bei 

welcher   die   Werthe   —  1,    —  oder  2    auftreten.     Insbesondere   sind 

die  Strahlen  11  =  0,  S  =  0  harmonisch  zu  den  Strahlen  R  -{-  S  =  0 
und  R  —  ;S^  =  0.  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  lässt  sich  die  Figur 
des  vollständigen  Vierseits  behandeln,  und  es  ergibt  sich  so  als  wich- 
tiges Resultat,  dass  die  Construction  des  vierten  harmonischen  PunJäes 
vollständig  unabhängig  ist  von  der  Wahl  der  dabei  8u  ziehenden  Hülfs- 
linien.  Solche  Vierseitsconstructionen  waren  es  aber  auch,  die  uns 
oben  von  den  Punkten  A,  B,  C  zu  D  (d.  h.  von  0,  1,  00  zu  2) 
führten,  und  dann  weiter  die  Punkte  3,  4,  .  .  .  finden  lehrten.  Alle 
diese  Constructionen  sind  daher  von  der  Wahl  der  Punkte  0,  0' 
vollkommen  unabhängig;  wie  man  diese  HülfspunMe  auch  wählen  möge, 
man  wird  durch  Ausführung  der  früheren  Constructionen  immer  zu  dem- 
selben Punkte  D  geführt.  Die  harmonische  Lage  von  vier  Punkten 
auf  einer  Reihe  gibt  also  eine  Beziehung  zwischen  diesen  Punkten, 
die  in  keiner  Weise  durch  irgend  welche  ausserhalb  der  Geraden  ge- 
legenen Elemente  (Punkte  oder  Gerade)  vermittelt  wird.  Ent- 
sprechendes gilt  für  vier  harmonische  Strahlen  eines  Büschels. 

Kehren  wir  zu  den  Strahlen  des  Büschels  (15)  zurück  und  bilden 
das  Doppelverhältniss 

(18)  (1,  A,  0,  00)  =  A, 

so  erkennen  wir,  dass  der  Parameter  A  des  beweglichen  Strahles 
aufzufassen  ist  als  das  Doppelverhältniss,  welches  dieser  Strahl  zu- 
sammen mit  den  „Grundstrahlen"  jR  ==  0,  S  =  0  und  dem  „Einheits- 
strahle" B  -j-  S  ==  0  bestimmt.  Auch  dieses  Doppelverhältniss  wird 
sich  uns  als  eine  allein  durch  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Strahlen 
bestimmte  Zahl  ergeben. 

Vermöge  unserer  wiederholten  Vierseitsconstructionen  („harmo- 
nischen Constructionen")  ordneten  wir  früher  (p.  436  ff.)  jedem  Pnnkte 
der  Geraden  A  -  C  eine  Zahl  x  zu,  die  vollkommen  bestimmt  war, 
wenn   die  Punkte  A,  B,  C  auf  der  Geraden   beliebig   angenommen, 
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und  diesen  Paukten  bez.  die  Wertlie  0,  1,  oo  zugetlieilt  waren. 
Suchen  wir  nun  das  Doppelverliältniss  zu  bilden,  welches  durch  vier 
Punkte  Xi,  x.^^  x^,  x^  bestimmt  wird.  Zu  dem  Zwecke  haben  wir  die 
Gleichungen  dieser  Punkte  aufzustellen.  Da  für  alle  Punkte  von 
A-  C  die  Gleichung  x  —  y  =  0  erfüllt  war,  so  sind  diese  vier 
Gleichungen  in  der  Form 

Fi  =  {u  +  v)Xi  +1  =  0     für     i  =  1,  2,  3,  4 
enthalten,  und  man  kann  zwei  Werthe  A^,  X.^  so  bestimmen,  dass  die 
Gleichungen  Pg  ==  0,  P^  =  0  bez.  mit  den  Gleichungen 

P, +  A,P2  =  0,     P,-i-X,P,  =  0 
äquivalent  sind.     Es  ergibt  sich: 

Das  Doppelverliältniss  der  vier  Punkte  wird  also  gleich 

nq\  ^2 ^^3  ~  ^ä  .  ^4  ~  ^1  /        ^      „         \ . 

K^'JJ  i    — aj   _  jj;      X   —  x^  — ^^'     27  -^37  '^4,'? 

man  berechnet  es  demnach  aus  den  obigen  Parametern  Xi  der  Punkte 
auf  Ä  -  C  genau  so,  wie  es  Formel  (16)  angab.  Insbesondere  folgt 
hieraus  gemäss  (18):  Die  durch  unsere  früheren  Constructionen  den 
Ptmkten  der  Geraden  A-  C  beigelegten  Parameter  x  sind  die  Doppel- 
verhältnisse, ivelche  diese  Punlde  mit  den  drei  festen  Punkten  A,  B,  C 
hei  richtiger  Anordnung  bilden.  Es  wurde  schon  hervorgehoben,  dass 
diese  Parameter  ausschliesslich  von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier 
Punkte  abhängen.  Da  nun  A  -  C  eine  ganz  beliebig  gewählte 
Gerade  war,  und  da  die  Punkte  A,  JB,  C  auf  ihr  ebenfalls  beliebig 
gewählt  waren,  so  ist  allgemein  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punlden 
einer  Geraden  eine  allein  durch  die  gegenseitige  Lage  dieser  Punkte 
bestimmte  Zahl*),  deren  Berechnung  möglich  ist,  ohne  dass  von  den 


*)  Dem  entsprechend  bezeichnet  v.  St  au  dt  (in  seinen  Beiträgen  zur  Geo- 
metrie der  Lage,  I,  p.  15)  den  „Inbegriff  von  vier  Elementen  Ä,  B,  C,  D  eines 
imd  desselben  Elementargebildes,  mit  Rücksicht  auf  die  Ordnung,  in  der  die- 
selben angeschrieben  werden,  und  mit  Rücksicht  auf  das  Elemeutargebilde 
(d.  i.  Punktreihe,  Strahlbüschel  oder  Ebeneubüschel)  selbst"  als  einen  Wurf 
und  findet  für  diesen  abstracten  (ohne  metrische  Hülfsmittel)  definirten  Wurf 
nachträglich  dieselben  Rechnungs-  und  Constructionssätze,  welche  uns  aus  der 
Theorie  des  Doppelverhältnisses  bekannt  sind;  vgl.  oben  p.  116  ff.  —  Wir  haben 
es  vorgezogen,  durch  specielle  Constructionen  jedem  Elemente  zuerst  eine  Zahl 
(die  dann  auch  ein  Doi^pelverhältniss,  ein  Wurf,  ist)  zuzuordnen ,  und  dann  den 
allgemeinen  Begriff  des  Doppelverhältnisses  analytisch  einzuführen.  Es  ist  dies 
um  so  empfehloiiswerther,  als  die  gemachten  Constructioueu  doch  nöthig  werden 
würden,  um  die  Gleichung  einer  beliebigen  geraden  Linie  aufzustellen.  —  Indem 
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Jiegritfeu  des  Abstandes  oder  des  Winkels  Gebrauch  gemacht  werden 
müsste. 

Auch  die  beiden  Coordinaten  x^  y  eines  beliebigen  Punktes  77 
der  Ebene  lassen  sich  jetzt  als  Doppelverhältnisse  deuten.  Es  war 
X  das  Doppelverhältniss,  welches  von  dem  Strahle  0  - 11  mit  den 
Strahlen  0-Ä,  0-B  und  0-C  gebildet  wird,  ebenso  y  das  ent- 
sprechende von  den  Strahlen  0'  -  IT,  0'  -  A,  O'-B,  0' -  C  gebil- 
dete Doppelverhältniss.  Da  C  auf  der  Verbindungslinie  von  0  mit 
0'  liegt  und  da  B  die  Coordinaten  x  ==  y  =  1  hatte,  können  wir 
dies  in  folgender  Weise  aussprechen*): 

Die  Coordinaten  x,  y  eines  FunMes  IT  tverden  durch  ein  willldlr- 
lich  zu  wählendes  „Coordinatendreicch"  AOO'  und  einen  ebenfalls  will- 
hürlich  ivählbaren  „EinheitspimU"  B  festgelegt;  und  zwar  ist  x  das 
Doppelverhältniss  der  von  0  nach  A,  0',  B,  IT  gehenden  Strahlen,  y 
dasjenige  der  von  0'  nach  A,  0,  B,  IT  zu  ziehenden  Linien  (hei 
passender  Anordnung  der  PimJäe). 

Hierbei  erscheinen  zwei  Ecken  des  Coordinatendreiecks  AOO' 
vor  der  dritten  ausgezeichnet;  um  völlige  Symmetrie  herzustellen, 
führen  wir  homogene  Coordinaten  ein.  Die  Gleichungen  der  vier 
Strahlen,  welche  A  mit  0,  0'  B,  IT  verbinden,  sind  nämlich  in 
Variabein  X,  Y: 

Z=0,     Y=0,     Y—X  =  0,     xY-yX  =  0; 

ihr  Doppelverhältniss  ist  folglich  gleich  -^'  Nennen  wir  also  Xj,  x^^ 
Xq  drei  Zahlen,  die  der  Proportion 

wir  gleiclizeitig  die  Projectivität  analytisch  (durch  die  Forderung  der  Gleich- 
heit entsprechender  Doppelverhältnisse)  definiren,  vermeiden  wir  die  Schwierig- 
keit, die  sich  bei  der  v.  Staudt' sehen  Definition  (wonach  sie  dadurch  bedingt 
ist,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  wiederum  harmonische  Elemente  ent- 
sprechen) nach  Klein  ergeben,  und  die  man  nach  den  Entwicklungen  von 
Lüroth^  Zeuthen  (vgl.  p.  446)  und  Darboux  (Math.  Annalen  Bd.  17)  zu  be- 
seitigen hat;  vgl.  für  letztere  Frage  auch  de  Paolis,  Memorie  della  reale  Acca- 
demia  dei  Lincei  (Classe  fisiche,  matem.  e  uatur.),  Serie  3*,  vol.  9,  1880/81. 

*)  Die  Definition  der  Coordinaten  durch  Doppelverhältnisse  ist  von  Fiedler 
gegeben:  Vierteljahrsschrift  der  naturforschendeu  Gesellschaft  in  Zürich,  Bd.  15, 
1871;  vgl.  auch  Lüroth:  Math.  Annalen,  Bd.  8,  p.  211.  —  Klein  (ib.  Bd.  6, 
p.  142)  weist  darauf  hin,  dass  man  von  Fiedler's  Definition  der  Coordinaten 
ausgehen  müsse,  um  die  analytische  Geometrie  rein  projectivisch  zu  begründen; 
das  a,  a.  0.  ebenfalls  zu  Hülfe  genommene  abstracte  Rechnen  mit  v.  Staudt's 
Würfen  (vgl.  oben  p.  116)  kann  aber  nach  den  Entwicklungen  des  Textes  ver- 
mieden werden,  wenngleich  dasselbe  zur  Construction  aller  Punkte  mit  ratio- 
nalen Coordinaten  sich  nachträglich  als  nützlich  erweisen  wird. 
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genügen,  so  sind  die  Doppelverhältnisse  der  drei  von  den  Ecken  des 
Coordinateudreiecks  aus  zu  construirenden  Strahlenquadrupel  durch 
die  Quotienten  aus  je  zweien  dieser  Zahlen  symmetrisch  dargestellt. 
Die  Einführung  dieser  homogenen  Coordinaten  empfiehlt  sich  über- 
dies dadurch,  dass  nun  auch  die  Gerade  0-0'  durch  eine  lineare 
Gleichung,  nämlich  x^  =  (),  dargestellt  werden  kann,  und  dass  jetzt 
die  Gleichung  eines  Strahlbüschels ,  dessen  Centrum  auf  0-0'  liegt 
(vgl.  p.  451  f.),  in  der  Form 

11   "l  2     2    "T"   ^  3  "^^3   "l      "«^3   ^^^^  ^ 

erscheint. 

Bisher  konnten  wir  nur  solche  gerade  Linien  durch  Gleichungen 
darstellen,  welche  die  bei  unserer  Coordinatenbestimmung  zu  ziehen- 
den Hülfslinien  schneiden;  um  auch  andere  Gerade  in  den  Kreis  der 
Betrachtung  zu  ziehen,  leiten  wir  die  Formeln  der  Coordinatentrans- 
formation  ab.  Da  die  Coordinaten  durch  Doppelverhältnisse  definirt 
sind,  unterliegt  dies  keinen  Schwierigkeiten.  Es  mögen  drei  gerade 
Linien,  deren  Gleichungen  in  der  Form 
ax  -{- hy  -\-  c  =  0 ,      a'x  -\-  h'y  -f-  c'  =  0,       a"x  -{-  h"y  -\-  c"  =  0 

bereits  bekannt  sind,  ausgewählt  werden;  die  erste  werde  an  Stelle 
der  Linie  x  ==  0,  die  zweite  an  Stelle  der  Linie  y  =  0  benutzt,  die 
dritte  möge  diejenigen  Punkte  liefern,  für  welche  die  neuen  Coordi- 
naten I,  7}  beide  unendlich  gross  werden.  Es  seien  ferner  Xq,  yQ 
die  Coordinaten  des  neuen  (an  Stelle  von  B)  zu  benutzenden  Ein- 
heitspunktes. Die  erste  und  dritte  der  gegebenen  Geraden  bestimmen 
einen  Strahlbüschel;  der  durch  einen  beliebigen  Punkt  x,  y  desselben 
gehende  Strahl  hängt  von  einem  Parameter  l  ab,  welcher  der  Gleichung 

ax  -\- hy  -{-  c  -\-  l{a"x  -}-  h" y  +  c")  =  0 

genügt.  Der  Parameter  Aq  des  durch  x^^  y^  gehenden  Strahles  in 
demselben  Büschel  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

«^0  +  ^!/o  +  c  +  ^  («"^o  +  ^'Vo  +  c")  =  0 . 
Die  neue  Coordinate  |  ist  definirt  als   das  Doppelverhältniss  der  vier 
Strahlen  A^,  A,  0,  oo;  also  wird: 

<.  l   ax  -\-  ty  -\-  c        a" Xq  -\-  h" y^  -\-  c" 

l^         a" X -\- b" y -\- c"         ax^  +  by^  -\- c     ' 

und  ebenso  findet  man: 

^    g'a;  +  b'y  +  c'    ^  a" x^  -\-  b" y^  +  c" 
'         a" X  -\-  b"y  -\-  c"      a' x^  -\-  b' y^  -\-  c' 

Es  werden  sonach  ^  und  tj  gleich  allgemeinen  linearen  Functionen 
von  X  und  y  mit  gemeinsamem  Nenner;  die  Formeln  der  Coordinaten- 
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transformation  sind  daher  dieselben,  ivie  sie  früher  aufyestellt  wurden; 
und  dies  gilt  auch  für  homogene  Coordinaten. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  Linie  L,  deren  Gleichung  durch  unsere 
bisherigen  Untersuchungen  noch  nicht  erhalten  werden  kann,  weil  .sie 
eine  der  zu  benutzenden-  Hülfslinien  nicht  schneidet.  Wir  legen  dann 
das  neue  Coordinatendreieck  so,  dass  die  Gleichung  der  Linie  L  in 
den  neuen  Coordinaten  sich  in  der  früheren  Weise  ergibt.  Die  eben 
aufgestellten  Formeln  der  Coordinatentransformation  erlauben  uns, 
zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  x,  y  zurückzukehren;  und  die 
alsdann  sich  ergebende  lineare  Gleichung  soll  als  diejenige  der  Ge- 
raden L  bezeichnet  werden.  Jede  Gerade  der  Ebene  ivird  daher  durch 
eine  lineare  Gleichung  dargestellt. 

Nach  Erreichung  dieses  Resultates  können  wir  alle  früheren 
Untersuchungen  und  Constructionen,  welche  nur  auf  dem  linearen 
Charakter  der  zur  Behandlung  der  Geraden  dienenden  Gleichungen 
beruhen,  auch  jetzt  als  gültig  in  Anspruch  nehmen.  Insbesondere 
gilt  dies  von  denjenigen  Constructionen,  die  wir  früher  zur  Auf- 
findung der  Summe  oder  des  Productes  zweier  Doppelverhältnisse 
ausführten.  Lassen  wir  z.  B.  in  Aufgabe  5,  p.  116  die  Punkte  ft 
und  V  zusammenfallen,  so  ist  die  gegebene  Involution  durch  ihre 
beiden  Doppelpunkte  [X^  ^^^^  f*  =  ^)  bestimmt,  und  6  erscheint  ein- 
fach als  vierter  harmonischer  Punkt  von  A^  in  Bezug  auf  diese 
Doppelpunkte.  Lassen  wir  also  A^  mit  A  in  Fig.  24  (p.  435),  Ag  mit 
JB,  n>  =  V  mit  C  zusammenfallen,  so  wird  6  mit  D  identisch.  Setzen 
wir  demgemäss  in  (5),  p.  116 

Aj  =  0,     A2==l,     ft==v  =  oo, 
so  geht  diese  Gleichung  über  in 

_^  =  1  -f  1=2; 
a  —  1  '  ' 

es  wird  also  in   der  That  6  =  2.     Um   weiter   vom  Punkte   2   zum 

Punkte  3  zu  gelangen,  haben  wir  nur  ^  =  1,  v  =  2  zu  nehmen  und 

Aj  =  0,  A2  =  00;  die  Gleichung  (5)  gibt  dann  in  der  That 

(?=  1  +  2  =  3. 

Allerdings  ward  in  Fig.  14,  p.  117,  der  Punkt  0  nicht  als  vierter  har- 
monischer von  1  in  Bezug  auf  2  und  00  gefunden;  aber  da  hier 
2  zu  0  und  00  in  Bezug  auf  1  harmonisch  liegt,  so  gibt  die  For- 
derung der  harmonischen  Lage: 

(1,  ^,  2,  oo)  =  ^  =  -l 
hier  ebenfalls  0  =  3.    Unsere  frühere  Construction  führt  daher  ohne 
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Benutzimg  des  Punktes  0  zu  demselben  Puulite  3^  wie  die  in  Fig.  24 
ausgeführte.  Diese  in  Fig.  14  dargestellte  Constructiou  erlaubt  uns 
aber  allgemein  die  Summe  fi  -\-  v  zu  construiren,  d.  h.  auf  unserer 
Geraden  AC  aus  den  Punkten  ii  und  v  direct  den  Punkt  fi  -\-  v  allein 
durch  Zielten  von  geraden  Linien  dbmleiten;  denn  machen  wir  A^  ==  0, 
Ag  =  oo,  so  geht  die  Gleichung  (5),  p.  116  über  in 

ö  =  II  -\-  V  . 

Während  also  in  der  Arithmetik  die  Summe  zweier  ganzen  Zahlen 
nur  durch  successives  Hinzufügen  der  Einheit  gewonnen  werden  kann, 
sind  wir  mittelst  einfacher  harmonischer  Constructiouen  in  der  Lage, 
diese  Summe  zu  finden,  ohne  von  den  Zwischenpuukten  ^i  -\-  1, 
fi-f-2,  .  .  .  ^  -\-  V  —  1  Gebrauch  zu  machen. 

Durch  diese  Ueberlegung  wird  nachträglich  die  Aufgabe,  auf 
der  Linie  A  -  C  den  einer  gegebenen  Zahl  zugeordneten  Punkt  zu 
finden,  ausserordentlich  vereinfacht.  Eine  noch  wichtigere  Erleichte- 
rung kann  durch  Benutzung  von  Aufgabe  6,  p.  117  erzielt  werden. 
Dieselbe  gestattet,  aus  den  Punkten  ft  und  v  direct  den  Punkt  ^-v 
zu  construiren,  denn  für  A^  ^0,  Ag  =  oo,  A3  =  1  geht  die  frühere 
Gleichung  (6)  über  in  fi  •  v  =  7t.    Durch  Umkehrung  dieser  Operation 

gelangt   man   also  dazu,   den  Punkt  —   aus  71  und  fi  zu  finden,  und 

so  allgemein  alle  PunJcte  der  Linie  A  -  C,  denen  rationale  Zahlen 
als  Parameter  zugeordnet  sind,  in  einfachster  Weise  zu  construiren. 
Während  früher  alle  rationalen  Zahlen,  deren  Nenner  nicht  gleich 
einer  Potenz  von  2  war,  nur  näherungs weise  (durch  eine  unendliche 
Zahl  von  Operationen)  gefunden  werden  konnten,  bleibt  ein  solches 
Verfahren,  das  der  Darstellung  einer  Zahl  in  der  Form  (9)  ent- 
spricht, nunmehr  ausschliesslich  für  irrationale  Parameterwerthe  vor- 
behalten. 

Es  unterliegt  nunmehr  keinen  Schwierigkeiten,  auch  die  ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes  auf  rein  projectivischer  Grundlage 
aufzubauen.  In  einer  beliebig  angenommenen  Ebene  legen  wir  zunächst 
in  der  besprochenen  Weise  mit  Hülfe  eines  Fundamentaldreiecks 
AOO'  jedem  Punkte  zwei  Coordinaten  x,  y  bei,  so  dass  x  auf  A-O, 
y  auf  A-0'  verschwindet,  während  auf  0-0'  beide  Coordjnaten  un- 
endlich gross  werden.  Ausserhalb  dieser  Ebene  nehmen  wir  einen 
Punkt  Q.  beliebig  an  und  ordnen  den  Punkten  der  Linie  A-Q. 
mittelst  fortgesetzter  harmonischer  Constructionen  Parameter  z  in 
der  Weise  zu,  dass  z  =  Q  den  Punkt  A,  z  =  <x>  den  Punkt  Q  liefert, 
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während  ^  =  1  beliebig  auf  Ä  -  Q  gewählt  werden  darf*).  Zu  den 
räumlichen  Coordinaicn  gelangen  wir  durch  folgende  Festsetzung:  es 
sei  die  ^-Coordinate  eines  Punktes  P  der  Parameter  desjenigen 
Punktes  von  Ä-Q,  in  dem  diese  Linie  von  der  Ebene  FOO'  ge- 
troffen wird,  die  x-  und  ?/-Coordinaten  desselben  Punktes  P  seien 
die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  in  welchem  die  Ebene  ÄOO' 
von  der  Linie  Q  -  P  geschnitten  wird.  Es  ist  so  offenbar  x  =  const. 
die  Gleichung  einer  Ebene  durch  die  Axe  0-Q,  ?/  =  const.  die 
Gleichung  einer  Ebene  durch  die  Axe  0'  -  Q,  endlich  ^  =  const. 
diejenige  einer  Ebene  durch  die  Axe  0  -  0' .  Allgemeiner  ist  die 
Gleichung  einer  Ebene  durch  den  Punkt  Q.  stets  von  der  Form 
ax  -\-l)y  -\-  c  =^0.  Um  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  ab- 
zuleiten, führen  wir  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  für  vier 
Ebenen  eines  Büschels  ein. 

Als  Dopjjelverhältniss  von  vier  Ebenen  eines  Büschels  definiren  wir 
das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  welche  sie  auf  irgend  einer 
nicht  von  der  Axe  des  Büschels  getroffenen  Geraden  ausschneiden. 
Dass  dieses  Doppelverhältniss  von  der  Wahl  dieser  Geraden  (die 
mit  L  bezeichnet  werde)  unabhängig  ist,  sieht  man  leicht  ein.  Sei 
L'  irgend  eine  Gerade,  welche  L  schneidet,  dann  bilden  die  Ver- 
bindungslinien der  auf  L  ausgeschnittenen  Punkte  mit  den  ent- 
sprechenden auf  L'  ausgeschnittenen  Punkten  vier  Strahlen  eines 
ebenen  Strahlbüschels,  dessen  Scheitel  auf  der  Büschelaxe  liegt. 
Den  vier  Punkten  auf  L'  kommt  daher  auch  dasselbe  Doppel- 
verhältniss zu,  wie  denen  auf  L.  Um  zu  beweisen,  dass  auch  auf 
einer  Linie  L",  welche  von  L  nicht  getroffen  wird,  vier  Punkte  mit 
demselben  Doppelverhältnisse  durch  unsere  Ebenen  bestimmt  werden, 
braucht  man  demnach  nur  eine  Ilülfslinie  L'  einzuschalten,  welche 
aus  den  gemeinsamen  Treffgeraden  der  Linien  L  und  L'  so  aus- 
zusuchen ist,  dass  sie  auch  jede  der  vier  Ebenen  schneidet.  Unter 
Benutzung  des  hiermit  erklärten  Doppelverhältnisses  von  vier  Ebenen 
ist  es  nunmehr  gestattet,  Ebenenbüschel  projectivisch  auf  einander 
und  auf  Punktreihen  oder  Strahlbüschel  zu  beziehen.  Insbesondere 
kann  aus  der  Eindeutigkeit  solcher  Beziehungen  und  aus  der  Ab- 
hängigkeit derselben  von  drei  Parametern  leicht  geschlossen  werden, 
dass  zwei  projectivische  JEhcncnhüschel,  deren  Axen  sich  schneiden,  und 
deren  gemeinsame  Ebene  sich  selbst  zugeordnet  ist,  als  Ort  der  Schnitt- 

*)  Ebenso  konnten  früher  die  Punkte  x  =  1,  y  =  '^  bez.  auf  den  Linien 
A  -  0'  und  Ä  '  0  beliebig  gewählt  werden,  nämlich  in  Q  und  S;  der  Ein- 
heitspunkt B,  von  dem  wir  ausgingen,  bestimmt  sich  dann  als  Schnittpunkt  von 
0  -  Q  mit  O'  -  S. 


460  Dritte  Abtheilung. 

linien  entsprechender  Ebenen  eine  dem  Büschel  nicht  amjehöriye  Ebene 
ergeben. 

Dieser  Satz  soll  uns  dazu  dienen,  zunächst  die  Gleichung  einer 
Ebene  aufzustellen,  welche  durch  eine  Ecke  des  „Coordinaten- 
tetraeders''  ÄOO'Q  hindurchgeht.  Es  ist  x  —  A  =  0  die  Gleichung 
des  Ebenenbüschels  mit  der  Axe  0  -  Q,  ^  —  ^1  =  0  diejenige  des 
Büschels  mit  der  Axe  0  -  0'\  ihnen  ist  die  Ebene  ÜOO'  (d,  h. 
k  =  oo,  fi  =  cx))  gemeinsam,  die  projectivische  Beziehung  wird  daher 
durch  eine  Gleichung  der  Form  al  -^-b^i  -{■  c  =  0  vermittelt;  und 
so  ergibt  sich  ax  -\-  bs  -\-  c  ==  0  als  Gleichung  einer  Ebene  durch  0; 
umgekehrt  ist  jede  den  Punkt  0  enthaltende  Ebene  in  dieser  Form 
darstellbar,  wie  man  leicht  beweist.     So  haben  wir  allgemein 

die  Gleichung  einer  Ebene  durch  Q  in  der  Form:  ax-\-by  -\-  c   =  0, 
„  „  „  ,:      0    „     „        „    :  ax-\-b2-{-c    =  0, 

;,  „  „  ;;  ;;        0'    „      „  „      :    ay-\-bz-{-C    =  0, 

„  „  „  „  „      Ä   „     „        „     :  ax-{-by-\-cs  =  0. 

Sei  jetzt  eine  beliebige  Ebene  E  gegeben;  durch  Ä  und  Q  legen 
wir  Gerade,  die  sich  in  einem  Punkte  P  von  E  schneiden.  Den 
beiden  Ebenenbüscheln  ~mit  den  Axen  P-Ä  und  P-Q  ist  die 
Ebene  PAQ,  deren  Gleichung  kx  -\-  ßy  =  0  sei,  gemeinsam.  Die 
Gleichungen  dieser  Büschel  dürfen  daher  in  den  Formen  • 

ax  -{-  by  -\-  c  -{-  X  {ax  -{-  ßij)  =  0 , 
a'x  +  b'y  -\-  c  z  +  yi,{ax  +  jS^)  =«=  0 

vorausgesetzt  werden.  Wir  können  beide  Büschel  so  projectivisch 
auf  einander  beziehen,  dass  sie  die  gegebene  Ebene  E  als  ihren  per- 
spectivischen  Durchschnitt  erzeugen;  dabei  müssen  die  Werthe  A  =  oo 
und  ft  =  oo  einander  zugeordnet  sein,  und  folglich  ist  eine  solche 
Beziehung  in  der  Gestalt  AI  -\-  E^  -\-  G  =^  anzunehmen.  Die  Eli- 
mination von  /l,  ft  führt  so  zu  einer  linearen  Gleichung 

(20)  %i^x  +  u^y  •\-  u^&  4-^  =  0. 

Eine  beliebige  Ebene  wird  daher  durch  eine  lineare  Gleichung  in  den 
Coordinaten  x,  y,  ^  dargestellt"^'). 


*)  In  anderer,  weniger  einfacher  Weise  leitet  Fiedler  die  Gleichung  der 
Ebene  in  den  durch  Doppelverhältnisse  definirten  Coordinaten  ab;  er  erhält  sie 
direct  als  Relation  zwischen  Doppelverhältnissen,  indem  auch  die  Ebenencoordi- 
naten  zuvor  als  Doppelverhältuisse  defiuirt  werden  (Die  darstellende  Geometrie, 
dritter  Theil,  p.  119  ff.,  Leipzig  1888). 
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Bei  unserer  Coordinatcnbestimmung  ist  das  Tetraeder  ÄQOO' 
nicht  symmetrisch  benutzt  worden;  die  in  der  Ebene  QOO'  gelegenen 
Kanten  waren  vielmehr  ausgezeichnet.  Wollte  man  in  gleicher  Weise 
andere  Kanten  des  Tetraeders  auszeichnen,  so  würden  nur  die  Quo- 
tienten — ,  — ,  —  oder  deren  reciproke  Werthe  als  den  Grössen  x,  y,  z 
y  ^     z  ^    X  ^  '  ^' 

gleichberechtigte  Coordinaten  auftreten,  wodurch  wieder  die  Benutzung, 
homogener  Coordinaten  x^^,  x^^  rTg,  x^^  nahe  gelegt  wird.  Die  Ein- 
führung eines  neuen  Tetraeders  geschieht  durch  lineare  Gleichungen 
mit  gemeinsamem  Nenner.  In  derselben  Weise,  wie  für  die  ebene 
Geometrie,  gelangt  man  zu  diesen  Transformationsformeln  durch  die 
Bemerkung,  dass  sich  rr,  tj,  z  als  Doppelverhältnisse  auffassen  lassen. 
Zu  dem  Zwecke  muss  man  ausser  den  vier  Ecken  des  Tetraeders 
einen  fünften  Punkt,  der  in  keiner  Ebene  des  Tetraeders  liegt,  als 
Einheitspunlit  auszeichnen.  Es  ist  dies  derjenige  Punkt,  für  welchen 
X  =  y  =  z  =  1  wird;  er  befindet  sich  bei  unserer  Coordinatcnbestim- 
mung in  dem  Schnittpunkte  der  Ebene  z  =  1  mit  der  Geraden 
Q-B,  wenn  B  wieder  den  Einheitspunkt  der  Ebene  ÄOO'  bezeichnet. 
Offenbar  ist  dann  z.  B.  x  das  DoppelverMltniss  der  vier  Ebenen  des 
Büschels  mit  der  Äxe  Q-0,  welche  man  durch  die  Ecken  A  und  0' 
des  Tetraeders,  durch  den  PunM  x,  y,  z  und  durch  den  Einheitspunkt 
legen  kann  (bei  richtiger  Anordnung  der  vier  Ebenen).  In  analoger 
Weise  sind  y,  z  und  die  soeben  erwähnten  Quotienten  zu  interpre- 
tiren.  Dass  auch  die  Verhältnisse  der  homogenen  Ebenencoordinaten 
u^,  U2,  «3,  W4  sich  in  der  dualistisch  entsprechenden  Weise  durch 
Doppelverhältnisse  darstellen  lassen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 
Mit  Aufstellung  der  Gleichung  (20)  ist  das  Hauptziel  unserer 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  projectivischen  Geometrie 
erreicht.  Auf  Grund  unserer  Entwicklungen  kann  der  weitere  Auf- 
bau der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  ganz  in  der  bekannten 
Weise  geschehen. 


III.    Die  Einführung  metrischer  Begriffe  in  die  Geometrie  der  Ebene. 
Die  hyperbolische  Geometrie. 

Wenn  wir  im  Vorstehenden  die  Begriffe  der  Entfernung  und 
des  Winkels  sorgfältig  vermieden,  um  die  sogenannte  projectivische 
Geometrie  der  Ebene  selbstständig  zu  begründen,  so  tritt  nunmehr 
die  Frage  an  uns  heran,  ob  es  nicht  möglich  ist,  die  zunächst  aus- 
geschlossenen Begriffe  und  Probleme  der  metrischen  Geometrie  von 
dem  bereits  gewonnenen  Standpunkte  aus  in  den  Kreis  der  Betrach- 
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tung  ZU  ziehen,  die  Frage  also,  welche  Function  der  eingeführten 
projectivischeu  Punktcoordinaten  wir  als  Ausdruck  für  die  Entfer- 
nung zweier  Punkte,  welche  Function  der  Liniencoordinaten  in  der 
Ebene  wir  als  Winkel  zweier  Geraden  anzusehen  haben?  In  der 
Elementargeometrie  wird  der  Begriff  der  Bewegung  als  ein  funda- 
mentaler, nicht  weiter  erklärbarer  beim  Messen  der  Strecken  und 
•Winkel  zu  Grunde  gelegt;  zwei  Strecken  heissen  einander  gleich, 
wenn  die  eine  mit  der  anderen  durch  eine  Verschiebung  in  der  Ebene 
zur  Deckung  gebracht  werden  kann;  zwei  Winkel  heissen  einander 
gleich,  wenn  die  Schenkel  des  einen  sich  mit  denjenigen  des  anderen 
durch  Bewegung*)  zur  Deckung  bringen  lassen.  Wie  aber  soll  dieser 
Bewegungsbegriff  mittelst  unserer  bisherigen  Hülfsmittel  analytisch 
zum  Ausdrucke  kommen?  Offenbar  begründet  jede  Bewegung  eine 
bestimmte  Zuordnung  zwischen  den  Punkten  zweier  (einander  con- 
gruenten)  Figuren;  die  Coordinaten  der  Punkte  der  einen  Figur  werden 
als  gewisse  Functionen  der  Coordinaten  der  Punkte  der  anderen  zu 
betrachten  sein;  und  diese  Functionen  näher  zu  bestimmen,  dazu  muss 
uns  irgend  eine  mit  dem  Begriffe  der  Bewegung  nothwendig  ver- 
knüpfte Vorstellung,  d.  h.  irgend  eine  für  die  Bewegung  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  gesuchten  Functionen  dienen.  Diese  Eigen- 
schaft kann  man  z.  B.  darin  finden,  dass  alle  Bewegungen  eine  Gruppe 
hüclen  (p.  373),  d.  h.  dass  die  durch  zwei  nach  einander  ausgeführte 
Bewegungen  erzielte  Ortsveränderung  auch  durch  eine  einzige  Be- 
wegung erreicht  werden  kann**),  ferner  darin,  dass  jede  Bewegung 
sich  aus  stetig  auf  einander  folgenden  unendlich  kleinen  Bewegungen 
zusammensetzt,  dass  es  demgemäss  nahe  liegt,  die  Regeln  der  Infini- 
tesimalrechnung bei  analytischer  Einführung  der  gesuchten  Functionen 
zur  Anwendung   zu  bringen***).    Wir  schlagen  im  Folgenden  einen 

*)  Es  ist  niclit  erlaubt,  das  Wort  „Bewegung"  oder  „Ortsverändernng" 
durcli  den  Zusatz  „starre"  oder  „congruente"  zu  erläutern;  denn  ob  eine  Orts- 
veränderung als  congruent  bezeichnet  werden  darf  oder  niclit,  kann  nur  durch 
Aufeinanderlegen  der  betr.  Figuren,  d.  h.  wieder  durch  eine  „Bewegung"  ent- 
schieden werden.  —  Für  die  im  Texte  benutzte  Definition  der  Gleichheit  vgl. 
Euclid'a  Elemente  lib.  I  unter  den  Koival  k'vvoiai. 

**)  Hiervon  geht  Lie  in  seinen  Untersuchungen  über  die  Axiome  der  Geo- 
metrie aus;  dieselben  sind  bisher  nur  andeutungsweise  veröffentlicht:  Berichte 
über  die  Verhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften, 
math.-phys.  Classe,  Bd.  38,  p.  337,  Leipzig  1886;  vgl.  auch  Poincare,  Bulletin 
de  la  Societö  mathömatique,  t.  15,  1887. 

***)  Da  eine  stetige  Function  nicht  nothwendig  Differentialquotienten  be- 
sitzt (vgl.  das  von  Weierstrass  angegebene  und  von  P.  du  Bois-Reymond 
veröffentlichte  erste  Beispiel  einer  solchen  Function  in  Bd.  79  von  Crelle's  Journal, 
p.  29  ff.),  steht  die  Anwendbarkeit  dieser  Regeln  nicht  ohne  weiteres  fest. 
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anderen  Weg  ein,  indem  wir,  von  den  einfachsten  Fällen  zu  den  com- 
plicirteren  aufsteigend,  successive  diejenigen  Voraussetzungen  ein- 
führen, welche  schliesslich  zur  Definition  der  Entfernung  und  des 
Winkels  führen. 

Zuerst  betrachten  wir  die  Verschiebung  eines  PunUes  in  einer 
Geraden,  und  die  ihr  dualistisch  gegenüber  stehende  Drehung  einer 
Geraden  um  einen  PunJct,  d.  h.  in  einem  ebenen  Strahlbüschel.  Wir 
müssen  dabei  unterscheiden,  ob  wir  die  erste  oder  die  zweite  unserer 
beiden  obigen  Hypothesen  (p.  442)  zu  Grunde  legen  wollen.  Wie 
wir  von  dem  einen  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  zu  sprechen 
gewohnt  sind,  so  können  wir  —  und  die  vorhergehenden  Unter- 
suchungen werden  dies  hinreichend  rechtfertigen  —  jene  beiden  Hypo- 
thesen kürzer  in  folgender  Weise  formuliren: 

1)  die  gerade  Linie  hat  zwei  unendlich  ferne  Punkte, 

2)  die  gerade  Linie  hat  keinen  unendlich  fernen  Punkt. 
Zwischen  beide  Fälle  stellt  sich  als  Grenzfall  derjenige,  bei  welchem 
die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  zusammenfallen,  und  der  auf  das 
Euclid'sche    Paralleleuaxiom    führt.      Auf    denselben    kommen    wir 
später  eingehend  zurück. 

Erstens  möge  also  die  in  sich  zu  verschiebende  Gerade  zwei 
unendlich  ferne  Punkte  besitzen.  Bestimmen  wir  die  Punkte  der 
Geraden  in  der  obigen  Weise  durch  einen  Parameter  x  (p.  435  ff.), 
wobei  die  den  Werthen  x  =  0,  x  =  1  und  o;  =  oo  zugeordneten 
Punkte  willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  so  gibt  es  zwei  be- 
stimmte Zahlen  A^,  A^,  welche  negativ  sind,  wenn  die  Punkte  x  =  0 
und  X  =  1  vom  Punkte  x  =  oo  nicht  getrennt  werden,  positiv  im 
entgegengesetzten  Falle,  und  welchen  die  Eigenschaft  zukommt,  dass 
z.  B.  im  ersteren  Falle  nur  den  positiven  Werthen  von  x  und  den 
negativen  Werthen  von  x,  soweit  dieselben  nicht  zwischen  A^  und 
Ao  liegen,  wirklich  Punkte  der  Geraden  entsprechen,  während  die 
Werthe  A^,  Ag  den  Grenzübergang  vermitteln  und  so  als  „den  beiden 
unendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  zugehörig"  in  Anspruch  ge- 
nommen werden  dürfen.  Durch  eine  Bewegung  der  Geraden  in  sich 
wird  nun  jeder  Punkt  derselben  in  einen  bestimmten  anderen  Punkt 
übergeführt;  jedem  reellen  Werthe  von  x,  welcher  nicht  zu  den 
zwischen  A^  und  Ag  liegenden  ausgeschlossenen  Werthen  gehört, 
entspricht  ein  anderer  Werth  von  x,  der  ebenfalls  nicht  zu  diesen 
ausgeschlossenen  Werthen  gehört;  ein  Werth  von  x  aber,  welchem 
kein  Punkt  der  Geraden  zugehört,  muss  bei  einer  Bewegung  in  einen 
ebensolchen  Werth  transformirt  werden.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Grenzwerthe  A^  und  Ag  sich  selbst  zugeordnet  werden  müssen,   d.  h. 
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dass  die  heiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Gefaden  hei  einer  Ver- 
schiebung derselben  in  sich  fest  bleiben. 

Eine  solche  Verschiebung  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn  für 
irgend  einen  Punkt  der  Geraden  seine  neue  Lage  gegeben  wird.  Die 
entsprechende  Transformation  hängt  daher  nur  noch  von  einem  Para- 
meter a  ab  und  kann  in  der  Form 

angesetzt  werden.  Nun  sollen  den  Werthen  x  =  A^,  Ag  bez.  die 
Werthe  |  ==  A^,  A2  entsprechen.  Es  empfiehlt  sich  daher  mittelst 
der  Formeln 

-         ^  — A,'  x  —  A,_ 

neue  Variable  Z,  X  einzuführen;  wir  haben  damit  die  Coordinaten- 
grundpunkte  0  und  00  in  die  beiden  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Geraden  verlegt;  man  überzeugt  sich  in  der  That  leicht,  dass 
eine  solche  Verlegung  ebenso  durch  lineare  Gleichungen  dargestellt 
wird,  wie  jede  andere  Coordinatentrausformation.  Wir  können  nun- 
mehr die  Bewegung  als  durch  eine  Gleichung  der  Form 
(1)  Z  =  X.iA(Z,  A) 

gegeben  annehmen,  wo  X  den  die  „Grösse"  der  Bewegung  messenden 
Parameter  bedeutet,  so  dass  für  A  =  0  die  Function  t^  gleich  Eins 
wird.  Eine  Bewegung  ist  ein  rein  geometrischer  Vorgang,  sie  kann, 
wie  sogleich  noch  näher  erörtert  werden  soll,  in  keiner  Weise  von 
der  Wahl  der  Coordinatengrundpunkte  abhängen;  die  sie  darstellende 
Gleichung  darf  demnach  durch  Coordinatentrausformation  nicht  beein- 
flusst  werden.  Sollen  die  Punkte  0  und  00  an  den  gewählten  Stellen 
bleiben,  so  kann  eine  Coordinatentrausformation  nur  durch  Verlegung 
des  Einheitspunktes,  d.  h.  durch  Multiplication  der  Variabein  X  und 
=.  mit  einer  und  derselben  Zahl  q  bewirkt  werden.  Dadurch  aber 
würde  (1)  übergehen  in 

E.  =  X  ■  iIj  {qX,  A)  . 

Da   diese  Gleichung   nun  nicht  von  q   abhängen  darf,   muss  ^  auch 
von  X  unabhängig  sein,  und  wir  können  statt  tp  (A)  einen  neuen  Para- 
meter  ft    einführen.     Kehren    wir    zu    den    ursprünglichen   Variabein 
zurück,  so  ist  also  eine  Bewegung  durch  die  Transformation 
(C)\  s       A^     X      A2  

^^^  r=\ '  x^=^  -  ^ 

dargestellt,  wobei  A^,  Ao  die  Coordinaten  der  beiden  unendlich  fernen 
Punkte  bedeuten,  während  jt  der  die  Grösse  der  Bewegung  messende 
Parameter  ist. 
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Was  bedeutet  es  aber,  weim  wir  die  Bewegung  soeben  als  un- 
abhängig von  der  Lage  des  Einheitspunktes  in  Anspruch  nahmen? 
Es  ist  damit  zunächst  ausgesagt,  dass  der  Punkt  qX  in  qE.  über- 
geht, sobald  der  Punkt  X  in  Z  übergeführt  wird.  Nun  wird  Xq  aus 
X  in  bekannter  Weise  durch  blosses  Ziehen  von  geraden  Linien 
innerhalb  einer  die  gegebene  Gerade  enthaltenden  Ebene  gewonnen, 
ebenso  qE.  aus  E  durch  die  entsprechenden  Constructionen  (p.  441). 
Diese  Constructionen,  welche  nur  durch  das  Schneiden  von  Linien 
und  Verbinden  von  Punkten  bewerkstelligt  wurden,  dürfen  also  durch 
eine  Bewegung  nicht  wesentlich  beeinflusst  werden,  wenn  man  nicht 
nur  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  in  sich,  sondern  gleichzeitig 
die  einer  ganzen  Ebene  in  sich  betrachtet.  Für  eine  solche  also 
machen  wir  die  Festsetzung,  dass  hei  ihr  jede  gerade  Linie  iviederum 
in  eine  gerade  Linie  übergehe,  und  sich  schneidende  Linien  ivieder  in 
sich  schneidende  Linien  ühergefüJirt  iverden.  Daraus  folgt  dann  von 
selbst,  dass  unsere  von  X  m  qX  führende  Construction  ebenso  von 
Z  zu  pE  hinleitet,  dass  also  die  Formel  (Ij  in  der  That  von  der 
Wahl  des  Einheitspunktes,  d.  h.  von  q,  unabhängig  sein  muss. 

Als  Maass  der  Bewegungsgrösse  ist  uns  durch  die  Erfahrung 
der  Begriff  der  Entfernung  gegeben.  Dieselbe  ist  dadurch  charakte- 
risirt,  dass  die  Entfernung  1-2  zweier  Punkte  1  und  2,  die  durch 
einen  dritten  Punkt  3  getrennt  werden,  gleich  ist  der  Summe  der 
Entfernungen  1-3  und  3-2.  Diese  wesentliche  Eigenschaft  kommt 
unserem  Parameter  ft  nicht  zu,  denn  führen  wir  mittelst  einer  zweiten 
Bewegung  den  Punkt  |  nach  |'  über,  so  ist 

r- A.    I-  A,  _     , 

r  -  A,  ■  ^  -  a;  —  f"  • 

Wird  also  die  Entfernung  rr  -  |  durch  fi,  die  Entfernung  |  -  |' 
durch  fi'  gemessen,  so  ist 

i'  —  Ai     a;  —  Aa 

das  Maass  der  Entfernung  x  -  i' .  Um  ferner  vom  Producte  zur 
Summe  überzugehen,  brauchen  wir  nur  noch  ji  =  e'",  r  =  log  fi  zu 
setzen.  Statt  der  Zahl  e  hätten  wir  auch  irgend  eine  andere  Zahl 
als  Basis  der  Potenz  wählen  dürfen;  allgemein  setzen  wir  daher 
r  =  ]c  log  fi,  wo  Je  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Die  Ent- 
fernung r  mveier  Funhte  x  imd  |  ist  hiernach  durch  die  Gleichung 

/QN  7  1        i  —  A.     a?  —  A« 

dargestellt.     Die  Vertauschung  von  A^  und  A^  ändert  das  Vorzeichen 

Clebsch    Yorlesungeu.  II,  1.  30 
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von  r;  die  Entfernung  ist  daher  erst  vollkommen  bestimmt,  wenn 
über  die  Richtung,  in  der  sie  zu  messen  ist,  bestimmt  verfügt  wird. 
Willkürlich  bleibt  auch,  welche  Entfernung  man  gleich  der  Einheit 
setzen  will;  die  Längeneinheit  hängt  davon  ab,  wie  h  gewählt  wird. 
In  Worten  können  wir  den  Inhalt  von  (2)  dahin  aussprechen,  dass 
die  Entfernung  ziveier  PunJde  x  und  |  gleich  ist  dem  Producte  einer 
willkürlichen  Constanten  in  den  Logarithmus  des  I)oj)pelverhältnisses, 
welches  diese  PunMe  mit  den  leiden  unendlich  fernen  Punkten  ihrer 
Verbindungslinie  hestimmen.  Dieses  Resultat  erinnert  sofort  an  die 
Art  und  Weise,  wie  früher  der  Winkel  zweier  Geraden  mittelst  der 
von  seinem  Scheitel  nach  den  imaginären  Kreispunkten  gehenden 
Strahlen  definirt  wurde;  der  so  angedeutete  Zusammenhang  mit  der 
Geometrie  im  Strahlbüschel  tritt  im  Folgenden  noch  mehr  hervor. 

Stellen  wir  noch  das  Doppelverhaltniss  von  vier  Punkten 
X,  y,  I,  ri  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  gegenseitigen  Entfer- 
nungen dieser  Punkte  dar!     Es  sei 

r  die  Entfernung  der  Punkte  x  und  |, 

*"    »  })  ))  )>        -^     v     Vf 

9  )}         V  )>       V     y    J1   ^} 

9    V  n  }}  7J  y      iy      V- 


Dann  erhält  man  aus  (3) 

r 

e"*  -  1  = 


(A,-AO(^-a) 


und  analoge  Formeln  für  die  anderen  Entfernungen;  also  folgt: 


r 

p                        .r 

r 

r  —  r 

e'-l 

e   '' 

r' 

r' 

0  —  o 

e^--l 

e    '' 

X—  71    y  —  ^ 


Macht  man  nun  passende  Bestimmungen  über  den  Sinn,  in  welchem 

die  Entfernungen  von  den  Punkten  |,  ri  aus  gemessen  werden  sollen, 

so   ist  offenbar  r  —  r'   gleich   der  Entfernung  der  Punkte  |   und  ■»/, 

und  Q  —-  q'  gleich  dieser  selben  Entfernung.    Somit  lässt  sich  unsere 

letzte  Gleichung  in  der  Form  schreiben; 

.     ir      .    ig' 
sin  -pT    sin  ;;^ 

/^N  X  —  I,  _  y  -  V  ^ 2fc ^ 

^  ^  X  —  ■>?     V  —  4  .    ir'      .    io  ' 


worin   i  =  ]/ —  1 .    Diese  Formel  ist  mit  unserem  früheren  Resultate, 
wonach  (vgl.  p.  31) 
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^   -^  X  —  r}     y  —  ^  f'      Q 

nicht  in  Einklang,  geht  aber  für  Je  =  oo  in  die  letztere  über.  Man 
könnte  hieraus  schliessen  wollen,  dass  es  überflüssig  sei,  bei  unserer 
AunaliDie  von  der  Existenz  zweier  unendlich  fernen  Punkte  zu  be- 
harren und  auf  Grund  dieser  Annahme  noch  weitere  Entwicklungen 
durchzufiiliren.  Gleichwohl  sind  diese  weiteren  Entwicklungen  von 
höchster  priucipieller  Wichtigkeit;  es  ist  eben  eine  sehr  beachtens- 
werthe  Thatsache,  dass  man  von  einer  Hypothese  aus,  deren  Con- 
sequenzen  mit  unserer  geometrischen  Anschauung  in  völligem  Wider- 
spruche stehen )  doch  ein  in  sich  widerspruchsfreies  System  von 
Schlüssen,  eine  in  sich  folgerichtige  Geometrie  aufzubauen  vermag. 
Die  Bedeutung  dieser  Thatsache  werden  wir  am  Schlüsse  unserer 
Untersuchungen  näher  beleuchten. 

Wie  schon  gezeigt  wurde,  ist  die  erwähnte  Geometrie  von  der 
gewöhnlichen,  unter  Benutzung  des  Parallelenaxioms  (d.  h,  unter 
Voraussetzung  eines  unendlich  fernen  Punktes  auf  der  Geraden)  ent- 
wickelten nicht  verschieden,  in  so  weit  es  sich  um  rein  projectivische 
Eigenschaften  der  Figuren  handelt.  Sobald  aber  metrische  Begriffe 
eingeführt  werden  sollen,  so  tritt  der  Unterschied  deutlich  hervor, 
wie  wir  an  dem  Beispiele  der  Gleichung  (4)  zuerst  gesehen  haben. 
Da  uns  über  die  unendlich  fernen  Punkte  einer  Geraden  die  Wahl 
zwischen  zwei  Hypothesen  blieb,  so  haben  wir  auch  zwei  verschie- 
dene abstracte  Geometrieen  der  gemeinten  Art  zu  unterscheiden, 
nämlich*): 


*)  Diese  Bezeichnutig  ist  von  Klein  eingeführt;  sie  entspricht  dem  Um- 
stände, dass  man  eine  Involution  als  hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch 
bezeichnet,  je  nachdem  die  Doppelelemente  reell,  imaginär  oder  zusammenfallend 
sind.  Die  hyperbolische  Geometrie  wird  auch  nach  ihrem  ersten  Begründer  als 
Lobatcheffsky'sche  Geometrie  bezeichnet.  Mit  Hülfe  elementarer  Methoden 
hat  Lobatcheffsky  die  Möglichkeit  der  hyperbolischen  Geometrie  1826  erkannt 
und  die  Hauptsätze  der  Trigonometrie  und  der  analytischen  Geometrie  ent- 
wickelt (im  Kazaner  Boten  von  1829  und  1830;  Gelehrte  Schriften  der  Univer- 
sität  Kazan  1836 — 38;  Geometrie  imaginaire,  Crelle's  Journal  Bd.  17;  Geome- 
trische Untersuchungen  zur  Theorie  der  Parallellinien,  Berlin  1840;  Pang^ometrie 
ou  Precis  de  geometrie  fondee  sur  une  theorie  generale  des  paralleles,  Kazan  1855 
und  Giornale  di  Matematiche  vol.  5).  In  gleicher  Richtung  bewegen  sich  die 
Arbeiten  von  Johann  Bolyai,  enthalten  in  einem  Appendix  zu  dem  Werke 
seines  Vaters  Wolfgang  Bolyai:  Tentamen  juventutem  studiosam  in  elementa 
matheseos  .  .  .  introducendi,  t.  1,  Maros-Vasärhely  1832.  Schon  seit  1792  hatte 
Gauss,  mit  welchem  Bolyai  in  Verbindung  stand,  ähnliche  Ueberlegungen 
angestellt;  vgl.  den  Briefwechsel  zwischen  Gauss  uud  Schumacher,  Bd.  2, 
p.  268—271,  Altena  1860  (Briefe  von  1831)  u.  Bd.  5,  p.  247.  —  Neu  bearbeitet  wurde 

30* 
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1)  die  hyperbolische   Geometrie,    bei   welcher    vorausgesetzt   wird, 
dass  jeder  Geraden   zwei  unendlich   ferne  Punkte  zukommen; 

2)  die  elliptische  Geometrie,  hei  welcher  auf  keiner  geraden  Linie 
ein  unendlich  ferner  Punkt  liegen  soll. 

Beide  Fälle  zusammenfassend  spricht  man  von  einer  absoluten 
oder  nicht- Eiiclidischen  Geometrie,  welcher  dann  die  auf  dem  gewöhn- 
lichen Parallelenaxiome  beruhende  als  Euclidische  oder  parabolische 
gegenübergestellt  wird.  Die  folgenden  Betrachtungen  beziehen  sich 
zunächst  auf  die  hyperbolische  Geometrie. 

Wollen  wir  dieselbe  für  ebene  Figuren  darstellen,  so  ist  unsere 
nächste  Aufgabe,  die  Bewegungen  der  Ebene  analytisch  zu  definiren. 
Wir  nehmen  dieselben  als  in  der  Form  einer  Transformation 

I  =  (p{x,  y),  7]  =  t(x,  y) 
gegeben  an;  und  ivir  machen  die  Festsetzung,  dass  vermöge  derselben 
jede  gerade  Linie  wieder  in  eine  gerade  Linie  übergeführt  iverden  soll 
(vgl.  p.  465).  Aus  einem  Strahlbüschel  wird  dann  auch  wieder  ein 
Strahlbüschel.  Insbesondere  gehe  so  der  Büschel  |  —  A  =  0  über 
in  den  Büschel 

u^x  +  v^y  -i-iVi  —  ^  {n.^x  +  v.^y  -^  w^)  =  0 , 

und  zwar  so,  dass  die  Strahlen  /«.  =  0  und  A  =  0,  ft  =  oo  uud  A  =  oo 
bez.  einander  entsprechen.  Sobald  A  constant  ist,  nimmt  auch  fi 
einen  constanten  Werth  an;  wenn  A  sich  ändert,  variirt  auch  fi.  Es 
ist  daher  A  eine  Function  von  fi  und  wir  können  setzen: 

Da  nun  das  Doppelverhältniss  von  vier  Strahlen  eines  Büschels  durch 


die  Bolyai'sche  Schrift  von  Frischauf,  Elemente  der  absoluten  Geometrie, 
Leipzig  1876  (man  findet  hier  auch  einige  weitere  Litteraturangaben).  —  Mittelst 
der  Methoden  der  analytischen  Geometrie  behandelt  Flye  S**^.  Marie  die  hy- 
perbolische Geometrie:  Etudes  analytiques  sur  la  theorie  des  paralleles, 
Paris  1871.  —  Die  Möglichkeit  der  elliptischen  Geometrie  erkannte  zuerst 
Riemann,  ausgehend  von  dem  Ausdrucke  für  das  Quadrat  des  Linienelements: 
Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  Abhandlungen 
der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Bd.  13,  1867  (diese  aus 
dem  Jahre  1854  stammende  Arbeit  wurde  nach  des  Verfassers  Tode  veröffent- 
licht). Andere  Arbeiten  von  v.  Helmholtz,  Cayley,  Klein  haben  wir  später 
Gelegenheit  zu  erwähnen.  —  Wie  Beltrami  bemerkt  hat  (Rendiconti  della 
R.  Accademia  dei  Lincei,  classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filologiche, 
17.  März  1889)  hat  schon  1733  Hieronymus  Saccheri  einen  erfolgreichen 
Versuch  zur  Begründung  der  nicht- Euclidischen  Geometrie  gemacht,  war  aber 
in  seinen  weiteren  Schlüssen  nicht  immer  correct. 
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Ziehen  von  geraden  Linien  (durch  harmonische  Constructioiien^  vgl. 
\>.  454)  vollständig  definirt  werden  kann,  da  ferner  gerade  Linien  wieder 
in  gerade  Linien  übergehen,  die  zur  Definition  des  Doppelverhältnisscs 
dienenden  Constructionen  also  nicht  wesentlich  durch  Bewegungen 
modificirt  werden,  so  haben  vier  Strahlen  des  Büschels  ^  —  A  =  0 
dasselbe  Doppelverhältniss,  wie  vier  Strahlen  des  ihm  entsprechenden 
Büschels,  d.  h.  zwischen  A  und  ft  besteht  eine  lineare  Relation. 
Damit  nun  die  Werthe  0  und  oo  sich  selbst  zugeordnet  bleiben, 
kann  ft  sich  von  X  nur  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 
Lassen  wir  letzteren  in  die  Coefficienten  u^,  v^,  w-^  eingehen,  so  wird 
demnach  die  Function  ^{^)  durch  ft  selbst  zu  ersetzen  sein.  Ana- 
loges gilt  für  den  Strahlbüschel  ri  —  A  =  0;  und  so  erhalten  wir 
schliesslich  mir  Darstellung  der  Bewegung  eine  ColUneation: 

Aber  nicht  jede  CoUineation  stellt  eine  Bewegung  dar.  Wir 
haben  also  zu  fragen,  wie  die  Coefficienten  der  rechten  Seiten  durch 
die  übrigen  für  eine  Bewegung  charakteristischen  Forderungen  in 
ihrer  Veränderlichkeit  beschränkt  werden.  Diese  übrigen  Forderungen 
beziehen  sich  auf  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene.  Da  es 
auf  jeder  der  doppelt  unendlich  vielen  Geraden  zwei  solche  Punkte 
geben  soll,  und  da  durch  jeden  unendlich  fernen  Punkt  einfach  un- 
endlich viele  Gerade  hindurchgehen,  so  gibt  es  in  der  Ebene  einfach 
unendlich  viele  „unendlich  ferne  Punkte";  und  da  bei  continuirlicher 
Bewegung  einer  Geraden  ein  unendlich  ferner  Punkt  immer  in  einen 
ebensolchen  übergehen  muss,  so  reihen  sich  die  unendlich  fernen 
Punkte  stetig  an  einander,  d.  h.  zwischen  ihren  Coordinafen  x,  y  be- 
steht eine  Gleichung,  sie  bilden  „die  unendlich  ferne  Curve  der  Ebene". 

Diese  Curve  muss  bei  allen  zur  Darstellung  von  Bewegungen 
brauchbaren  Collineationen  in  sich  übergehen-,  alle  Curven  der  Art 
aber  sind  uns  bereits  bekannt*).  Sieht  man  von  der  geraden  Linie 
ab,  so  werden  sie  alle  von  einer  beliebigen  Geraden  in  mindestens 
zwei  Punkten  getroffen;  die  einfachste  unter  ihnen  ist  die  Curve 
zweiter  Ordnung;  sie  ist  auch  die  für  uns  allein  brauchbare.  Bei 
einer  Verschiebung  einer  Geraden  in  sich  bleiben  nämlich  zwei  und 
nur  zwei  Punkte  (die  unendlich  fernen)  fest;  dadurch  ist  zunächst 
nicht  ausgeschlossen,  dass  solche  Werthe  der  Variabein  x,  denen 
keine  Punkte  der  Geraden  entsprechen  (p.  463),  fest  bleiben  oder  sich 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  996  ff. 
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unter  einander  vertauschen.  Die  fragliche  Transformation  aber  ist 
eine  lineare*,  und  eine  solche  ist  auf  der  Geraden  nicht  mehr  mög- 
lich, wenn  drei  Werthe  der  Variabein  ungeändert  bleiben  sollen 5  es 
kann  sich  also  nur  noch  darum  handeln,  dass  bei  den  Bewegungen 
ein  System  von  Werthen  x  (reellen  oder  imaginären),  denen  keine 
Punkte  entsprechen,  bei  den  Bewegungen  unter  sich  vertauscht 
werden.  Solche  Vertauschungen  würden  dann  aber  nur  eine  discrete 
Mannigfaltigkeit  (bei  einer  endlichen  Anzahl  von  unter  einander  zu 
vertauschenden  Werthen  von  x  nur  eine  endliche  Zahl)  von  Be- 
wegungen zulassen;  es  würde  nicht  möglich  sein,  durch  beliebige 
stetige  Aenderung  eines  Parameters  eine  Bewegung  zu  erzeugen,  was 
unseren  Voraussetzungen  widersprechen  würde  (p.  464).  Die  unend- 
lich ferne  Curve  der  Ebene  ist  daher  von  der  uveiten  Ordnung. 

In   unseren   projectivisch   definirten  Coordinaten   ^  =  a^^  ;  x^   und 
und  »^  =  x.^  :  x^  (p.  455)  sei  nun 

(6)  Qa;  .r  =  2;  Ucii  k  Xi  Xk  =  0 

die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Curve.  Dann  ist  die  Entfernung 
zweier  Punkte  x,  y  (d.  h.  x^^  x^,  x.^  und  y^,  y^,  y.^)  nach  (3)  definirt 
als  Je  log  K,  wenn  a  das  von  den  Punkten  x,  y  und  den  Schnitt- 
punkten ihrer  Verbindungslinie  mit  (6)  bestimmte  Doppelverhältniss 
bedeutet,  also  (vgl.  Bd.  I,  p.  74  und   148): 


/rr\  7  1  X'/     '  a;«  XX      yy 

(7)  r==Jc\og-^ — .,/-/  =, 

worin 

1    \n<^^.-cx 

Hieraus   ergibt  sich   die    Gleichung   eines  Kreises   mit   dem  Radius  r 
und  dem  Mittelptmkte  y  in  der  Form: 

2  r 


G'^  + 1) 


Q,,Q,,  -  4/q!.,  =  0, 


oder: 

(8)  Q,..Q,,-(^cos.^^.yQ^,  =  0, 

wo    wieder    i    die    imaginäre  Einheit    bedeutet.     Hieraus    finden   wir 
weiter 

(9)  cos  -  -  =    ,^J^_  ,     sin  —  =  1/  -^^"^ '"-  • 

Die   letzte  Formel   kann   benutzt  werden,   um   das  Bogenelemeut  ds, 
d.  h.  die  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarten  Punkte  von  ein- 
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ander,  zu  berechiieu.  Zu  dem  Zwecke  haben  wir  iji  =  Xi -\- dXi  zu 
nehmen  und  den  Sinus  des  unendlich  klein  werdenden  Argument« 
durch  dieses  Argument  selbst  zu  ersetzen.  Für  das  Quadrat  des 
Bogenelements  finden  wir  so: 

,  .  -V  f^*'""'  -^l,  dx  ~   ^xx^dx,  dx 

ein  Ausdruck,  mit  dem  wir  uns  sogleich  noch  weiter  beschäftigen 
werden. 

Der  in  (7)  gefundene  Wertli  von  r  ist  nur  reell,  wenn 

positiv  ist,  d.  h.  wenn  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  von  der 
Linie  x  -  y  in  zwei  rellen  Punkten  geschnitten  wird;  und  diese  Be- 
dingung ist  bei  unseren  Voraussetzungen  für  jede  gerade  Linie 
erfüllt.  Nun  theilt  ein  Kegelschnitt  die  Ebene  in  zwei  Theile:  jede 
Gerade,  welche  in  den  einen  Theil  eintritt,  schneidet  die  Curve  in 
zwei  reellen  Punkten,  gleichzeitig  sind  die  von  irgend  einem  Punkte 
dieses  Theiles  an  den  Kegelschnitt  zu  legenden  Tangenten  imaginär; 
von  jedem  Punkte  des  anderen  Theiles  dagegen  kann  man  zwei  reelle 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  legen,  und  dieser  Theil  der  Ebene 
wird  sowohl  von  geraden  Linien  durchsetzt,  die  den  Kegelschnitt  in 
reellen  Punkten  treffen,  als  von  solchen,  deren  Schnittpunkte  ima- 
ginär sind.  Algebraisch  lässt  sich  dies  dahin  aussprechen,  dass  es 
zwei  Gruppen  von  Werthepaaren  |,  7]  gibt;  diese  Gruppen  werden 
von  einander  durch  diejenigen  Werthepaare  |,  t}  getrennt,  welche  der 
Gleichung  (6)  genügen.  Irgend  zwei  verschiedene  Werthepaare  der 
einen  Gruppe  t,,  7}  und  |',  rj'  gestatten  unendlich  viele  Paare  nach 
dem  Schema 

1  +  X  '        1  -f  X 

zu  bilden,  unter  denen  sich  für  zwei  reelle  Werthe  von  A  zwei  der 
Gleichung  (6)  genügende  Paare  finden;  und  für  dieselbe  Gruppe  ist 
die  in  (7)  auftretende  Quadratwurzel  stets  reell.  Ntir  die  Werthe- 
paare dieser  Gruppe  Tiönnen  als  Coordinaten  von  PunJcten  unserer  Ebene 
aufgefasst  werden]  den  Werthepaaren  der  anderen  Gruppe  entsprechen 
keine  Punkte  der  Ebene,  während  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Ebene  den  Grenzübergang  vermitteln.  Um  gewisse  algebraische 
Operationen  und  Schlüsse  kurz  kennzeichnen  zu  können,  wird  es  sich 
oft  empfehlen,  auch  die  Werthepaare  der  zweiten  Gruppe  kurz  als 
Punkte  zu  bezeichnen;   wir  wollen   aber  dann  von  „idealen  PunJcten" 
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sprechen*),  im  Gegensatze  zu  den  wirklichen  Punkten,  deren  Coor- 
diuaten  der  ersten  Gruppe  angehören.  Es  ist  dies  in  ganz  demselben 
Sinne  gestattet,  wie  man  sich  gewöhnt  hat,  in  der  Euclidischen 
Geometrie  von  einer  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  zu  sprechen. 
Soll  z.  B.  die  Gleichung  des  Kreises  (8)  so  transformirt  werden,  dass 
nur  die  Quadrate  der  homogenen  Variabein  vorkommen,  so  müssen 
wir  bekanntlich  ein  Polardreieck  als  Fundamentaldreieck  einführen. 
Von  den  Seiten  eines  solchen  schneidet  aber  eine  den  Kegelschnitt 
nicht;  die  eine  Ecke  des  Polardreiecks  ist  also  in  den  Mittelpunkt 
des  Kreises  zu  verlegen,  die  beiden  andern  Ecken  (0  und  0')  liegen 
dann  in  dem  Gebiete  der  idealen  Punkte;  die  zur  Coordinaten- 
bestimmung  dienenden  Strahlbüschel  x  ==  const.  und  y  =  const.  haben 
ideale  Mittelpunkte.  Gleichwohl  können  wir  sie  ganz  so,  wie  Strahl- 
büschel mit  realem  Mittelpunkte  benutzen,  denn  ihre  perspectivische 
oder  projectivische  Beziehung  auf  Punktreihen  wird  analytisch  in 
der  gleichen  W^eise  vermittelt.  Durch  passende  Wahl  des  Einheits- 
punktes und  des  Coordinatendreiecks  kann  daher  die  Gleichung  des 
Kreises  auf  die  Form 

(11)  x'  +  f+(sm^y==0 

gebracht  werden,  wobei  0,  0  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind. 
Man  sieht  sofort,  dass  jeder  solche  Kreis  den  unendlich  fernen 
Kegelschnitt  in  zwei  imaginären  Punkten  berührt,  nämlich  in  seinen 
Schnittpunkten  mit  der  idealen  Linie  Q.^^  =  0  (der  Polare  des  Mittel- 
punktes). Insbesondere  kann  der  Mittelpunkt  unendlich  weit  rücken; 
dann  wird  die  Linie  Q^j^  =  0  zur  (idealen)  Tangente  des  unendlich 
fernen  Kegelschnittes,  und  jene  beiden  imaginären  Berührungspunkte 
fallen  in  den  reellen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  zusammen.  Als 
einfachste  Gleichung  der  so  entstehenden  Grcnscurve**)  kann  man  die 
folgende  wählen  (vgl.  Bd.  I,  p.  1000): 


(12)  ^'^-2^--(cos.^^)^ 


0 


Ein  Kreis   mit  unendlich  grossem  Radius  ist   also   von  einer  geraden 
Linie  verschieden. 

Jeder  Kreis   kann  durch   gewisse   Bewegungen   (Drehungen    um 
seinen  Mittelpunkt)  in  sich  übergeführt  werden.    In  der  That  kennen 


*)  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  VI,  p.  131. 
**)    Flye   S*®.   Marie    benutzt  a.  a.  0.    solche   Grenzcurven   zur  Definition 
der  Coordinaten.    Dadurch  wird  es  erklärlich,  dass  bei  ihm  z.  B.  die  Gleichung 
einer  geraden  Linie  nicht  linear  in  den  Coordinaten  ist. 
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wir  bereits  die  algebraische  Darstellung  aller  miigliehcii  Bewegungen 
ebener  Figuren  durch  unsere  früheren  Untersuchungen  über  die  lineare 
Transformation  eines  Kegelschnittes  in  sich.  Darnach  haben  wir 
analytisch  nur  zu  unterscheiden,  ob  zwei  getrennte  oder  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  fest 
bleiben  sollen.  Im  ersten  Falle  kann  die  Bewegung,  falls  dieser 
Kegelschnitt  in  der  Form  2X^X2  +  X^  =  0  gegeben  ist,  durch  die 
Gleichung  (vgl.  p.  384) 

(13)  Xi  =  «E, ,     X.,  =  «-^£2,     Xs^Eg 

dargestellt  werden.  Aber  für  unsere  jetzige  Anschauungsweise  ist 
noch  weiter  zu  beachten,  ob  der  „Mittelpunkt"  zu  den  wirklichen 
oder  zu  den  idealen  Punkten  gehört.  Nur  im  ersteren  Falle  haben 
wir  eine  Drehung  um  den  Mittelpunkt,  und  jeder  Kreis  der  Schaar 
2X^X2  +  XX^  =  0  geht  gleichzeitig  in  sich  über.  Die  fest  bleibende 
Gerade  X3  =  0  ist  hier  eine  ideale  Linie,  und  sie  schneidet  den  un- 
endlich fernen  Kegelschnitt  in  zwei  imaginären  Punkten;  deshalb 
muss  man  Xj  ==  (ä; -}-*?/)  X3,  X^={x  —  'iy)X^  setzen,  um  die  Kreis- 
gleichung  in  der  Form  (11)  zu  gewinnen.  Ist  aber  der  Mittelpunkt 
ideal,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  Xo  =  0  mit  dem  unendlich 
fernen  Kegelschnitte  reell  und  die  Linie  X3  =  0  bleibt  fest;  die  Be- 
wegung besteht  also  in  einer  Verschiebung  dieser  Linie  in  sich. 
Alle  nicht  auf  ihr  liegenden  Punkte  bewegen  sich  dabei  nicht  etwa 
ebenfalls  auf  Geraden,  sondern  auf  den  Kegelschnitten  des  Systems 
2X^X2  +  AXg^  =  0,  welche  die  unendlich  ferne  Curve  in  zwei  reellen 
Punkten  berühren.  Rückt  der  Mittelpunkt  auf  letztere  Curve,  so 
haben  wir  eine  Drehung  um  einen  unendlich  fernen  Punkt,  bei  der 
sich  alle  Punkte  auf  Curven  der  Form  (12)  bewegen.  Es  geht  hieraus 
hervor,  dass  jede  Beivegung  der  Ebene  in  sich  mit  einer  Drehung  um 
einen  ivirTdichen,  bez.  einen  unendlich  fernen  PtinJct  oder  mit  einer  Ver- 
schiebung längs  einer  Geraden  äquivalent  ist.  Die  Drehung  um  einen 
unendlich  fernen  Punkt  kann  dabei  auch  als  Verschiebung  nach 
einer  idealen  Geraden  (Tangente  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes) 
aufgefasst  werden. 

Bei  einer  solchen  Verschiebung  bleibt  nach  Obigem  die  Entfernung 
je  zweier  auf  der  Geraden  gelegenen  Punkte  constant.  Aber  es  bleibt 
auch  ganz  allgemein  bei  jeder  Beußegung  die  Entfernung  je  zweier  Funläe 
ungeändert,  denn  vermöge  einer  Bewegungstransformation,  die  den 
Punkt  a;  in  I,  y/  in  n]  überführt,  wird  der  Definition  nach  ^xx  =  ^il, 
also  auch  Q.^y  =  Qr,^,  woraus  das  Behauptete  hervorgeht.  Das  Prin- 
cip    der   Dualität    lehrt   sofort,    dass    für   je    zwei  Gerade    eine    ent- 
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sprecliende  Function  der  Liniencoordiuaten  ungeäudert  bleibt.  Die- 
selbe gibt  ein  Maass  für  den  Winhel  gweier  sich  schneidenden  Geraden 
u  und  V.  Ist  ^ua  =  0  die  Gleichung  der  Curve  ^^^  =  0  in  Linien- 
coordiuaten Ui,  so  haben  wir  ihren  Winkel  g?  durch  die  Gleichung*) 


Y         _1-    -1/11/2       _  X)/       Y 
,^J^  •!  '  ^  UV     ^     V      UV  uu 

(14)  cp  =  ih   log  - 


uu     vv 


y\f      _  -1/4/2    _  vp     Y 

ui)  y      UV  uu    vv 

ZU  definiren,  in  der  ili'  eine  rein  imaginäre  Constante  bedeutet. 
Letztere  ist  hier  imaginär  zu  wählen,  weil  für  die  nicht  idealen  ge- 
raden Linien  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  negativ  aus- 
fällt. Was  hier  und  an  einigen  früheren  Stellen  unter  einer  idealen 
Geraden  verstanden  wird,  ist  leicht  ersichtlich.  Wir  nennen  so_die 
Gesammtheit  aller  idealen  Punkte  (p.  471  f.),  deren  Coordinaten  einer 
linearen  Gleichung  genügen,  falls  diese  Gleichung  durch  keinen  wirk- 
lichen Punkt  befriedigt  wird.  Jede  wirkliche  gerade  Linie  enthält 
theils  wirkliche,  theils  ideale  Punkte;  durch  einen  wirklichen  Punkt 
gehen  nur  wirkliche  gerade  Linien,  durch  einen  idealen  Punkt  aber 
sowohl  wirkliche  als  ideale  Gerade.  Für  je  zwei  wirkliche  Gerade 
«,  V  ist  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (14)  reell,  weil  die 
von  ihrem  Schnittpunkte  an  den  Kegelschnitt  '^ uu  =  0  zu  legenden 
Tan<xenten    imaginär    sind,    der    unter    dem   Wurzelzeichen    stehende 


*)  Lässt  man  den  Kegelschnitt  ^^^^^  =  0  in  ein  Punktepaar  zerfallen  und 
wählt  als  solches  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene,  so  ist  der  hier 
gegebene  Ausdruck  für  A;'  =  1  identisch  mit  dem  Winkel  der  beiden  Geraden 
in  der  gewöhnlichen  Geometrie;  und  so  wird  es  begreiflich,  dass  dem  Aus- 
drucke (14)  dieselben  charakteristischen  Eigenschaften  wie  dem  gewöhnlichen 
Winkel  zukommen.  Analoges  wird  für  den  dualistisch  entsprechenden  Ausdruck 
(7)  gelten.  Auf  diese  Weise  ergibt  sich  eine  Verallgemeinerung  der  gewöhnlichen 
metrischen  Geometrie,  die  von  Cayley  zuerst  aufgestellt  wurde:  A  sixth  Memoir 
upon  Quantics,  Philosophical  Transactions,  Januar  1859;  vgl.  auch  die  Darstellung 
in  Fiedler's  Elementen  der  neueren  Geometrie  und  der  Algebra  der  binären 
Formen,  Leipzig  1862,  sowie  in  dessen  Bearbeitung  von  Salmon's  Theorijj 
der  Kegelschnitte.  Cayley  hob  auch  den  Zusammenhang  mit  der  sphärischen 
Geometrie  hervor,  auf  welchen  man  durch  die  angeführte  Verallgemeinerung 
des  Distanzbegriffes  geführt  wird,  und  der  sich  uns  in  den  trigonometrischen 
Formeln  noch  weiter  geltend  machen  wird.  Die  Identität  dieser  Cayley 'scheu 
Verallgemeinerung  der  Metrik  und  der  nicht- Euclidischen  Geometrie  wurde 
von  Klein  erkannt  und  im  Einzelnen  begründet  (Math.  Annalen,  ßd.  4,  1871, 
vgl.  auch.  Bd.  6);  die  projectivische  Maassbestimmung  mittelst  eines  festen 
Kegelschnittes  wird  als  etwas  Gegebenes  angesehen,  und  die  aus  ihr  sich  er- 
gebenden Folgerungen  werden  mit  den  Resultaten  von  Lobatcheffsky, 
Bolyai,  Riemann  u.  a.  verglichen  (vgl.  Bd.  I,  p.  150);  doch  wird  auch  ge- 
legentlich auf  den  im  Teste  befolgten  Gedankengang  hingewiesen  (a.  a.  0. 
Bd.  6,  p.  128). 
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Ausdruck   also   einen   negativen  Wertli   hat.  —  Eine  leichte   Umfor- 
mung' ergibt 


(14  a)  cos         =  — —  ..r=,     sin  —  =  1/ ■ 


Auch  der  Winkel  stvcier  Geraden  hlcibt  bei  heliehi(/cr  Beweyiiny  un- 
(jcündert. 

Die  Constaute  h'  bleibt  vollkommen  willkürlich;  ihr  Wcrth  wird 
bestimmt,  wenn  wir  irgend  einen  bestimmten  Winkel  als  Einheit  zu 
Grunde  legen.  Wir  sind  gewohnt,  den  Winkel  durch  den  Bogen  des 
ihm  concentrischen  Kreises  vom  Radius  Eins  zu  messen;  der  ganze 
Umfang  ergibt  sich  dann  gleich  2 :;r,  wenn  it  die  bekannte  Ludolph'sche 
Zahl  bezeichnet;  und  so  wird  die  Grösse  des  Winkels  in  der  Regel 
in  Bruchth eilen  von  2n  angegeben.  Um  hier  etwas  Analoges  zu 
versuchen,    berechnen    wir    den    Umfang    des    Kreises    (11),    wobei 

sin  ^i-.  =  iE    gesetzt    werden  möge.     Unter  Benutzung  nicht  homo- 

gener  rechtwinkliger  Coordinaten  wird  nach  (11)  xdx  -\-  ydy  ==  0, 
also  aus  (10): 

—j-:,  =  dx^  -\-  dif^ . 

Mit  Hülfe  der  Gleichung  x^  -\-  }f  -\-  1  =  \  -\-  B^  erhalt  man  hieraus 
für  den  Kreisbogen  s: 

(15)  —  =  It    I    ,—  =  B  arcsiu 1-  const. 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  Anfangspunktes  mit  dem 
Punkte  X,  y  ist  in  homogenen  Coordinaten  x^y  —  a;2Ä;==0;  um 
den  von  ihr  mit  der  Linie  x^^Q  (d.  i.  der  Y-Axe)  gebildeten  Winkel  (p 
zu  berechnen,  haben  wir  also  in  (14a)  ^uu  =  ^i^  +  u-i^  +  u^  und 
u^  =  y,  1(2  ==  —  X,  u.^  =  0,  v^  =  1,  tjg  =  0,  ^3  =  0  zu  setzen  und 
finden  so 

(16)  «^"2^  =  1  5 

die  rechte  Seite   von  (15)   ist  daher  gleich  -^  -\-  const.     Durchläuft 

nun  X  alle  Werthe  von  R  bis  —  R  und  zurück  von  —  R  bis  R, 
so  ist  bekanntlich  der  Werth  des  auf  der  linken  Seite  von  (15)  auf- 
tretenden Integrals  gleich  2ä;  für  den  Umfang  S  unseres  Kreises 
ergibt  sich  daher 

(17)  ^  =  R2jr  =  (e^'  —  6"-*)^.*) 


")    Diese    von   ßolyai    und    Lobatcheffaky    aufgebteilte    Formel    findet 
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Die  Grösse  des  Winkels,  welcher  einem  vollen  Umgange  auf  der 
Kreisperiplierie  entspricht,  ist  nach  (16)  gleich  Ah' n  zu  setzen;  denn 
wenn  der  Winkel  um  diese  Grösse  wächst,  muss  die  Coordinate  x 
ihren  früheren  Werth  wieder  annehmen.  Benutzt  man  diese  Be- 
merkung, so  folgt  aus  (15)  unter  Berücksichtigung  von  (16)  wiederum 
die  Gleichung  (17).  Es  ergibt  sich  also  keine  Relation  zwischen  Je 
und  /c';  beide  Grössen  können  zur  Festlegung  der  Einheiten  für  Ent- 
fernung, bez.  Winkel  willkürlich  gewählt  werden. 

Gemäss  dem  dualistischen  Charakter  unserer  Formeln  kann  mau 
ebenso  von  einem  „Winlcelelemcnte^'  oder  „Drelmngselcmente"  sprechen, 
wie  von  einem  Bogenelemente.  Als  Winkelelement  hätte  man  den 
unendlich  kleinen  Winkel  ds  zu  bezeichnen,  den  zwei  Linien  u  und 
u  -f-  du  mit  einander  einschliessen.    Aus  der  zweiten  Gleichung  (14a) 

ergibt  sich: 

(Ze\2       Mf     u/         11/2 

»  '  uu     d II  d u  iidu 


(18)  W) 


U/2 

HM 


Fasst  man  die  Linien  ii  und  u  +  du  als  einander  benachbarte  Tan- 
genten einer  gegebenen  Curve  auf,  so  nennt  man  das  Differential 
ds  den  Contingenzivinliel  der  Curve.  Es  ist  dann  u  die  Verbindungs- 
linie von  X  mit  x  -j-  dx,  also  Ui  =  {xdx)i  und  dui  =  {xd^x)i.  Setzen 
wir  symbolisch  Y„„  =  uj  =  u^^,  so  kommt: 

^uii^dudu  —  '^]odu^{!^xdxY{ßxd^x)  —  (axdx)  {axd^x){ßxdx){ßxd'x') 
=  (aßx){axdx)(ßxd^x){xdxd^x) 

==  Y  {ocßxy  {xdxd^xy. 

Gehen    wir    von     der    Punktgleichung    Q^^x  =  0    aus     und    nehmen 

Q^^  =  Qx   =  ^x  1  so  ist  Ua   =  {cihiif  zu  setzen,  und  wir  haben 

Nun  ist  aj  ==  aß^  ==  (abcY  =  6 J.,  wenn  J.  =  2J  +  aj^  «22  %3  <^1'6 
Discriminante    des    Kegelschnittes    Q^x  ^  «x^  =  0    bezeichnet;    also 


sich  auch  bei  Gauss  a.  a.  0.  —  Sie  zeigt,  class  die  Trage  nach  der  Möglich- 
keit der  Rectification  des  Kreises  durch  Constructionen  mittelst  des  Zirkels  und 
Lineals  für  die  nicht-Euclidische  Geometrie  durch  den  vom  Herausgeber  er- 
brachten Beweis  für  die  Transscendenz  der  Zahl  n  (Math.  Anualen,  Bd.  20, 
1882,  vgl.  auch  Weierstrass,  Sitzungsberichte  der  Berliner  Academie  1885) 
noch  nicht  erledigt  ist. 

*)  Der  Term  «^  bn  a^  b^  ist  nämlich  gleich  der  in  Bd.  I,  p.  294  berechneten 
Bildung  P^i. 
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wird  {aßxf  =  S^Q..,,;.  Setzen  wir  auch  im  Nenner  der  roeliton 
Seite  von  (18)  w,-  =  {xdx)i,  so  erhalten  wir 

Der  Contingemwinlid  bestimmt  sich  hiernach  aus  der  Gleichung: 

^'-^^  \2l7)    -         {^,,^axax-^laxf       '   ^ 

Das  Verhäitniss  von  ds  zu  ds  gibt  ein  Maass  für  die  „Krümmung" 
der  Curve  im  Punkte  x,  d,  h.  für  die  Grösse  der  durch  ds  gemessenen 
Drehung  der  Taugente,  wenn  x  auf  der  Curve  lun  ds  fortschreitet. 
Es  wird: 


^"^^^  W    -  \l^)  •         [«... «...  ax  -  ^läxf'       ' 

Gebrauchen  wir  rechtwinklige  Coordinaten,  setzen  ^xx  =  x^  -{-  y^  —  1; 
ferner  x^  =  \,  dx^  ==  0  und  sehen  y  als  Function  von  x  an  (so  dass 
auch  ^^^  =  0),  so  kommt  insbesondere 

<dsy        fJc'Y  {d'^yY  •  («'  +  2/'  —  1)^ 


(S)-(ir 


\{xdx  -\-  ydyY  —  {x-  +  2/^  —  l){dx''-  -\-  dy')f 


Wenn  man  mit  den  Differentialen  homogener  Coordinaten  rechnet, 
rauss  man  die  letzteren  bekanntlich  in  irgend  einer  Weise  absolut  fest- 
gelegt denken,  indem  mau  zwischen  ihnen  eine  nicht  homogene  iden- 
tische Gleichung  annimmt.  Am  einfachsten  geschieht  dies  durch 
eine  lineare  Gleichung  (vgl.  p.  95),  z.  B.  durch  die  Forderung 
0:3==  1;  man  kann  aber  auch  andere  Gleichungen  benutzen,  nur  geht 
dann  der  Vortheil  der  eindeutigen  Bestimmtheit  verloren.  Für  die 
Formeln,  bei  denen  das  Bogeneiement  vorkommt,  empfiehlt  es  sich 
festzusetzen,  dass  ^xx  gleich  einer  Constanten  sei.  Um  den  Coordi- 
naten eine  erst  später  zu  erörternde  einfache  metrische  Bedeutung 
zu  geben,  ist  es  ferner  vortheilhaft,  Qxx  in  der  Form  x^  -\- x^  —  Ah^x^ 
vorauszusetzen  und  die  absoluten    Werthe  der  Xi  durch  die  Identität 

(21)  Q,^  =  ;ri2  +  ^2^  —  4Ä;V  =  —  4/i;' 


*)  Die  rechte  Seite  ist  stets  positiv,  da  Q^^  für  alle  wirklichen  Punkte 
ein  constantes  Vorzeichen  hat,  und  da  sich  A  bei  linearer  Transformation  der 
Coordinaten  nur  um  das  Quadrat  der  Substitntionsdeterminante  ändert  (Bd.  I, 
p.  131  und  oben  p.  211).  Man  kann  die  Gleichung  ß^^  =  0  in  der  Form 
rCj^  -f-  ajj^  —  ^3^  =  0  annehmen,  wenn  iCj  ==  0,  x^  =  0  die  Coordinaten  eines  wirk- 
lichen Punktes  sind;  dann  wird  AQ.^^  für  diesen  Punkt  positiv;  folglich  gilt 
dasselbe  für  alle  wirklichen  Punkte. 
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011  dcfiniren''^').  Vou  der  hierdurch  eingeführten  Zweideutigkeit  kann 
man  sich  ein  Bild  machen,  indem  man  die  Grössen  x^,  x^,  x.j.  als 
gewöhnliche  rechtwinklige  Coordinaten  im  Räume  interpretirt.  In  (21) 
haben  wir  dann  die  Gleichung  eines  zweischaligen  Rotationshyper- 
boloids vor  uns  (p.  174).  Die  Verhältnisse  x^ :  x^  und  X2 :  x^  bestimmen 
eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  gerade  Linie;  jedem  Punkte 
unserer  Ebene  entspricht  eine  solche  Gerade;  insbesondere  sind  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  die  Erzeugenden  des  zu  (21) 
gehörigen  Asymptotenkegels  zugeordnet;  den  idealen  Punkten  ent- 
sprechen diejenigen  Geraden  des  Bündels,  welche  die  Fläche  (21)  in 
imaginären  Punkten  treffen.  Die  übrigen  Geraden  des  Bündels 
schneiden  die  Fläche  in  je  0wei  reellen  Punkten;  somit  sind  jedem 
PunJcte  unserer  Ebene  swei  Punlde  des  Hyperboloids  mgeordnet'-^-*).  Jeder 
geraden  Linie  der  Ebene  entspricht  eine  Ebene  durch  den  Anfangs- 
punkt, also  ein  Diametralschnitt  des  Hyperboloids,  u.  s.  f. 
Aus  (21)  erhalten  wir  durch  Differentiation 

ferner   ist  Ä  =  —  AJc^.     Unsere    früheren  Formeln    für    das   Linien- 
element,   den    Coutingenzwinkel    und    die    Krümmung    einer    Curve 
werden  daher: 
(10a)  ds'  =  dx,^  +  dx,^  -  W ^?x/,**^0 

*)  In  (21)  muss  rechts  eine  negative  Constante  gewählt  werden,  damit  die 
von  X  an  den  Kegelschnitt  zu  legenden  Tangenten  imaginilr  werden;  nur  für  die 
idealen  Punkte  ist  ß^^  positiv. 

**)  Vgl.  Killing,  a.  a.  0.  p.  260  und  Poincare,  Bulletin  de  la  Societe 
mathematique,  t.  15,  p.  205,  1887.  —  Das  Hyperboloid  ist  so  zweideutig  anf 
die  Ebene  abgebildet;  dadurch  entsteht  nach  einer  früheren  Bemerkung  (p.  431) 
eine  Verallgemeinerung  der  Kreistheorie,  von  der  man  jetzt  einsieht,  dass  sie 
mit  der  durch  die  nicht-Euclidische  Geometrie  bedingten  Verallgemeinerung 
zusammenfällt. 

***)  Hierin  ist  nach  (21)  x^  noch  als  Function  von  x^  und  x«  anzusehen; 
wir  werden  erst  später  die  Elimination  von  dx^  wirklich  ausführen  und  dadurch 
zu  der  von  Riemann  als  für  die  nicht-Euclidische  Geometrie  charakteri- 
stischen Form  des  Bogenelementes  gelangen.  —  Wie  nämlich  nach  Gauss  die 
Theorie  der  Curven  auf  einer  Fläche  im  Wesentlichen  von  der  Art  und  Weise 
abhängt,  wie  sich  auf  ihr  das  Bogenelement  durch  zwei  Parameter  ausdrückt, 
so  ist  nach  Riemann  (vgl.  oben  p.  467  f.)  der  Ausdruck  für  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  durch  die  Coordinaten  (deren  Definition  dabei  unbestimmt  ge- 
lassen wird)  charakteristisch  für  die  Metrik  in  der  betreffenden  Mannigfaltig- 
keit. Eine  quadratische  Function  der  Differentiale  führt  insbesondere  zu  den 
drei  von  uns  zu  behandelnden  Geometrien;  complicirtere  Ausdrücke  für  äs^ 
werden  zwar  als  möglich  erwähnt,  aber  die  aus  ihnen  zu  ziehenden  Folgerungen 
nicht  weiter  verfolgt. 
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^^'^^^  \^k')    ~  {- 4k'dx^- -i- dx,' -{- dx,y' 

fc)0^\  /i?l\^ 4(Z  +  x,dx^d-x.,)- ,,2 

^■^^"^^  \dsj  [-  iJc-dXs^  +  dxi'  +  dx^^]'         ' 

Die  iu  (21)  gemachte  Festsetzung  ist  z.  B.  nützlich,  um  ein- 
zusehen, wie  in  der  hyperbolischen  Geometrie  der  geraden  Linie  die 
Eigenschaft  erhalten  bleibt,  dass  sie  die  kürzeste  Linie  ist,  durch 
welche  mau  irgend  zwei  ihrer  Punkte  mit  einander  verbinden  kaini. 
Die  Aufgabe,  diese  kürzeste  Linie  zu  bestimmen,  führt  nach  den 
Regeln  der  Variationsrechnung  zu  der  Forderung: 

(22)  dfds  =  0, 

wenn  ds  durch  (10a)  gegeben  wird,  und  wenn  zwischen  den  drei 
Variabein  die  Identität  (21)   besteht.     Sei   mit  S  der  Werth  des   in 

(22)  auftretenden  Integrals  bezeichnet,  so  ist 

da  die  Variationen  dxi  an  den  beiden  festen  Endpunkten  ic'^^  und  x^^'> 
verschwinden.  Nehmen  wir  (21)  hinzu,  so  ergeben  sich  die  beiden 
Bedingungsgleichungen : 

8Xy  d  ^  -{-  8x^ d  -j^  —  4F  öx^d  ~j-^  =  0 , 

CitS  et  o  II S 

x^dx^  -{-  a;2da;2  —  Ah'^x^dx^  ==  0. 

Beide  CTleichungen  sollen  für  alle  Werthe  von  da?,,  dx.2,  Sx^  be- 
stehen, d.  h.  es  muss  sein 

(23)  tlL  =  lll  =  ^. 

Hierin  haben  wir  nur  eine  einzige  Bedingung  gefunden,  da  von 
den  Differentialen  noch  die  beiden  Identitäten 

x^dxi  +  x^dx^  —  AJc^XodXc^  =  0, 

ds        ds     '     ds        ds  ds       ds 

erfüllt  werden  müssen.  Interpretiren  wir  x^,  x^^  %  als  gewöhnliche 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  auf  dem  Hyperboloide  (21), 
so  ist  auf  dieser  P^läche  eine  Curve  defiuirt,  deren  Schmiegungsebene 
durch  die  Gleichung 
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X, 

^2 

x^ 

i 

dXi 

dx.^ 

dxo 

0 

cfx. 

cfx^ 

d^x^ 

0 

X, 

X, 

X; 

1 

=  0 


in  den  Variabelu  Xi  dargestellt  wird.  In  Folge  von  (23)  kann  man 
die  dritte  Horizontalreihe  der  Determinante  durch  x^,  x^^  Xo,  0  er- 
setzen-, die  Gleichung  ist  daher  für  X,=  0  identisch  erfüllt,  d.h. 
die  Schmiegungsebene  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids. 
Diesen  ebenen  Diametralschnitten  entsprechen  aber  die  geraden  Linien 
der  hyperbolischen  Geometrie.  Letztere  sind  daher  in  der  That  (jlcicli- 
seitig  kürzeste  Linien. 

IV.   Die  trigonometrischen  Formeln  der  hyperbolischen  Geometrie. 

Nach  der  Aufstellung  analytischer  Ausdrücke  für  die  Grund- 
begriffe der  Entfernung  und  des  Winkels  kommt  es  darauf  an,  bei 
einer  gegebenen  Figur  die  verschiedenen  Strecken  und  Winkel  in 
ihrer  gegenseitigen  Abhängigkeit  zu  untersuchen.  Für  die  Eucli- 
dische  Geometrie  werden  die  dazu  nöthigen  Mittel  in  der  Trigono- 
metrie entwickelt 5  sehen  wir  also,  wie  sich  entsprechende  Betrach- 
tungen für  die  hyperbolische  Geometrie  anstellen  lassen! 

Zunächst  drücken  wir  die  „rechtwinkligen  Coordinaten"  x,  y  eines 
Punktes  P  durch  seine  Entfernung  von  den  Coordinatenaxen  a:  =  0 
und  ?/  =  0  aus.  Es  sei  also  p  die  Entfernung  von  der  Axe  a:  ==  0, 
d.  h,  die  Länge  des  von  P  aus  auf  diese  Axe  gefällten  Lothes, 
q  die  Länge  des  von  P  aus  auf  die  Linie  y  =  0  gefällten  Lothes. 
Zu  Grunde  gelegt  wird  (und  dadurch  sind  für  uns  die  reclikvinMigen 
Coordinaten  definirt)  ein  Polardreieck  des  Fundamentalkegelschnittes, 
so  dass 

ß..  =  [:^'  +  r-"4Ä;^J^3'• 
Das  von  P  auf  die  Linie  x  =  0  gefällte  Loth  ist  die  Verbindungs- 
linie von  P  mit  dem  Pole  dieser  Linie  in  Bezug  auf  den  Fundamental- 
kegelschnitt (dessen  Coordinaten  y  ==  0 ,  x^==0  sind);  der  Fuss- 
punkt  des  Lothes  hat  also  die  Coordinaten  0  und  ?/,  und  seine 
Entfernung  von  P,  d.  i.  die  Strecke  p,  ergiebt  sich  aus  (9): 

(25)  sin  -^  =  ^  ; 

ebenso  wird  q  und  die  Entfernung  r  des  Punktes  P  vom  Anfangs- 
punkte berechnet;  wir  finden: 


(25  a)       sin  -^  = 


2k  i 


y 


sin  —  = 


2Ä:t         yx^  -[-  y^ 


W 
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Es  besteht  hiernach  die  Identität 

(26)  («in  0  +  (sin  Xj  _  («i,  0  =  0 . 

Definiren  wir  also  drei  Variable  ^j  t],  ^  durch  die  Gleichungen 

(27)  i  =  2 a  sin  ^-. ,     i^  =  2i]c  sin^.,     ^  =  cos  ^. , 

so  besteht  zwischen  ihnen  die  Relation 

(28)  I'  +  »?'  —  4Fg2  _  _  4/^2  ^ 

Der  Vergleich  mit  (21)  lehrt  sofort,  dass  die  Grössen  |,  -j^,  ^  nichts 
anderes  sind,  als  die  in  ihren  absoluten  Werthen  gemäss  obiger  Fest- 
setzung fixirten  homogenen  Coordinaten  des  Punktes  P*). 

Zu  den  trigonometrischen  Formeln  für  das  Dreieck  (zunächst  das 
rechtwinklige)  gelangen  wir  durch  unsere  frühere  Untersuchung  über 
die  Transformation  eines  Kegelschnittes  in  sich.  Ist  die  Gleichung 
des  letzteren  2X^X2  —  Xg^  =  0,  so  wird  eine  solche  Transformation 
durch  die  Formeln 

(29)  =.^  =  a-^X^,     =.^  =  aX^,     =3  =  Xg 

dargestellt;    sie  repräsentirt   eine   Drehung    um   den   Punkt   X^  =  0, 
Xg  ==  0;  wenn  die  beiden  fest  bleibenden  Punkte  des  Kegelschnittes 
imaginär  sind.    Um  dies  zum  Ausdrucke  zu  bringen  und  gleichzeitig 
den  Kegelschnitt  in  die  obige  Form  zu  transformiren,  setzen  wir: 
Si  ^^  g  +  iri       Hg  ^^  I  —  iri        X^  ^x-\-  iy        X^  ^^x  —  iy^ 
=3  Ä;y2    '      H3  Z:|/2    '      X3  kY2    '      X^  &  >/2 

Die  Formeln  (29)  nehmen  dann  folgende  Gestalt  au: 

(30)  ^'^^         ^'^  "''  ""'-^^  +  **(«  —  «"')»?  ? 
2y  =  —  i((x  —  a"~^)|  +  («  +  cc~'^)yi  . 

Der  Strahl  X^  +  AXg  =  0  geht  in  den  Strahl  X^  +  aUXg  =  0 
über;  das  Quadrat  des  Parameters  «  ist  daher  gleich  dem  Doppel- 
verhältnisse, welches  irgend  ein  durch  den  Anfangspunkt  gehender 
Strahl  mit  dem  ihm  zugeordneten  Strahle  und  mit  den  beiden  vom 
Anfangspunkte  an  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  gehenden  Tan- 
genten bildet**).     Es  ist  folglich  a^  ein  Maass  des    Winkels  (p,   um 


*)  Diese  Coordinaten  legt  Killing  a.  a.  0.  zu  Grunde,  indem  er  sich 
dabei  auf  die  von  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  gemachten  Angaben 
stützt.  Bei  I  und  iq  tritt  in  (27)  auf  den  rechten  Seiten  der  Factor  h  hinzu, 
damit  sich  für  ä;  ==  00  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  g,  t^,  1 
ergeben.  Aus  (26)  ergibt  sich  für  Tc  =  00  der  Pythagoräische  Lehrsatz. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  15.  199. 
C  leb  ach,  Vorlesungen.   II,  1,  31 
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welchen  ein  durcli  den  Anfangspunld  gellender  StraJd  vermöge  der  in  (30) 

dargestellten  Rotation  um  diesen  Änfangspunlct  gedrelit  wird;  und  nacli 

(14)  können  wir 

(p  =  2i]c'  log« 

setzen.  Führen  wir  noch  die  Abstände  p,  q  des  Punktes  P  (d.  i. 
X,  y)  von  den  Coordinateuaxen  nach  (25)  und  (25  a)  ein  und  ebenso 
seine  Entfernungen  'jc,  k  von  den  Äxen  |  =  0,  ^  =  0,  so  gehen 
wegen 

a;2  _1_  ^2  _  4^2  _  |2  _|_  ^2  _  4^,2 

die  Gleichungen  (30)  über  in 

«i°  h  =      ^«^  W  '^"  ^i  +  ^^'"  2F7  ^"^  m ' 

Q  .        CD        .        71       ,  m        .        y. 

^^^  Ai  =  -  ^^°  2F  «^^^  m  +  ^^^  2F  ^^"  2Ä^-- 


(31) 


Nehmen  wir  insbesondere  g  ==  0,  d.  h.  lassen  den  Punkt  P  auf 
die  X-Axe  rücken,  so  wird  p  gleich  dem  Abstände  dieses  Punktes 
vom  Anfangspunkte;  die  Elimination  von  x  bez.  jt  führt  dann  zu  den 
Gleichunojen 


(32) 


sin 


2/a 


«"^  2Fi  ''''  2¥ 


sin 


2k  i 


P      •       «P 
^^"  2¥i  «^^  2F 


welche   sich   auf  ein   rechtwinkliges  Dreieck   mit   den   Katheten  jr,  x 

und  der  Hypothenuse  p  be- 
ziehen, während  g)  den  der 
Kathete  k  gegenüberliegen- 
den Winkel  bezeichnet  (vgl. 
Fig.  28).  Ziehen  wir  durch 
P  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Z-Axe  in  N  trifft 
und  dort  mit  ihr  den  Winkel 
tjj  bildet,  sei  ferner  mit  p' 
die    Entfernung    P  -  N   be- 


Fig.  28. 

// 

.^—^ 

^X 

^^     \>C 

\^ 

y^            \ 

^^^ 

a. 


zeichnet,  so  haben  wir  ebenso 


^^^^•  =  '^^2l^-^>"2F' 


also  durch  Elimination  von  x: 


^^•^  2Fi  •  '"^  Wi  -  '^"  2/?  '■ ''''  2F 


Dieses  Resultat  bezieht  sich  auf  die  Seiten  und  Winkel  des  beliebig 
gestalteten  Dreiecks  OPN.    Sind  daher  in  der  üblichen   Weise  a,  1),  c 
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die  Längen  der  Seiten  eines  Dreiceks  und  a,  ß,  y  die  Grössen  der  ihnen 
Jjez.  gegenüber  liegenden   Winkel,  so  folgt: 

(33)  siii  2^  .  :  sin  ^^  . :  sin  ^^  .  =  sin  ^^v  :  sm  ,^^  :  sin  ^. 

Aus   diesem   Fundameiitalsatze    (dem   sogenannten  Simissat^e)   lassen 
sich  alle  anderen  Formeln  der  Trigonometrie  ableiten. 

Zur  Aufstellung  des  zweiten  Hauptsatzes  (des  „Cosimissatzes") 
gehen  wir  auf  das  rechtwinklige  Dreieck  OPQ  (vgl.  Fig.  28)  zurück. 
Es  werde  mit  d  die  Länge  der  Seite  OQ  bezeichnet,  welche  in  der 
hyperbolischen  Geometrie  nicht  mit  7t  identisch  ist*).  Nach  (9)  resp. 
(25a)  haben  wir 


(34) 


cos  r^-.  =    1/  j:,—. 5 ,  ,  „  ,       cos  ^rj-  =    1/  ,  .r     — rrä  ' 

2Jci  V    £^  +  77^  —  4/^^'  2Jci  V    i"  —  4P 


Vr-- 


cos  '  ^ 


2Jci         V   ^'  +  »j-  —  4P' 
also  folgt: 

2ki  Ihi  2ki' 


(öo)  COS  r^-.  =  cos  z-y-.  cos 


wobei  Q  dieselbe  Strecke  bezeichnet,  die  früher  p  genannt  wurde. 
Nehmen  wir  nun  ein  beliebiges  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  h,  c  und 
den  Winkeln  a^  ß,  y  als  gegeben  an,  und  werde  die  Grundlinie  c 
durch  die  Höhe  x  in  die  beiden  Theile  c'  und  c"  getheilt,  so  haben 
wir  nach  (35): 

a  v,  c' 

cos  ^,— .  =  cos  TTT-  cos  TTT- 

2/ci  2kl         2k% 

M     /  c  c"     ,      .       c      .      c"  \ 

=  cos  -J-.  1  cos  -^rj-.  cos  tr^.  +  SHl  -,-.  SHl  r^-.  ) 
2kl  \  2kl  2kl    '  2kl         2kiJ 

h  c      ,  Y.      .       c      .      c" 

=  COS  —j-.  cos  —j-.  -\-  cos  —j--  sm  -y-.  sin  ^ry-.  • 
2kl  2kl    '  2Ä;»  2ki  2ki 

Ferner  lehren  die  Gleichungen  (34),  (25)  und  (32),  dass 
(36)  cos  ^.  sin  ^  =  sm  ^.  ^=  sin  ~^.  sin  ^  • 


*)  Man  kann  auch  die  Grössen  v.  und  8,  d.  h.  Ordinate  und  Abscisse,  als 
„Coordinaten"  der  analytischen  Geometrie  benutzen;  so  thut  es  Frischauf: 
Absolute  Geometrie  nach  Bolyai,  p.  60,  Leipzig  1872.  Mittelst  der  angegebenen 
Formeln  findet  man  dann  die  Gleichung  der  Geraden  a§-}-&7?-|-c  =  0  in  der 
complicirteren  Form: 

8  yi.  8 

2  kai  sin  — —  -f-  27(;&itang  — — -.  -|-  c  cos  —r-.  ='  0  . 

Z  Kl  u  rCl  Z  ICl 

Noch    andere    Grössen    führt   Flye    S*®.-Marie    a.   a.   0.    als    Coordinaten    ein 
(vgl.  oben  p.  472). 
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Für   unseren  Fall  haben  wir   d   durch  c",  ])  durch  h,  cp  durch  a  zu 
ersetzen.     Wir  finden  somit  die  folgende  zweite  wichtige  Formel*) 

Eine  dritte  Fundamentalformel  der  Trigonometrie  ergibt  sich  in 
folgender  Weise.  In  dem  eben  benutzten  Dreiecke  mit  der  Grund- 
linie c  und  der  Höhe  x  ist  nach  (35): 

Multiplicireu  wir  beiderseits   mit  sin^  ^,    und  ersetzen    das  rechts 
entstehende  Product  durch  den  ihm  gleichen  Ausdrucli 


cos 


c'    /  M  a  c'  \ 

ry-.  1  cos  ^-.  —  cos  —r--  COS   tt^--  ]  , 


beachten  ferner,  dass  nach  (37)  die  hier  auftretende  Klammer  gleich 

^^°  Äi  «^^  h  ^««  w 

gesetzt  werden  darf,  so  ergibt  sich 

(39)  cos  ^f.- taug  ^.  =  tang^., 

eine  Gleichung,  mittelst  welcher  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke 
der  Cosinus  eines  Winkels  durch  die  Hypothenuse  und  die  anliegende 
Kathete  ausgedrückt  wird.  Berechnen  wir  ferner  nach  dem  Sinus- 
satze den  Winkel  ß  durch  die  Seite  a  und  die  Höhe  x,  so  folgt: 

tang^f.  cos  ^.  tang^.  =  sin  ^., 

und  die  Anwendung  von  (38)  gibt  endlich  die  für  jedes  rechtwinklige 
Dreieck  anwendbare  Relation: 

(40)  tang^.sin^.  =  tang^.. 

Es  ist  ferner 

M  c"  b      ,     .     c"     .      b  a 

cos  Try-.  =  COS  zr^-.  COS  ^ry.  -f-   SIU  —f-.  SIU  -y-.  COS  ^rjT'  , 

2^-^  2]ct  2kl    '  2kl  2kt  2k   ' 

also  nach  (38): 

K      .     c"  .      b  a. 

cos  r-y-^  sin  ry-.  =  Sm  -,-.  COS  r^  • 

2k%        2kl  2kl        2k 


*)  Man  bemerkt  sofort,  dass  die  gewonnenen  Formela  (die  schon  von 
Bolyai  entwickelt  waren)  mit  denen  der  spliärisclien  Geometrie  in  Ueberein- 
stimmung  zu  bringen  sind,  wenn  man  nur  k  rein  imaginär  nimmt;  der  Grund 
bierfür  wird  unten  bei  Behandlung  der  elliptischen  Geometrie  hervortreten. 
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Verweiulen  wir  endlicli  noch  die  Gleichungen 


%  c  0  .       V,  .       0       .       a 

COS  r^-.  COS  r^-.  =  COS  ^,-.  ,         Sin  ;ry-.  =  SHl   r^.  Sin  r-r7 

2/0*  2Z;^  2A;t'  2a;»  2A;i  2/(; 


so  erhalten  wir  aus  (40): 


(41)  tang  ^  (sin  ^.  -  tang  ^  cos^.  cos  ^)  =  tang  ^  sin  ^  • 

Dies  ist  die  gesuchte  dritte  fundamentale  Belation  mvischen  den  Seiten 
und  Winlceln  eines  BreiecJcs.  Multipliciren  wir  beiderseits  mit  cos  ^tt-, 
so  erscheint  sie  in  der  Form 

(42)  sin  ^.  cos  ^.  -  cos  ^.  sin  ^.  cos  ^ 

=  «^^  ^-  ^^^  W  ^°*S  2r  =  '"^  Wi  ''''  2-/7  ^^^  2r ' 

in  welcher  eine  geAvisse  Analogie  mit  (37)  hervortritt.  Mittelst  des 
Sinussatzes  findet  man  hieraus: 

V  b  .      a  ß     I  c  a     .      ß 

sin  ^  cos  ry-.  =  sin  ryr  cos  r^  +  COS  ^rjr-  cos  -T7  sm  -^  • 
'ik  2fö*  2«  2A;      '  zici  2k  zk 

Hierill  vertau-schen  wir  h  mit  c  und  ß  mit  7,   multipliciren  die  neue 

Gleichung  mit  cos  —p  und  addiren  sie  zur  vorstehenden  Gleichung; 

nach  Division  mit  sin  —p  ergibt  sich  dann: 

(43)  cos  ^  +  cos  ^  cos  2F  -  sin  ^  sin  ^  cos  ^.  ■ 

Diese  Gleichung  steht  der  Gleichung  (37)  dualistisch  gegenüber;  sie 
wird  aus  ihr  bis  auf  ein  Vorzeichen  durch  Vertauschung  der  Winkel 
mit  den  Seiten  und  der  Grösse  ¥  mit  ilc  gewonnen.  Dass  eine 
solche  Relation  (43)  bestehen  musste,  war  nach  dem  Principe  der 
Dualität  vorauszusehen;  da  aber  in  den  entsprechenden  Formeln  der 
analytischen  Geometrie  Quadratwurzeln  vorkommen,  war  eine  neue 
Ableitung  zur  Bestimmung  der  Vorzeichen  nothwendig*). 

In  entsprechender  Weise  kann  man  die  übrigen  Formeln  in 
ihre  dualistischen  Gegenbilder  übertragen;  es  genügt  aber  in  dieser 
Beziehung  zu  bemerken,  dass  die  Delationen  (33)  und  (41)  zu  sich 
seihst  dualistisch  sind.     Bei   der   ersteren  ist  dieses  evident;  für  (41) 


*)  In  der  sphärischen  Trigonometrie  beweist  man  die  entsprechenden 
Gleichungen  mittelst  des  sogenannten  „Polardreiecks",  was  für  uns  nicht  erlaubt 
ist.     Für  die  Ableitung  des  Textes  vgl.  Killing  a.  a.  0.  p.  11. 


486 


Dritte  Abtheilung. 


erkennt   man   es,  indem   man  c  mit  «,    y  mit  u  vertauscht,   und  die 
Gleichung  in  der  Form  schreibt: 


(44)   tang^.(sin^  +  tang-2^^ 


^  ^°«  2F  ^^^  ii 


^)=*^"g2F 


sin 


iTzi 


Für  das  Folgende  ist  es  nützlich,  noch  einige  Gleichungen  als 
Conseqiienzen  der  vorhergehenden  abzuleiten,  in  denen  die  halbe 
Summe  s  der  Seiten  und  die  halbe  Summe  ö  der  Winkel  vorkommt. 

Berechnet  man  aus  (37)  die  Werthe  von  1  —  cos  — ^  und  1  -\-  cos  -^.^ 
so  ergibt  sich: 


.    s  —  &   .    s  —  c 

sm    _ ,  .    sm 


(45)       siu^  ^.  = 


•Hii 


2ki 


.      b      .      c 
sin  -TT-,  sin  -Y-- 
2kt        2lci 


cos*- 


4^-' 


und  ebenso  findet  man  aus  (43): 

—  '-'^'*  TT'  '"'^^ 

(46)        --'^^ 


^*^'2F'''     2Ä;' 


s      .     s  —  a 
sm  — ,— .  sin    ^,  . 
2}ci  2]ct 


sin  -.f-.  sin  -=— . 
2Ä;i        2ftt 


ff  —  y         c 
cos  -—-TT-  cos 


sin 


Aki 


sin    — ;-;   Sin    — r-7 

2Ä;  2)^ 


cos'"^  TT--  = 

4:  kl 


2  k' 


2k' 


sin  — r7  sm 


2k 


2k' 


worin 

(47)  26'  =  «  +  6  4-c,     2(5  =  «  +  /3  +  7. 

Nach  (33)  bestehen  die  Identitäten 

a      .       h      .       c  .       ß      .       e      .       a 

sm  ^77-7  sm  —r-.  sm  ^^-^  =  sm  ^^-7  sin  t-t-.  sm  -j-. 
2Ä;  2Ä;i         2Ä;t  2a;  2kz         2ki 

y      .      a      .      b 
=  sm  -Vt  sm  —r-  sm  ^r-^. 
2k  2kl  2kl 


(48) 


a       .        1?       .        y 
sm  — r-.  sm  :tt-7  sm 


2ki 


2  k 


2k' 


^^"  2^-  ^^"  27/  ^^•^  2¥ 


=  ^^^2-/d^^"2F^^^2F- 

Bezeichnen  wir    den  gemeinsamen   Werth    der   ersten   drei   Producte 
mit  d,   denjenigen  der  anderen  drei  Producte  mit  d,   so  ist  hiernach 

(49)       ^«1^2T^-^^^2]ü-'^^2l^-  =  ^'      ^^^^2F«^^2F«^^2r  =  ^   • 

Aus  der  ersten  Gleichung  (48)  erhalten  wir  mittelst  (37): 
.  ,   b 


d' 


2ki 


2ki 


2k' 


C"  +  2  ABC, 


wenn  zur  Abkürzung  A  =  cos^. ,  u.  s.  f.,  oder  wegen  (9): 


(50) 


d''  = 


1     G    B 

C    1     A 

= 

B    A    1 

^'xx      ^^xy      ^'x5 
"(/^      "yy      "y* 

Q.x    ^y    ß.. 


ß..«,,«-. 
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wobei  X  die   zu   a,  y  die  zu  h,  ä  die  zu  c  gegenüberliegende  Ecke 
bezeiclinet.     Nun  ist  symbolisch 

=  y  {ahcf  {xysf  =  A{xyzfj 

wenn  jetzt  A  die  Determinante  -^+«n«22^33   unseres  Fundamental- 
keffelsclinittes  bedeutet.     Es  wird  daher  auch 


(51) 


d''QxxQy,jQ,,  =  A{xyz)\ 


Ebenso  ergibt  sich,   wenn  mit  u-,,  Vi,  Wi  die  Coordinaten  der  Seiten 
des  Dreiecks  bezeichnet  werden; 


8- 


1 


(52) 


cos-,^,-cos-^-cos2-^. 


o  "  ß  Y  ' 


Ä^{uvwy 


0        0       0? 

Uli     www 


wenn   <Puu  =  y  {aT)iif  gesetzt  wird,   so   dass   die  Determinante  von 

^uu  gleich  dem  Quadrate  von  A  wird.  Um  auch  in  d  und  ö  die  Summe 
der  Seiten,  bez.  die  Summe  der  Winkel  einzuführen,  beachten  wir, 
dass  nach  (48): 

d''  =  A  sm^  -y-.  sm^  ^ry-.  sm''  -yr  cos^  -y-, ; 
2lci  2A;e  4^-  4/;   ' 


hieraus  finden  wir  durch  Anwendung  von  (45): 

(53) 

und  analog: 

(54)  8' 


,9         ,.       s      .     s  —  a    .     s  —  b    .     s  —  c 
er  =  4  am  „-y-.  sm    „,  .    sm    „,  .    sin  -777-^ , 
2Ä;*  2Z;t  2^•^  2ki   ' 


,  ö  ö  —  a  a  —  b  6  —  c 

^  ^^^  2F  ^°'  ^TT  ^°'  ^It-  '^'  -2F-' 


worin  d'^  mittelst  (49)  auf  d^  zurückgeführt  werden  kann.  Aus  der 
zweiten  Gleichung  (45)  und  den  beiden  ihr  analog  zu  bildenden 
Gleichungen  finden  wir  ferner: 

s     .    (s  —  a)  .    (s  —  b)   .    (s  —  c) 
.  sin  — r^.  sin  \^,  .     sin  \,,  .     sin  ^^ — ~ 

9    a  9    p  9    y  2A;t  2k,i  2/ci  'ikt 

COS-^  ^7-7  cos''  7TT  COS''  "Vr  = r 

4^*  4a;  4^-  .„a.„&.„c 

sm''  — ,-  sm-  — j-.  sm^  -7-. 
2/a  2Ä;i  27i;i 

Die  halbe  Summe  s  der  Breiechsseiten  herechnet  sich  daher  nach  (53), 
(49),  (51)  und  (52)  durch  die  folgende  Formel  aus  den  Coordinaten 
der  Dreiecksseiten  und  Dreiecksecken: 
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(55)  sin-  -^.  =       -,^  cos^  ^  co.^  j^  cos^  -^. , 
und  entsprechend  Laben  wir: 

(56)  cos^  2F  =  -  ^  '^^  2Äi  ^^^  2F*  ^^^  2]u- • 

Weitere  Umformungen   ergeben   sich   durch  Combination   der  ersten 
Gleichung  (45),  bez.  der  zweiten  Gleichung  (46)  mit  den  Relationen 
(53),  (54)  und  (49).     Wir  finden  so  für  die  halbe  Summe  s  der  Seiten 
und  die  halbe  Summe  6  der   Winkel  die  Formeln'*): 
r~i\  2_l__ ^ ^(xy^y 

(^og  cos    2/c'  —  ^^         -    a  ,    b  ,     c  16l>^,A,.^.a:' 

16  cos^  -T-.  cos*  rr--  t^os*  -^-.  ^'J    v^     '^ 

^Ki  4a;4  4Ai 


WO  z.  B.  Dx,j  =  Qxy  +  y^xx  %y,  und 

fp.Q\  •   2  _!_ ^! _  _    A^juvicY 

(^Oöj         sm      ^.  g  16A    A     A      ' 

16  sin^  -^  siii^  -^:-v  sin'''  -^  '^uv^vw'^ivu 

4:1  ik  4« 

WO    Z.B.    Auv  =  y^uu<^vv  —  ^uv 

In  den  Gleichungen  (48)  ist  der  Satz  ausgesprochen,  dass  das 
Produd  des  Sinus  der  mit  2^7^  dividirten  Grundlinie  eines  Dreieclas  in 
den  Sinus  der  zugehörigen,  mit  2ik  dividirten  Höhe  für  alle  drei  Seiten 
des  DreiecJcs  denselben  Werth  hat.  Dieses  Resultat  kann  ohne  vor- 
stehende Betrachtungen  direct  auf  rein  algebraischem  Wege  ge- 
wonnen werden.  Es  seien  x,  y,  0  die  Ecken  des  Dreiecks,  Wi  die 
Coordinateu  der  Linie  x-y,  t,  der  Fusspunkt  der  zu  der  Grundlinie 
lü  gehörigen  Höhe  h,  t  der  Pol  der  Linie  lo  in  Bezug  auf  den 
unendlich  fernen  Kegelschnitt  a^^  "^b^^  ^c^^ -^^xx  =  ^-  Dann 
haben  wir 

%i  =  %Zi  +  Ixi  =  K2i  -f  l{abw)(ab)i. 

Nun  ist  (xyt,)  =^  O5  also  das  Verhältniss  jc  :  l  bestimmt  sich  aus  der 
Gleichung 

0  =  'nixyz)  +  X{abtv){axb,j  —  b^a^)  ^  ^{xys)  -\-  l{axb,j  —  b^a,^^ . 
Hieraus  ergibt  sich: 

Qli  =  {axby  —  bxa,jfzi  — -  {xys)  •  {abw){ab)ic^. 
Also  wird: 

qQ.^  =  QC-d;  =  {ci^by  —  bxttijfcz^  —  {xyz){abiv){abc)c. 

=  (axby—bxayfc,^  —  y  {xyz){abcy 

=  2Qz.{QxxQy,j  -  Qly)  -  ^Aixy^y, 


*)  Auch  diese  finden  ihre  Analoga  in  der  sphärischen  Trigonometrie. 
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Q^Qi;!;  =  Q^c;;^  =  {a.chy  —  haj^c,ci;  —  {xys){iihtü){abc)ci; 

Nach  (9)  bestimmt  sich  die  Höhe  h  als  gegenseitige  Entfernung  der 
Punkte  s  und  t,  durch  die  Gleichung 

Sin  jr,-  =  — 


K  ■"•ji-"-t,<,  Y    ^i  Y      xx-"  ijy  ■"  xy 

Berechnet   man   ferner   die  Länge  g  der  Grundlinie   als   gegenseitige 
Eutfernung  der  Punkte  x  und  y,  so  ergibt  sich  das  Resultat: 

(59)  sin  — ;  •  sin   -^    —        -^ 


2Ä;i  2lci        ]/ß,,ß,,ß,. 

Das   auf  der  linken  Seite   stehende  Product  hat  daher  in  der  That 
für  alle  drei  Grundlinien  einen  und  denselben  Werth*). 

Neben  die  Begriffe  des  Winkels  und  der  Entfernung  stellt  sich 
uns  in  der  Ebene  als  dritter  metrischer  Fundamentalbegriff  derjenige 
des  Flächeninhalts  einer  geschlossenen  Figur.  Wir  führen  in  der 
Euclidischen  Geometrie  die  zugehörige  Maassfunction  auf  diejenige 
der  Entfernung  zurück,  indem  wir  angeben,  wie  viele  Quadrate  von 
gegebener  Seitenlänge  sich  in  ein  gegebenes  Flächenstück  so  legen 
lassen,  dass  sie  dasselbe  ganz  ausfüllen.  Da  nur  für  eine  beschränkte 
Klasse  von  Figuren  sich  ein  solches  Hineinlegen  von  Quadraten  wirk- 
lich ausführen  lässt,  so  wird  man  in  bekannter  Weise  dazu  geführt, 
die  Seiten  der  Quadrate  unendlich  klein  werden  zu  lassen  und  dann 
den  Flächeninhalt  durch  ein  Doppelintegral  zu  berechnen.  Legt  man 
die  Seiten  der  unendlich  kleinen  Quadrate  alle  parallel  zu  den  beiden 
Coordinatenaxen,  so  wird  dieses  Integral  einfach  gleich  jj dxdy,  aus- 
gedehnt über  das  Innere  des  Flächenstückes;  es  ist  eben  dxdy  der 
Inhalt  eines  unendlich  kleinen  Quadrats  mit  den  einander  gleichen 
Seiten  dx  und  dy,  und  das  Doppelintegral  gibt  den  Grenzwerth  der 
Summe  aller  dieser  Quadrate  an.  Wählt  man  andere  zu  einander  ortho- 
gonale Curvensysteme,  z.  B.  die  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln, 
so  wird  die  Ebene  durch  diese  ebenso  in  unendlich  kleine  Quadrate 
getheilt;   der  Inhalt  eines  solchen  Quadrats  ist  dsds',  wenn  ds  und 


*)  Die  Gleichung  (59)  zeigt  eine  gewisse  Analogie  mit  der  Formel  für  den 
Flächeninhalt  eines  Dreiecks  in  der  Euclidischen  Geometrie;  man  darf  aber 
nicht  die  rechte  Seite  (wie  es  Stahl  in  dem  auf  p.  401  erwähnten  Aufsatze 
thut)  als  Ausdruck  für  den  Sinus  des  Flächeninhalts  in  Anspruch  nehmen,  wie 
aus  dem  Folgenden  hervorgeht;  vgl.  unten  Gleichung  (72). 
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eis'  die  Bogenelemente  zweier  solcher  sich  orthogonal  schiieideuden 
Curven  bedeuten,  und  der  Flächeninhalt  F  daher: 

(60)  F  =  JJdsds', 

das  Doppelintegral  wieder  ausgedehnt  über  alle  Flächenelemente  dsds' 
im  Innern  des  gegebenen,  beliebig  begrenzten  Flächenstückes, 

In  der  nicht-Euclidi sehen  Geometrie  bleibt  uns  nur  diese 
letztere  allgemeine  Definition  des  Flächeninhalts.  Construiren  wir 
nämlich  auch  hier  alle  Linien,  welche  auf  einer  Coordinatenaxe  senk- 
recht stehen  und  ebenso  alle  Geraden,  Avelche  auf  einer  zu  ihr  recht- 
winkligen Axe  orthogonal  sind,  so  bildet  doch  nicht  irgend  eine  Ge- 
rade des  einen  Systems  mit  irgend  einer  Geraden  des  anderen  Systems 
einen  rechten  Winkel-,  es  gibt  also  nicht  ein  zweifach  orthogonales 
System  von  Geraden,  durch  welches  die  Ebene  in  unendlich  kleine 
Quadrate  getheilt  werden  könnte.  Die  Existenz  von  orthogonalen, 
nicht  geradlinigen  Curvensystemen  ist  uns  bereits  bekannt;  alle  Kegel- 
schnitte, welche  die  gemeinsamen  Tangenten  einer  beliebigen  Curve 
zweiter  Klasse  und  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  berühren, 
bilden  ein  zweifach  orthogonales  System  im  Sinne  der  nicht-Euclidi- 
schen  Geometrie,  wie  unsere  früheren  Betrachtungen  über  „verall- 
gemeinerte" elliptische  Coordiuaten  lehren  (vgl.  p.  289  £F.).  Als 
Flächeninhalt  eines  Flächenstückes  definiren  wir  den  Grenzwerth  der 
Summe  dller  Tcrummlinig  hegrenzten  Quadrate,  deren  Seiten  von  den 
Curven  eines  zweifaeh  ortJiogonalen  Systems  gebildet  zverden,  und  die  das 
Innere  des  Flächenstüclcs  ausfüllen;  den  Flächeninhalt  eines  solchen 
Quadrats  aber  setzen  wir  gleich  dem  Froducte  seiner  Seitenlänge,  so  dass 
die  Gleichung  (60)  für  uns  gültig  bleibt.  Dass  der  Werth  des  ent- 
stehenden Doppelintegrales,  falls  letzteres  überhaupt  einen  Sinn  hat, 
unabhängig  davon  ist,  welches  orthogonale  Curvensystem  man  der 
Berechnung  zu  Grunde  legt,  lehrt  die  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale*). 

Das  einfachste  System  der  verlangten  Art  wird  gebildet  von 
den  um  einen  Punkt  beschriebenen  Kreisen  und  den  durch  den  Punkt 
gehenden  Strahlen,  also  geliefert  durch  das  System  der  Polarcoordi- 
naten  r,  cp,  welche  mit  unseren  früheren  rechtwinkligen  Coordinateu 
(27)  zusammenhängen.  Dabei  ist  r  die  Länge  der  Verbindungslinie 
des  Punktes  r,  cp  mit  dem  Anfangspunkte  und  (p  der  Winkel  dieser 
Verbindungslinie  gegen  die  Axe  71  =  0.  Nach  (27)  und  (32)  haben 
wir  also 


*)  Vgl.   z.  B.   Thomae,    Einleitung  in   die  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale, Halle  1875,  p.  33. 
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I  =  2Uc  sin  2^  cos  2^7 ,     n  =  -'  '■/'^  -^i"  4"  ''"  ^ ' 
(61)  ,.       . 

wobei    die  Ideutitüt  (28)    erfüllt  bleibt.     Für    das   Bogenelemeiit  ds 
Hilden  wir  hieraus: 

^  "  =  ^^^  ~  F"2  '^^"^  2k-  ^^^'  • 

Auf    einem    Kreise    haben    wir    dr  =  0,    auf    einem    Radiusvector 
d(p  =  0  zu  nehmen;  also  geht  (60)  über  in 

Unmittelbar  ergibt  sich  hieraus  der  Flächeninhalt  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  B;  derselbe  ist  nämlich  gleich 

-in        R 

(64)  ly  dcpj  sin  ^.  dr  =  ^  (^cos  -^^-l)-  *) 

0         0 

Um  den  Inhalt  eines  Dreiecks  zu  berechnen,  dessen  Seiten  mit 
a,  i,  c,  dessen  Winkel  mit  a,  ß,  y  bezeichnet  seien,  legen  wir  die 
Seite  c  desselben  in  die  Axe  tj  =  0,  und  zwar  so,  dass  ihr  Schnitt- 
punkt mit  a  in  den  Anfangspunkt  fällt.  Die  dritte  Seite  (b)  des  Drei- 
ecks werde  ihrer  Lage  nach  durch  die  Gleichung 

(65)  u^  ^vrj  +  t  =  0 

in  den  durch  (61)  definirten  Coordinaten  dargestellt;  dann  gibt  (63): 

F=^-fJdcpjdi, 
0        1 
wobei  nach  (61)  und  (65): 

+  2iÄ  Im  cos  -^  +  ^  sin  -^,) 

Wir  haben  sonach  zunächst: 

(66)  F='^;(^J'zdcp-(^. 


*)  Für  das  Problem   der  Quadratur  des  Kreises   gilt  also  eine  analoge  Be- 
merkung, wie  sie  oben  bei  der  Rcctification  gemacht  wurde  (p.  475  f.). 
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Um  Z  nach  cp  zu  iutegriren,  setzen  wir 


dann  wird: 


Zd(p  =  ±2ihyu^-i- 


J     l/l  -4/v 


l/l  -  W  sin2  (^7^)  •  {u'  +  V') 


f)[l  — 4ä;2(m2_|-ü2)^-j 


Das  hier  zunächst  unbestimmt  gelassene  Vorzeichen  ist  jetzt  so  zu 
wählen,  dass  die  Elemente  des  Integrals  sämmtlich  positiv  werden. 
Wir  setzen  in  (65)  die  Werthe  (61)  ein  und  finden  für  »^  =  0  (d.  h. 
9  =  0  und  r  =  c): 

2'kiu  =  —  cotang  ^-r-., 
j*  fei 

ebenso  für  cp  =  ß,  r  =  a: 

2U  {ii  cos  gf.  +  «^  sin  ^)  -  -  cotang  ^. , 
also  unter  Benutzung  von  (42): 
2/c^i;sm  2^.  sm  ^.  sin  2^  =  sm -^.  cos  ^. cos -p  -  cos 2^.  sm -^. 

und  durch  Einsetzen  dieser  Werthe: 

2/a  Yu^  +  v^  cos  ^  X''"  =  2/u  (v  cos  ^  —  u  sin  ~j 

m      .       a  C  cp  cc 

sin  -^7  sin  -yr  cos  —r-.  —  cos  ~r-^  cos  --w 
2k         2k         2kl  2k  2k 


c      .       a 
sin  :rT-.  sin  —77 
2 /et         2/c 


Bezeichnen  wir  nun  mit  q  die  Länge  des  unter  dem  Winkel  g)  gegen 
die  Axe  rj  =  0  nach  einem  Punkte  der  Linie  (65)  vom  Anfangs- 
punkte aus  gezogenen  Radiusvectors  und  mit  ^  den  Winkel  dieses 
Radius vectors  mit  der  Linie  (65),  und  zwar  denjenigen  Winkel,  welcher 
in  dem  Dreiecke  mit  den  Seiten  q,  c  und  dem  Winkel  g)  der  Seite  c 
gegenüber  liegt,  so  ist   der  Zähler  des  letzten  Ausdrucks  nach  (43) 

gleich  cos  -^-r;  also: 
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ip  ib 
,                         COS  —j7                    cotang  —-; 

(68)  yu^  +  v^  cos  ^—  = —  = — . 

2kl        2/c  2kl 

Ebenso  finden  wir: 

2/ay.7TV^  sin  ^+^  =  2hi  (v sin  ^,  +  u cos  ^) 

"°^^"^  2F  +  ^^^  ^  ^-  2F  ^^^  2^- 

(69) 


C       .       a 
sin  ;n-.  sin  ^TT-, 


•      V>  Q 

sin  —77  cos  —r-. 

2k          2kl  ,  g 
=  —  cotanof  rr^ 

a  02/1: 

sin  — r-.  sin 


c 
2Fi  °'"  2F 
und  hieraus: 

(70)  +  l/m^^M^süT^  =  (sin  ^y\ 

Das  Einsetzen  der  Wertlie  (69)  und  (70)  in  (67)  lehrt,  dass  das 
untere  Vorzeichen  zu  wählen  ist.  Die  unbestimmte  Ausführung  des 
auf  die  Variable  t  transformirten  Integrals  ergibt  dann: 

fzd<p  =  -ir  log  [sJc'  (u'  +  v')  sin^  5^  -l-AJc'  (u'  +  v') 

+  4 h  y^'+ü' cos  ^/  ]/l-U'(u' -i-v'Jsm'^^] 

=  -  r~iJnog  []/l  -ik\u'  +  ^2)  sin^  5^^ 
-2hy^F^fV'cos^^J^ 

Führen  wir  auch  hier  die  Grössen  ^  und  9  mittelst  (68)  und  (70) 
ein  und  berechnen  den  reellen  und  imaginären  Theil  des  Logarith- 
mus  einzeln,  so  folgt  weiter: 

^Jzdcp  =  —  1  +  ^log  (sin  ^.  sin  ^)  +  2 arctang  (cotang  ^\ 
=  -  1  +  ilog  (sin  ^.  sin  ^)  +  ^  _  |,. 

Für  die  obere  Grenze  g?  =  |3  ist  q  =  a,  i^  =  y,  und  für  93  =  0  ist 
Q  =  c,  V  =  ^k'jt  —  a;  ferner  haben  wir  nach  dem  Sinussatze: 

''''  Wi  ^^^  W  =  «^^  Wi  «"^  2F  =  «^"  2f^•  «^^  ^  5 
also  wird  allgemein: 


yJzücp  = 

0 


_  9-         ^  +  a 

777    I    £_  i«  if/    Ci  Tb   
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Nehmen  wir  die  obere  Grenze  endlich  gleich  /3,  so  gibt  uns  (66) 
den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  mit  den  Winkeln  a,  ß,  y  in  der  Form: 

(71)  ^■=«.(,_«_if+v). 

Da  der  Flächeninhalt  nothwendig  durch  eine  positive  Zahl  gemessen 
wird,  so  folgt  hieraus  das  wichtige  Resultat: 

In  der  hyperbolischen  Geometrie  ist  die  Summe  der  Winkel  eines 
geradlinigen  Dreiecks  kleiner  als  zwei  RecJite  (d.  h.  kleiner  als  2nk'); 
diese  Summe  nimmt  ah  hei  wachsendem  Flächeninhalte^'). 

Es  ist  jetzt  leicht,  F  als  Function  der  Coordinaten  der  Ecken 
des  Dreiecks   zu  berechnen;    die  Gleichung   (57)   ergibt  unmittelbar: 

(72)  i^=8Farcsin^S^^^=  =  8/£2arcshi- —^ 

4  1/D     DB  .  a  b  c 

*  Y  -^xy  -^yz  -^zx  4  COS  —r--  COS  ^r-.  COS  — =-. 

4tki        4:Tci         ^ki 

Nach  (48)  haben  wir  ferner 

(y 
sin  TT--  sin  -,  . 
c  ^ki         ikt 
cos  — — 
2ki 

Lassen  wir  nun  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  unendlich  klein  werden 
und  bezeichnen  mit  ds,  ds'  die  unendlich  kleinen  Längen  a,  h,  so 
finden  wir  das  Flächenelement  mit  den  Seiten  ds,  ds'  und  dem  ein- 
geschlossenen Winkel  y  gleich 

—  dsds'  sin  —p , 

eine  Formel,  welche  uns  die  Berechnung  von  Flächeninhalten  aus- 
zuführen lehrt,  wenn  nicht-orthogonale  Curvensysteme  benutzt  werden, 
und  welche  mit  der  entsprechenden  in  der  Euclidischen  Geometrie 
übereinstimmt. 

V.   Die  metrisclieii  Grundbegriffe  für  die  hyperbolisclie  Geometrie 

des  Raumes. 

Wenn  wir  nunmehr  zur  Geometrie  des  Raumes  in  unseren  Unter- 
suchungen zurückkehren,  so  brauchen  wir  nicht  alle  Aufgaben  mit 
gleicher  Ausführlichkeit  wie  in  der  Ebene  zu  behandeln,  da  sich 
manche  Ueberlegungen  nach  leicht  ersichtlichen  Analogien  auf  den 
Raum  ausdehnen  lassen.  Nur  wo  die  gerade  Linie  und  deren  Coor- 
dinaten in  Betracht  kommen,  haben  wir  wesentlich  neue  Ansätze  zu 
machen.     Die  homogenen  Coordinaten  sind  schon  früher  unabhängig 


*)  Vgl.  Lobatcheffsky,  Bolyai,  Gauss,  Riemann,  a.  a.  0. 
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von   metrisclien  Begriffen   eingeführt   worden  (p.  458  f.)   und   können 
daher  unbedenklich  benutzt  werden. 

Neu  präcisiren  müssen  wir  den  Begriff  der  Bewegungen  im 
Räume.  Unter  einer  Bewegung  verstehen  wir  eine  Transformation^  ver- 
möge deren  jeder  PunJct  des  Raumes  tviederum  in  einen  PunJd  des 
Baumes,  jede  Ebene  wiederum  in  eine  Ebene,  und  zwar  eine  beliebige 
Ebene  in  jede  andere  Ebene  übergeführt  werden  Icann.  Hiermit  ist  die 
betreffende  Transformation  als  eine  lineare  ganz  so  charakterisirt, 
wie  dies  für  eine  Variable  weniger  in  der  Ebene  geschah  (p.  468); 
um  aber  die  Bewegungen  aus  der  Gesammtheit  der  Collineationen 
auszuscheiden,  betrachten  wir  wieder  die  unendlich  fernen  Punkte. 
Jeder  solche  Punkt  muss  wieder  in  einen  unendlich  fernen  Punkt 
übergehen;  in  jeder  Ebene  bilden  diese  Punkte  einen  Kegelschnitt 
(d.  h.  genügen  einer  homogenen  Gleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
den  Coordinaten);  die  von  ihnen  erfüllte  zweifach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit muss  daher  im  Räume  auch  durch  eine  Gleichung  zweiter 
Ordnung  dargestellt  werden,  und  zwar  durch  eine  solche  mit  nicht 
verschwindender  Determinante,  denn  andernfalls  würden  die  durch 
die  Spitze  des  unendlich  fernen  Kegels  gehenden  Ebenen  nicht  mit 
einer  beliebigen  anderen  Ebene  zur  Deckung  gebracht  werden  können. 
Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  ob  die  unendlich  ferne  Fläche  eine  ge- 
radlinige ist  oder  nicht,  denn  alle  anderen  Besonderheiten  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  in  der  Euclidischen  Geometrie  sind  metrischer 
Natur,  d.  h.  beruhen  auf  Beziehungen  zur  unendlich  fernen  Ebene, 
bez.  zum  imaginären  Kugelkreise.  Gäbe  es  aber  auf  der  Fläche  eine 
gerade  Linie,  so  würden  in  jeder  durch  dieselbe  hindurchgehenden 
Ebene  die  unendlich  fernen  Punkte  ein  Linienpaar  erfüllen,  und  eine 
solche  Ebene  würde  nicht  mit  einer  beliebigen  Ebene  durch  Be- 
wegung zur  Deckung  gebracht  werden  können*).    Die  unendlich  fernen 


*)  Aucli  mittelst  der  Annahme,  dass  die  Fundamentalüäche  reelle  Gerade 
besitze,  lässt  sich  natürlich  eine  in  sich  consequente  Geometrie  aufbauen;  doch 
müsste  man  dann  die  Annahme  aufgeben,  dass  eine  jede  Ebene  durch  Drehung 
um  eine  in  ihr  liegende  Gerade  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht  werden 
könne.  Es  würde  ferner  zu  unterscheiden  sein  zwischen  solchen  Geraden,  welche 
die  Fläche  in  zwei  reellen,  und  solchen,  welche  sie  in  zwei  imaginären  Punkten 
treffen.  Eine  Gerade  der  ersten  Art  würde  nie  mit  einer  Geraden  der  zweiten 
Art  durch  Bewegung  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Jede  Gerade  der 
ersten  Art  schickt  auch  zwei  reelle  Tangentenebenen  an  die  Fläche;  und  diese 
Ebenen  würden  mit  jeder  anderen  Ebene  desselben  Büschels  einen  unendlich 
grossen  Winkel  bilden.  Mittelst  der  Methoden  der  projectivischen  Geometrie 
sind  weitere  Sätze  der  Art  leicht  abzuleiten.  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  6, 
p.  127  f.  und  Poincarö,  a.  a.  0. 
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Punlcte  erfüllen  sonach  eine  reelle  nicht  geradlinige  Fläche  zweiter  Ord- 
nung; lind  die  Bewegungen  iverden  durch  diejenigen  linearen  Trans- 
formationen des  Baumes  gegeben,  welche  diese  Fläche  in  sich  überführen. 
Sei  Qxx  =  0  die  Gleichung  derselben  in  den  vier  homogenen  Coordi- 
naten  Xt,  so  ist  offenbar  die  Entfernung  r  zweier  Punkte  x  und  y 
durch  die  Gleichung  (7)  oder  (9),  p.  470,  das  Bogenelement  ds  durch 
(10)  gegeben,  wenn  wir  jetzt  überall  unter  Q^x  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von  vier  Variabein,  unter  Q^y  die  zugehörige  Polaren- 
bildung verstehen;  in  (8)  haben  wir  die  Gleichung  der  Kugel  vor  uns. 

Durch  unsere  früheren  Untersuchungen  über  die  Transformation 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  sich  (p.  356  ff.)  sind  uns  alle  mög- 
lichen Arten  von  Bewegungen  bekannt;  auszuscheiden  haben  wir  nur 
diejenigen  Fälle,  in  denen  mit  einem  imaginären  Elemente  nicht 
gleichzeitig  das  conjugirt  imaginäre  fest  bleiben  kann.  Da  ferner 
alle  Bewegungen  eine  Gruppe  bilden  sollen,  so  kommen  nur  die 
eigentlichen  Transformationen  in  Betracht*).  Es  bleiben  dann  fol- 
gende Fälle: 

1)  Nr.  1,  p.  361,  die  allgemeinste  Art  der  Ortsveränderung.  Alle 
Punkte  bewegen  sich  auf  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  die  un- 
endlich ferne  Fläche  in  zwei  Paaren  einander  conjugirt  imaginärer 
Erzeugenden  schneiden,  d.  h.  in  zwei  reellen  Punkten  berühren.  Um 
reelle  Variable  einzuführen,  setzen  wir  in  den  früheren  Gleichungen 

X^  =  Xi  -{-  2Jcx^,     Xg  =  a^a  +  ix^,     A  -|-  A^  =  (A  —  ^Je'* , 

yi.^  =^  X^  —  ^ fi x^ ,      ^3  =  x^  —  1 X^ ,      A  —j-  Ag  =  [^A,         Ag Je     y 

und  erhalten  dadurch  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Fläche  in 
der  Form 

(1)  x^^  +  x^^  +  x^^  —  A¥x^  =  0 , 

die  Bewegung  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

x^=       IgCosa -j- losina,  a;^  =  Ijcos -^ -|- 2Z;i|4  sin  — , 

x^=  —  |2sin«  -f-  ^gCosa,     2h x^^  =  i|i  sin  —  -f-  21ii,^coB  —  , 

Nun  findet  man  e"  als  Ausdruck  für  das  Doppel verhältniss,  welches 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  der  festen  Axe  a^g  =  0,  x^  =  0 
und  die  Schnittpunkte  dieser  Axe  mit  der  unendlich  fernen  Fläche 
bestimmen;   daher  ist  a  gleich  der  mit  21i  multiplicirten  Entfernung 


*)  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  uneigentlichen  Transformationen  den 
Spiegelungen  der  Euclidischen  Geometrie  in  gleicher  Weise  zur  Seite  stehen, 
wie  die  eigentlichen  den  Bewegungen. 
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dieser  beiden  Punkte  von  einander.  Ebenso  ergibt  sieb  das  von 
zwei  einander  zugeordneten  Ebenen  des  Büscbels  x^  -\-  Xx.^  =  0  und 
von  den  beiden  an  die  Fläche  (1)  durch  die  Büschelaxe  zu  legenden 
Ebenen  bestimmte  Doppelverhältniss  gleich  e"\  In  Analogie  mit  den 
Festsetzungen  für  die  ebene  Geometrie  ivollen  wir  mm  den  mit  ili 
multiplicirten  Logarithmus  dieses  Dopjjelverhältnisses  ivieder  als  Winkel 
der  heiden  Ebenen  defmiren,  so  dass  dieser  Winkel  durch  Gleichung 
(14),  p.  474  dargestellt  wird,  wenn  '^uu  =  0  die  Gleichung  der  un- 
endlich fernen  Fläche  in  Ebenencoordinaten  bedeutet.  Wir  können 
dann  sagen,  dass  die  Bewegung  aus  einer  Verschiebung  längs  einer 
gewissen  Axe  um  die  Grösse  2ha  und  in  einer  gleichzeitigen  Drehung 
von  der  Grösse  21i'a  um  dieselbe  Axe  besteht,  dass  es  sich  also  um 
eine  ScJiraiibenhewegung  handelt.  Wir  können  uns  die  Ueberführung 
der  Punkte  aus  einer  Lage  in  die  andere  durch  successive  unendlich 
kleine  Schraubenbewegungen  bewerkstelligt  denken;  und  dabei  hat 
sich  jeder  Punkt  auf  einer  Curve  zu  bewegen,  deren  Punkte  sich 
nach  den  Gleichungen  (65),  p.  318  vermöge  unserer  Substitution 
mittelst  der  Formeln 

,  .  na    ,    ck7  •        •     i^ci 

x^=      j/gcoswa -[- ygsmw«,  ä;i  =  ;^i  eos-^ -[' ^A^y^sm -r-, 

(3)  *  * 

rcg  =  —  y^^\nna-\-  ^/gcosw«,      zkx^==  ly^^vii—r- -\-  Ikyj^o.Q's,  -r- 

durch  einen  Parameter  n  ausdrücken  lassen.  Die  y/  sind  hier  die 
Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,  durch  den  die  Curve  (für 
a  =  0,  a  =  0)  hindurchgehen  soll. 

Die  eingeführte  Definition  des  Winkels  ist  unmittelbar  nur  auf 
sich  schneidende  Ebenen  anwendbar,  insofern  man  durch  den  Winkel 
die  Grösse  einer  Drehung  messen  will;  die  analytische  Formel  bleibt 
aber  auch  für  sich  nicht  schneidende  Ebenen  anwendbar.  Führen 
wir  auch  im  Räume  den  Begriff  der  idealen  Punkte,  Ebenen  und  Ge- 
raden ein  (p.  471  f.),  so  gehört  die  Schnittlinie  zweier  sich  in  Wirk- 
lichkeit nicht  schneidenden  Ebenen  zu  den  idealen  Geraden,  und  ihr 
Winkel  wird  bestimmt  durch  das  Doppelverhältniss,  welches  sie  zu- 
sammen mit  den  beiden  durch  ihre  ideale  Schnittlinie  gehenden 
(ebenfalls  idealen)  Tangentialebenen  der  unendlich  fernen  Fläche 
bilden.  Ist  die  ideale  Schnittlinie  insbesondere  eine  Tangente  dieser 
Fläche,  so  wird  der  Winkel  der  Ebenen  gleich  Null.  Der  Winkel  ist 
dagegen  ein  rechter,  wenn  die  beiden  Ebenen  einander  in  Bezug  auf 
die  Fläche  (1)  conjugirt  sind. 

Das  zur  Messung  des  Winkels  dienende  Doppelverhältniss  ist 
offenbar   gleich   dem  Doppelverhältnisse   der  vier  Strahlen,  in  denen 

Clebscli,  Vorlesungen.  II,  1.  32 
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die  vier  Ebenen  von  irgend  einer  Ebene  geschnitten  werden,  welche 
die  conjugirte  Polare  der  gemeinsamen  Schnittlinie  jener  vier  Ebenen 
enthält;  der  Winkel  zweier  Ebenen  ist  daher  gleich  dem  Winkel  zweier 
geraden  Linien,  in  denen  diese  Ebenen  von  irgend  einer  dritten  zu  beiden 
senkrechten  Ebene  geschnitten  werden,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  zur 
Definition  des  Ebenen-  und  des  Geraden-Winkels  dieselbe  Constante 
k'  benutzt  wird.  Das  Doppelverhältniss  der  vier  Ebenen  ist  auch 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  ihrer  vier  Schnittpunkte  mit  der  con- 
jugirten  Polare  ihrer  gemeinsamen  Axe,  von  denen  zwei  (als  Be- 
rührungspunkte zweier  Ebenen)  auf  der  unendlich'  fernen  Fläche 
liegen.  Ist  also  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  ideal  und  nicht  eine 
Tangente  der  Fläche,  so  haben  beide  Ebenen  eine  gemeinschaftliche 
Normale,  und  die  Länge  dieser  Normale  (Entfernung  ihrer-  beiden 
Fusspunkte  von  einander)  dient  zur  Charakterisirung  der  gegensei- 
tigen Lage  beider  Ebenen;  ist  diese  Länge  gleich  l  und  bezeichnet 
(p  die  gegenseitige  Neigung  der  sich  nicht  schneidenden  Ebenen,   so 

haben  wir  nämlich: 

l  cp         , 

-7-  ==  -7^7  =  log  a, 

wo  a  das  betreffende  Doppelverhältniss  bezeichnet.  Diese  Formel 
zeigt,  dass  die  Neigung  zweier  sich  nicht  schneidenden  Ebenen  noth- 
wendig  eine  rein  imaginäre  Zahl  ist.  Letzteres  wird  in  der  That 
dadurch  bedingt,  dass  die  beiden  benutzten  Tangentialebenen  der  un- 
endlich fernen  Fläche  reell  sind,  während  sie  bei  zwei  sich  schnei- 
denden Ebenen  imaginär  waren. 

Wir  hätten  jetzt  noch  die  Neigung  einer  geraden  Linie  gegen 
eine  Ebene  und  die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden  zu 
bestimmen;  beide  Aufgaben  werden  sich  von  selbst  erledigen,  wenn 
wir  weiterhin  die  Frage  nach  der  kürzesten  Entfernung  zweier  Ge- 
raden von  einander  ins  Auge  fassen. 

2)  Nr.  3,  p.  363.  Im  vorigen  Falle  ist  a  =  0;  die  Bewegung 
besteht  also  in  einer  Rotation  um  die  Axe  x^  =  ^,  %  =  0. 

3)  Nr.  3,  p.  363.  Im  ersten  Falle  ist  a  =  0;  die  Bewegung  be- 
steht in  einer  Verschiebung  längs  der  Axe  a;2  =  0,  ^Tg  =  0;  dieselbe 
ist  äquivalent  mit  einer  Rotation  um  die  ideale  Axe  x^  =  0,  x^  =  0. 

4)  Nr.  4,  p,  363.  Die  ideale  Axe  der  Rotation  ist  eine  Tangente 
der  unendlich  fernen  Fläche.  Wird  die  Gleichung  dieser  Fläche  in 
der  Form 

(4)  X,X,-{-X,X,  =  0 

vorausgesetzt,  so  lautete  die  Transformation: 
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(5)  •     ^i  =  fi  +  A(H,  +  H3)-A'^H,,     X,  =  Z,, 

X2    =    —2    A   -  .j;  ,  X3     =      -3    A   -  4  . 

Hierin  setzen  wir: 

/n\  ^1   =  ^i   -J-   2/CX^,       Ay   ==^  ^2   -f-  IXg, 

dann  geht  (4)  wieder  in  (1)  über,  und  es  wird  eine  reelle  Bewegung 
durch  die  Gleichungen 

2x,  =  (2  -  A^)li  +  2Ai,  +  2hAn,, 

(7)  X2=       -All     +1,       +2Ä;A|„     0:3  =  13, 
47..ä:,=       -A^I^    +2A|2  +  2Ä;(2  +  A^)|, 

dargestellt.  Daher  bleibt  jeder  Punkt  der  idealen  Axe  iCg  =  ^j 
Xj^  —  2Jcx^===0  fest,  und  jede  Ebene  des  Büschels  XQ-{-X(xy  —  2Jix^  =  0 
wird  in  sich  übergeführt.  Jeder  Punkt  bewegt  sich  daher  auf  einem 
Kegelschnitte,  der  die  Axe  des  erwähnten  Büschels  im  unendlich  fernen 
Punkte  a^ä  ==  0,  x^  =  0,  x^  —  2JvX^  =  0  berührt.  Jeder  solche  Kegel- 
schnitt geht  mit  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte  seiner  Ebene 
daselbst  eine  Berührung  dritter  Ordnung  ein,  ist  also  eine  Gremcurve; 
es  wird  nämlich  auch  jede  Fläche  des  Büschels 

(8)  _      x^-  +  X2^  +  x^^  -  AWx^^  +  ^  {x^  —  2hx,y  =  0 

in  sich  übergeführt,  und  alle  diese  Flächen  berühren  sich  längs  der 
beiden  imaginären  unendlich  fernen  Geraden,  in  denen  die  Ebene 
Xi^  —  2]iXi  =  0  von  den  Ebenen  X2  +  ix^  =  0  geschnitten  wird. 
Eine  Fläche,  welche  die  unendlich  ferne  Fläche  so  in  zwei  je  doppelt 
zählenden  Erzeugenden  schneidet,  nennen  wir  eine  Grenzfläche;  sie 
entsteht  aus  der  Kugelfläche,  d.  h.  aus  einer  Fläche,  welche  die  un- 
endlich ferne  Fläche  längs  eines  Kegelschnittes  berührt,  wenn  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  rückt,  und 
somit  der  Berührungskegelschnitt  in  ein  Linienpaar  ausartet.  Die 
Gleichung  der  Kugel  ist  wieder  durch  (8),  p.  470  gegeben,  wenn  dort 
Q.XX  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  unendlich  fernen  Fläche  be- 
deutet. Da  alle  Grenzflächen  der  Schaar  (8)  durch  unsere  Bewegung 
in  sich  übergehen,  so  haben  die  Punkte  jeder  Fläche  von  irgend 
einer  anderen  Fläche  der  Schaar  constanten  Abstand.  In  der  That, 
es  sei  X  ein  Punkt  der  Fläche  (8),  geschrieben  in  den  ursprüng- 
lichen Coordinaten  X-,  d.  h.  der  Fläche 

und  es  sei  Y  ein  Punkt  der  entsprechenden  Fläche  mit  dem  Parameter 
«.',  so  ergibt  sich  ihre  Entfernung  S  aus  der  Gleichung 


cos 


32- 
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Steht  nun  die  Verbindungslinie  X-  Y  senkrecht  auf  beiden  Flächen, 
d.  h.  geht  sie  durch  den  Punkt  Xg  ==  0,  Xn  =  0,  X^  =  0,  so  ist 

Yi  =  Xi  (1  +  A) ,     Y^  =  X^,     Yg  =  Xg ,    X^=  Y^, 
und  mit  Hülfe  der  Gleichung  der  zweiten  Fläche  finden  wir 

cos^  = ^±£=, 

2]ci  2y/x  ■  fi' 

also  in  der  That  S  nur  abhängig  von  fi  und  ^', 

Von  Interesse  ist  es,  die  Geometrie  auf  einer  Grengfläclie  noch 
näher  zu  verfolgen.  Zunächst  berechnen  wir  die  Länge  des  Bogens, 
welchen  der  Punkt  X  bei  der  Bewegung  (5)  beschreibt.  Das  Bogen- 
element  ergibt  sich  durch  Betrachtung  einer  unendlich  kleinen  Be- 
wegung, welche  durch  die  Formeln 

dX^  =  dh{X^  +  X^)  —  2NdNX^,    dX,  =  0, 

dX^  =  -  dAX^,  dX^  =  —  dAX^ 

gegeben  wird.     Das  Linienelement  ist  dann  nach  (10),  p.  471: 

ds dA 

2Jc      y^' 

wenn  der  Bogen  auf  der  Grenzfläche  mit  dem  Parameter  ft.  gemessen 
wird.  Den  Punkt  X  führen  wir  mittelst  einer  zweiten  Bewegung 
in   Y  über,  wobei 

r,  =  x,  +  iM(x,-X3)-M^x„    r,  =  x„ 

^^  ^2  =  X2  +  ^•MX4,  r3  =  X3  — iMX^. 

Obgleich  hier  die  imaginäre  Einheit  i  eingeht,  haben  wir  doch  eine 
reelle  Bewegung,  denn  mittelst  (6)  ergibt  sich  die  entsprechende 
reelle  Transformation 

2y^    ={2  —  M")x,  —  2M^2  +  2]cfA^x^, 

2/2    =^2>  2/3  =  —  '^^i  +  %  +  2kMx^, 

Uy^  =  —  W[^x^  —  2Mx^  +  2fc(2  +  M^)^;^. 

Bei  dieser  Bewegung  bleibt  jeder  Punkt  der  idealen  Axe  a^g  =  0, 
x^  —  2'kx^  =  0  fest,  sie  geschieht  also  senkrecht  zu  der  Bewegung  (7): 
Alle  Grenzcurven,  welche  bei  der  neuen  Bewegung  in  sich  übergehen, 
werden  rechtwinklig  geschnitten  von  allen  Grenzcurven,  die  in  gleicher 
Beziehung  zu  der  früheren  Bewegung  stehen.  Die  Zusammensetzung 
beider  Bewegungen  führt  zu  den  Formeln: 

r,  ==  E,  +  (A  +  iM)H2  +  (A -  ^ M)Eg  -  (A^  +  M^)^^ , 

(10)     r2  =  ^2-(A-^M)E,, 

rg  =  E3-(A  +  *M)E„    r,  =  z,. 
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Nehmen  wir  A  und  M  gleichzeitig  unendlich  klein,  so  geht  Y  in 
E  -j"  (IE.  über,  und  es  wird 

dE,  =  (d^  +  idN\)E.,  +  (dA  —  idN\)~.,  —  2(MtZM  +  AdA)E.^, 

d=.^  =  —  {d^  —  id[A)=.^, 

dz.^  =  —  {dN  +  «'  ^M)  Z4 ,     c^E^  =  0 . 
Für  die  Entfernung  ds   der  beiden    unendlich    benachbarten  Punkte 
auf  der  Flüche  (8)  gewinnen  wir  jetzt  die  Gleichung 
...  ds^_  dA^  +  dN[' 

Das  Bogcnelement  auf  der  Grenzfläche  drücld  sich  sonach  durch  die 
Parameter  der  beiden  m  einander  orthogonalen  Schaaren  von  Grens- 
curven  genau  ebenso  aus,  ivie  in  der  ebenen  Euclidischen  Geometrie 
durch  die  rechtwinldigen  Coordinaten.  Hieraus  können  wir  sofort 
folgern,  dass  in  der  nicht-Euclidischen  Geometrie  auf  der  Grenz- 
fläche alle  metrischen  Sätze  der  gewöhnlichen  Euclidischen  Geo- 
metrie Gültigkeit  haben,  wenn  man  nur  die  geraden  Linien  der 
Euclidischen  Ebene  durch  die  Grenzcurven  unserer  Grenzfläche  er- 
setzt. Es  wird  dies  recht  deutlich  bei  Betrachtung  des  Ebenen- 
bündels, dessen  Scheitel  im  unendlich  fernen  Mittelpunkte  der  Grenz- 
fläche liegt;  die  metrische  Geometrie  in  diesem  Ebenenbündel  ist 
nämlich  das  genaue  dualistische  Gegenbild  der  Euklidischen  Geo- 
metrie der  Ebene.     Es  entsprechen  sich 

im  Ebenenbündel: 
Ebene  des  Bündels, 
Strahl  des  Bündels, 
Unendlich  ferne  Ebene    des   Bün- 
dels (X^  =  0), 
Die  beiden  imaginären  Erzeugen- 
den, in  denen  die  unendlich  ferne 
Fläche  von  der  Ebene  X^  =  0  ge- 
schnitten wird. 
Der  Winkel  zweier  Ebenen.  Der  Winkel  zweier  Geraden. 

Der  Winkel  zweier  Ebenen  im  Sinne  der  nicht-Euclidischen 
Geometrie  war  defiuirt  durch  das  Doppelverhältniss,  welches  sie  mit 
den  beiden  durch  ihre  Schnittlinie  gehenden  Tangentialebenen  der 
Fläche  (4)  bestimmen;  die  letzteren  Ebenen  gehen  aber  in  unserem 
Bündel  stets  durch  die  genannten  beiden  imaginären  Erzeugenden 
hindurch,  so  dass  ihnen  in  der  That  die  Verbindungslinien  des  Scheitels 
eines  Winkels  mit  den  imaginären  Kreispunkten  dualistisch  gegen- 
überstehen. 


auf  der  Ebene: 
Gerade  Linie  der  Ebene, 
Punkt  der  Ebene, 
Unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene, 

Die  beiden  imaginären  Kreispunkte 
der  Euclidischen  Ebene, 
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Der  Entfernung  zweier  Punkte  in  der  Euclidischen  Geometrie 
entspricht  die  gegenseitige  Neigung  zweier  Geraden  in  unserem 
Bündel.  Die  in  der  Ebene  dieser  beiden  Geraden  gelegenen  Tan- 
genten der  Fläche  (8)  fallen  jetzt  in  die  Schnittlinie  der  Ebene  mit 
der  Ebene  X^  =  0  zusammen;  in  Folge  dessen  wird  das  zur  Berech- 
nung des  Winkels  dienende  Doppelverhältniss  gleich  Eins,  der  Loga- 
rithmus desselben  nnd  somit  der  Winkel  selbst  gleich  Null.  Zwei 
Linien  also,  die  sich  auf  der  unendlich  fernen  Fläche  schneiden, 
schliessen  den  Winkel  Null  ein;  solche  Linien  können  wir  als 
einander  parallel  bezeichnen.  Gleichwohl  ergibt  sich  für  das  gegen- 
seitige Verhältniss  der  Neigungen  zweier  zu  derselben  dritten  Linie 
parallelen  Geraden  gegen  diese  dritte  Linie  ein  bestimmter  end- 
licher Werth.  So  können  ivir  in  einem  Bündel  von  Parallellinien  die 
gegenseitige  Neigung  zweier  Geraden  durch  eine  bestimmte,  von  Null 
verschiedene  Zahl  messen,  sobald  wir  als  Einheit  die  Neigung  siveier 
willliürlich  aber  fest  gewählten  Geraden  eingeführt  haben.  Doch  hat 
diese  Messung  der  Neigung  nur  innerhalb  eines  und  desselben  Bün- 
dels von  Parallelen  eine  Bedeutung, 

Um  dies  analytisch  näher  zu  verfolgen,  bedienen  wir  uns  des 
durch  (6)  eingeführten  Coordinatentetraeders.  Es  wird  dann  durch 
eine  lineare  homogene  Gleichung  in  den  Ebenencoordinaten  u.^,  u^,  m^ 
eine  durch  die  Ecke  u-^^  =  0  gehende  Gerade  dargestellt,  durch  eine 
solche  Gleichung  in  den  Liniencoordinaten  p^.^i  Äs?  Pu  ®^^^  demselben 
Bündel  angehörige  Ebene  gegeben. 

Da  i^iTc  +  ^p'ik  die  Coordinaten  einer  Linie  des  durch  p  und  p' 
bestimmten  Büschels  sind  (vgl.  p.  65),  vorausgesetzt,  dass  p  und  p' 
sich  treffen,  so  bestimmt  sich  der  Winkel  cp  von  p  und  p'  aus  der 
Gleichung 

(12)  sin    "^    -  '^   '"         ''"    " ' 


2h'  -1/0      0  ,  ,  ' 

¥     PP     PP 

wo  <^pp  =  0  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Fläche  in  Linien- 
coordinaten bedeutet.  Ist  Ua^  =  0  die  symbolische  Gleichung  der- 
selben Fläche  in  Ebenencoordinaten,  so  können  wir  setzen  (vgl. 
p.  142  und  198): 

(t>pp  =  {aßxyf  =  {ydxiif, 

wobei  X,  y  zwei  Punkte  der  Linie  p  bezeichnen.  Ist  insbesondere 
X  der  Schnittpunkt   beider  Geraden   und  pa  =  Xiy'k  —  Xky'i,   so   wird 

Oj%'  —  '^pp'^vP  =  {aßxy){aßxy')-{y8xtj){y8xy' )  —  {aßxyyiydxy'f 
=  {aßxy){ydxy')[(aßxy')  (ydxy)  —  {ccßxy)  (ydxy')]. 
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Die  eckige  Klanmier  auf  der  rechten  Seite  ist  nacli  bekannten  Iden- 
titäten gleich 

{ayxy'){ydxß)  +  (ijßxij'){yöxa)  =  (ßydx)uu  —  {uydx)u^, 
wobei  11   die   Ebene    der  Punkte  x,   y,   y'    bezeichnet.      Da    sich   die 
beiden  Glieder  der  rechten  Seite   bis   auf  das  Vorzeichen   nur  durch 
Vertauschung  von  a  und  ß  unterscheiden,  so  wird,  wenn  11  zur  Ab- 
kürzung den  Ausdruck  0^%/  —  4>^;p0;>>'  bezeichnet; 
n  =  2{aßxy){y8xy')  (ßydx)ua  . 
Die  rechte  Seite  formen  wir  mittelst  der  Identität 
{ccßxy){ydxi/)  =  {y8xß){ay'xy)-^{yßxy'){a8xy)  +  (ßdxy){ayxy) 
um,    und    berücksichtigen    die    Vertauschbarkeit    von    y    und    d,    so 
ergibt  sich 

77  =  —  2(ßydxfuJ  +  4:(ßydx){y ßxy'){adxy)ii„  . 

Wegen   der  Vertauschbarkeit   von  ß   und  d   ist  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  wieder  gleich  2-/T,  also  wird  schliesslich 

n=2(ßydxyuj. 
Hierin  ist  ausgesprochen,  dass  der  Zähler  der  rechten  Seite  von  (12), 
wie  es  eben  behauptet  wurde,  verschwindet,  sobald  der  Scheitel  x 
des  Strahlbüschels  auf  der  unendlich  fernen  Fläche  liegt.  Da  nun 
für  kleine  Argumente  der  Sinus  durch  das  Argument  selbst  ersetzt 
werden  kann,  so  wird  in  diesem  Falle 


{16) 


2^'  y{aßxyy{y8xijy 

In  dem  Verhältnisse  der  Neigungen  zweier  Linien  7;'  und  p"  gegen  p 
hebt  sich  der  verschwindende  Factor  {ßydxy^  des  Zählers  heraus, 
und  das  Verhältniss  erhält  einen  endlichen  Werth. 

Gehen   wir  jetzt  zu   den  in   (6)   eingeführten   speciellen    Coordi- 
naten  zurück,  so  können  wir  setzen 

uj  =  11^^  -f  «gS^     -  {aßxyy  =  ph ,     "2  (ccßxyy  =  p'd  , 

«2  =  PisPii  —  Ihdhs ,     ih  =  PnV'u  ~  Px^v'n  . 
Da    ferner  p^^  =  p'u  =  1    angenommen    werden    darf,    so    wird    die 
Neigung    der   unserem   Bündel    angehörigen   Geraden  p   und  p'   pro- 
portional zu 

(14)  l/(Pl3-Ä^+(Fl2-Pl2n 

also  durch  dieselbe  Formel  gemessen,  wie  die  Entfernung  zweier 
Punkte  in  der  Euclidischen  Ebene.  Wenden  wir  aber  die  Varia- 
bein Xi  und   entsprechend  Pu-  an,   so   ist   der  Ausdruck  (14)   zu  er- 
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setzen  durch  V{Pi2  —  Pi''d  i^n  —  ^13).  Fasst  man  P  als  Ver- 
Dindungslinie  eines  durch  (10)  dargestellten  Punktes  Y  unserer  Grenz- 
fläche mit  dem  Scheitel  unseres  Bündels  auf,  steht  P'  in  derselben 
Beziehung  zu  einem  Punkte  Y',  dem  nach  (10)  die  Parameter  A' 
und  M'  zukommen,  so  wird  diese  letztere  Quadratwurzel  proportio- 
nal zu 

y(A  -  A')' +  (M  —  M')% 

also  auch  proportional  zu  dem  Ausdrucke  für  die  auf  der  Grenzfläche 
gemessene  Entfernung  zweier  Puakte,  wie  er  sich  aus  dem  in  (11) 
berechneten  Bogenelemente  ergeben  würde.  Wir  sehen  hieraus,  dass 
die  beiden  auf  der  Grenzfläche  gelegenen,  unendlich  fernen  imagi- 
nären Erzeugenden  auf  dieser  Fläche  in  der  That  dieselbe  Rolle 
spielen,  wie  die  imaginären  Kreispunkte  in  der  Ebene;  man  hat  nur 
die  Grössen  A  und  M  an  Stelle  der  rechtwinkligen  Cartesischen 
Coordinaten  zu  benutzen.  Insbesondere  stellt  eine  lineare  Gleichung 
in  A,  M  eine  Grenzcurve  dar;  durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Fläche 
geht  also  nur  eine  solche  Curve.  Zu  einer  beliebigen  Curve  dieser 
Art  kann  man  durch  einen  gegebenen  Punkt  nur  eine  Parallele 
ziehen,  nämlich  diejenige  Grenzcurve,  von  welcher  die  gegebene  im 
unendlich  fernen  Punkte  berührt  wird.  Die  Gleichung  A  -j-  iM  =  0 
stellt  nach  (10)  den  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  Y^=.^  —  3:^4^3 
dar,  also  die  eine  der  beiden  ausgezeichneten  imaginären  Erzeugenden 
selbst.  So  gelten  für  das  System  der  Grenzcurven  nach  den  auf- 
gestellten Formeln  dieselben  metrischen  Sätze,  wie  für  das  System 
der  geraden  Linien  in  der  Euclidischen  Geometrie*). 

Wir  haben  daher  Jcein  Mittel,  durch  Betrachtung  von  nur  ebenen 
Figuren  zu  entscheiden,  ob  ivir  es  mit  einer  Euclidischen  Ebene  oder 
mit  einer  nicht- Euclidischen  Grenzfläche  zu  thun  haben.  Erst  durch 
das  Hinausgehen  in  den  Raum  bemerken  wir  den  Unterschied,  denn 
das  Bogenelement  ist  nach  (11)  für  jede  Parallelfläche  zur  Grenz- 
fläche ein  anderes,  in  der  Euclidischen  Geometrie  aber  dasselbe  für 
alle  zu  einer  Ebene  parallelen  Ebenen.  Dass  wir  in  der  gewöhn- 
lichen ebenen  Geometrie  von  einer  unendlich  fernen  Geraden,  auf  der 
Grenzfläche  aber  nur  von  einem  unendlich  fernen  Punkte  sprechen, 
ist  kein  wesentlicher  Unterschied.  Die  Einführung  der  sogenannten 
unendlich  fernen  geraden  Linie  hatte  ja  nur  den  Zweck,  allen  Sätzen 
der  projectivischen  Geometrie  ausnahmslose  Gültigkeit  beizulegen. 
Verzichtet  man  hierauf,  so  ist  es  sehr  wohl  gestattet,  in  der  Ebene 
nur  einen  unendlich  fernen  Punkt  vorauszusetzen,  durch   den   dann 

*)  Vgl.  Bolyai  und  Frischauf  a.  a.  0. 
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alle  geraden  Linien  hindurchgehen;  und  so  geschieht  es  in  der  That 
in  der  Theorie  der  complexen  Functionen  und  des  logarithmischen 
Potentials.  Der  Satz  z.  B,,  dass  durch  jeden  Punkt  einfach  unend- 
lich viele  gerade  Linien  hindurchgehen,  erleidet  dann  eine  Aus- 
nahme für  den  unendlich  fernen  Punkt;  der  Satz,  dass  zwei  Pnnkte 
eine  gerade  Linie  bestimmen,  würde  dann  nicht  mehr  gelten,  wenn 
einer  dieser  Punkte  in  das  Unendliche  rückt.  Andererseits  ist  hervor- 
zuheben, dass  man,  wenn  die  hyperholische  Geometrie  zu  Grunde  (jelegt 
ivird,  auf  der  Grenzfläche  eine  geometrisclie  Barstellung  der  complexen 
Variahein  A  +  iM  zur  Verfügung  1  iahen  ivürde,  die  den  Anforderungen 
der  Functionentheorie  und  der  projectivischen  Geometrie  gleichmässig  genügt. 

Den  in  (12)  für  die  Neigung  zweier  sich  schneidenden  Geraden 
aufgestellten  Ausdruck  könnten  wir,  in  Uebereinstimmung  mit  der 
gewöhnlichen  Geometrie,  zur  Definition  der  gegenseitigen  Neigung  zweier 
heliehigen  Geraden  benutzen  und  nachträglich  geometrisch  deuten. 
Wir  ziehen  es  vor,  vom  Begriffe  der  hilrzesten  Entfernung  ziveier  Ge- 
raden ausgehend,  denjenigen  der  Neigung  neu  zu  entwickeln. 

Es  sei  |)  die  Verbindungslinie  der  Punkte  x,  y  und  p'  diejenige 
der  Punkte  x',  y'\  ferner  bedeute  r  die  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  Xx -\- ^y  der  ersten  Linie  von  einem  Punkte  X' x'  -\-  n,' y' 
der  zweiten.     Dann  haben  wir 

( lo )  cos —  —  — - —  « 

Die  absoluten  Werthe  der  vorkommenden  Verhältnisszahlen  können 
wir  uns  so  bestimmt  denken,  dass  die  beiden  Quadratwurzeln  des 
Nenners  gleich  einer  und  derselben  gegebenen  Constante  C  werden, 
so  dass: 

(16)  A^Q,,  +  2AftQ,,  -f  i>?%y^l''^.:'  +  2A>'Q,','  +ft'^Q,,  =C\ 

Soll  nun  r  einem  Maximum  oder  Minimum  entsprechen,  so  ist  dazu 
nach  der  Theorie  der  relativen  Maxima  und  Minima  die  Erfüllung 
folgender  Gleichungen  nothwendig: 

X'^.x'  +  ii'^xy'  +  M{k  Q^,  +  fi  Q^, )  =  0, 

x'%,'  +  ^'ßy/  +  ^a  «..  +  ^  ßy, )  =  0, 

X  Q,,'  +  II  %,y  +  N{X'Q,'y'  +  ii'ü,j'y)  =  0. 
Multipliciren  wir  die   erste  Gleichung  mit  X,  die  zweite   mit  ft   und 
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adcliren    die    entstehenden    Producte,    multipliciren    wir    ebenso    die 
dritte  mit  A',  die  vierte  mit  ^',  und  addiren,  so  ergibt  sich 


(18) 


M-G=  N-C=C- cos -^.' 


MQ,, 

MQ,, 

Qr.' 

Q.y' 

MQ,,j 

M%, 

^y.' 

%y' 

%.• 

^yx' 

MQ,',' 

MQ,;y 

^.y' 

^^yy' 

M<^,j,^ 

MQ,, 

Für  die  Grösse  M=N  finden  wir  aus  (17)  durch  Elimination 
von  /l,  ft,  A',  fi'  die  Bedingungsgleichuug 


=  0 


Die  links  stehende  Determinante  ist  von  der  Form 

M^R  +  3PS  +  T, 
wo   sich   die  Coefficienten   am   einfachsten   mittelst  der  symbolischen 
Methoden  berechnen  lassen.     Sei  zur  Abkürzung 

(ah):,  y  =  axhy  —  a,j  &^ , 
so  finden  wir 

B  =  a,'by{ah\yC,-d,y{cd)^',j'  =  -  {al)ly{cd)l'y'  =    -  %p%-p', 
T  =  a:,'by(al>%'y-C:c'dy'{cd)^y  =—  <t>J,p' , 

S  =  -  (ah).-,y(cd),'y'[(ah),,:,'(cd)y'y  +  (aZ^)...^'(cfZ).,'^ 
+  iah)y:,'(cd),^y'  +  (ah)yy'{cd%'y'] 
=  -j  (al>).v!j  (cd%'y  [{ahcd)(xyx'y')  —  {ah),^y(cd),,y  —  (ah):cy{cd):r'y'] 

=  ^[Ä  {xyx'yj  —  <t>lp'  —  %p  0yy] . 
Unsere  Gleichung  für  M  wird  so  schliesslich: 
(19)   {M'  -  \Y%p%^,;  +  (M^  -  V){_A(xyx'yJ  +  %,%y  -  0jy] 

+  A{xyx'y'y  =  0. 
Werden  die  Wurzeln*)  mit  M^   und  ilfg  bezeichnet,  die  zugehörigen 
Werthe  von  r  mit  r^   und  ^2,   so  haben    wir  unter  Berücksichtigung 
von  (18) 


(20) 


m,   M,  cos  2^..  cos    ^^.        o^^cD^,^,, 

(1  —  M  2)ri  —  31'-)  =  sin^ -^  sin^  -^  =  ^""y^'y')"^  =  {p^ä'IA 


*)  unter  Benutzung  rechtwinkliger  Coordinaten  (vgl.  oben  p.  481)  wird 
bei  Kill  in  g  (a.  a.  0.  p.  60)  in  analoger  Weise  obige  Hülfsgleicliuug  für  M  in 
Determinantenform  aufgestellt,  aber  nicht  auf  die  einfachen  Formen  (19),  (20) 
und  (21)  reducirt. 
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Der  erstere  Ausdruck  entspricht  genau  demjenigen,  welcher  iu 
der  Euclidi sehen  Geometrie  als  Quadrat  des  Cosinus  der  gegenseitigen 
Neigung  heider  Geraden  auftritt,  der  andere  demjenigen,  welcher  ge- 
wöhnlich als  Quadrat  des  Momentes  bezeichnet  wird.  Die  Elimination 
von  M  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (17)  ergibt: 

(X'aJ  +  ^' a^a,j'){lh:ohy  -f-  iih,/) 

—  (A'fty«.,'  -{-  ^' a,ja,j){lh/  +  ^h,ch,j)  =  0; 

die  linke  Seite  ist  aber  identisch  mit 

~,^{ah).^,j[ll'{a'b)x,^'  +  X^' {ah),^,j'  +  V ^i(aV),j^'  -\-  ^ii'(cih)y,j'] 

wo  TC  die  Verbindungslinie  des  Punktes  Xx  -{-  ^y  mit  dem  Punkte 
X'x'  -\-  ^'tf  bezeichnet.  Das  Verschwinden  von  0^,^  sagt  also  nach 
dem  Obigen  aus,  dass  die  Linie  >\  (das  ist  die  kürzeste  Entfernung) 
auf  den  gegebenen  Linien  p  und  p'  senkrecht  steht;  dasselbe  lässt 
sich  ebenso  von  der  Linie  r^  beweisen.  Wir  haben  daher  durch  vor- 
stehende Bechmmg  gleichseitig  zwei  gerade  Linien  bestimmt ,  welche  su 
den  beiden  gegebenen  Geraden  rechtwinklig  sind  und  beide  schneiden. 
Es  sind  dieses  offenbar  keine  anderen  Linien,  als  die  beiden  gemein- 
schaftlichen Transversalen  der  Geraden  p,  p'  und  ihrer  conjugirten 
Polaren  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Fläche;  oder  es  sind,  wie 
wir  kurz  sagen  können,  im  Sinne  der  hyperbolischen  Geometrie  die 
beiden  Hauptaxen  derjenigen  Congruenz,  welche  durch  die  speciellen 
Complexe  mit  den  Axen  p  und  p'  bestimmt  werden  („verallgemeinerte" 
Hauptaxen  in  unserer  früheren  Bezeichnung,  vgl.  p.  348),  Beide 
Hauptaxen  sind  auch  einander  in  Bezug  auf  die  Fläche  (1)  polar- 
conjugirt;  die  eine  von  ihnen  gehört  daher  zu  den  idealen  Linien  und 
kommt  für  unsere  Fragestellung  nicht  in  Betracht. 

Nun  wird  die  ideale  Strecke  r^  gemessen  durch  das  Doppel- 
verhältniss,  welches  ihre  beiden  Endpunkte  und  die  Schnittpunkte 
ihrer  Verlängerungen  mit  der  Fläche  (1)  bestimmen.  Dieses  Doppel- 
verhältniss  ist  nach  der  Polarentheorie  gleich  demjenigen  der  beiden 
durch  r^  gehenden  Tangentialebenen  der  Fläche  (1)  und  derjenigen 
Ebenen,  welche  man  durch  das  gemeinsame  Loth  r^  rechtwinklig  zu 
den  beiden  Linien  p,  p'  legen  kann.  Wird  der  Winkel  der  beiden 
letzteren  Ebenen  mit  (p^  bezeichnet,  und  derjenige  der  beiden  ent- 
sprechenden durch  r^  zu  legenden  Ebenen  mit  (p.^,  so  haben  wir: 


(20  a) 


'iki         21c''      2ki         2k' 
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Unter  Ausschliessung  aller  idealen  Elemente  bestimmen  sich   daher 

kürzeste  Entfernung  r^  und  Neigung  (p^   zweier  Geraden  p  und  p'  aus 
den  Gleichungen: 


(21) 


sin  -A-  sin  -^  —  ^^'  ^'^  ^^ 
Y    pp    pp 
»"i  qpi  pp' 


t/0    o 

V    pv   1 


Schneiden  sich  die  beiden  Linien,  so  wird  r^  gleich  Null  (während 
die  MicJitung  des  gemeinsamen  Lothes  vollkommen  bestimmt  bleibt), 
und  wir  kommen  für  q)^  auf  die  in  (12)  ausgesprochene  Definition 
zurück.  Wie  die  zweite  Gleichung  (21)  lehrt,  sind  Bivei  gerade  Linien 
SU  einander  senkrecht,  wenn  <Ppp'  verschwindet,  d.  h.  wenn  die  conjugirfe 
(ideale)  Polare  der  einen  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  von 
der  anderen  geschnitten  wird. 

Soll  die  gegenseitige  Neigung  9?^  gleich  Null  werden,  so  muss 
nach  der  ersten  Gleichung  (21)  {p,  jf)')  verschwinden;  wenn  nun  r^ 
von  Null  verschieden  sein  soll,  d.  h.  wenn  die  Geraden  sich  im 
Endlichen  nicht  schneiden  sollen,  so  muss  das  durch  die  Forderung 
(j?:  P'^  =  ö  bedingte  Schneiden  derselben  in  einem  idealen  Punkte 
stattfinden.  Die  gegenseitige  Neigung  mveier  in  einer  Ebene  gelegenen 
Geraden,  ivelche  sich  nicht  schneiden,  müssen  tvir  daher  gleich  Niäl  an- 
nehmen. Ihre  gegenseitige  Lage  wird  dann  durch  die  Länge  ihres 
gemeinsamen  Lothes  r^  gemessen,  wie  es  die  zweite  Gleichung  (21) 
in  Uebereinstimmung  mit  (12)  näher  angibt;  in  der  That  haben  wir 
auch  schon  früher  hervorgehoben  (p.  498),  dass  der  Winkel  zweier 
solchen  Geraden  rein  imaginär  werden  würde.  In  dem  Grenzfalle, 
wo  der  Schnittpunkt  auf  der  unendlich  fernen  Fläche  liegt,  ver- 
schwinden (p^  und  r-^  gleichzeitig;  neben  der  Bedingung  {p,  p')  =  ^ 
ist  auch  die  Gleichung 

{22)  <^,.p%',;  -<^lp'  =  0 

erfüllt;  diesen  Fall  haben  wir  bereits  eingehend  besprochen  (p.  502  f.). 
Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  untersuchen,  ivann  die  beiden  Wur- 
zeln der  Gleichung  (19)  zusammenfallen.  Als  Bedingung  dafür  finden  wir: 

[A{p,  p'Y  —  (\>lp'  —  %p%-p'f  —  4c%p%'p'(^Ip' 
=  A\p,  p'y  +  cD^^y  +  Oj^cD^y  -  2Ä(p,  pj^^^p- 
(23)         -  2Ä(p,  py%p%'p'  —  2%p%'p' 01;,' 

=  \A(p,  pj  +  <^lp'  -  %p%-p'  -2Vä(p,  p)%p'] 
.  [Ä(p,  pJ  +  ^p.  -  <X>pp%'p-  +  2yAip,  p')%p']  =0. 
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Die   Zerspaltung   der   linken  Seite  in  zwei  Factoren   entspricht 

(T  T     \ 

2K  —  2k')  "^  ^ 

aus  (20)  auf  der  rechten  Seite  das  Vorzeichen  von  ]/j.  unbestimmt 
bleibt.  Nennen  wir  nun  Pj,  P/,  0^,  0/,  TTi,  TT/  die  Schnittpunkte 
der  Linie  r^  (bez.  deren  Verlängerung)  mit  den  Geraden  p,  p\  der 
unendlich  fernen  Fläche  und  den  Polaren  7t,  %'  jener  Linien  in  Bezug 
auf  diese  Fläche,  so  sind  P^  und  TTi,  P/  und  TT/  zwei  Punktepaare 
einer  Involution,  deren  Doppelelemente  in  0^  und  0/  liegen.  Legen 
wir  also  auf  der  Geraden  r^  den  Punkten  0^  und  0/  die  Parameter- 
werthe  0  und  oo  bei,  während  die  Parameter  der  übrigen  Punkte 
gleichzeitig  durch  die  angegebenen  Werthe  bezeichnet  sein  mögen, 
so  besteht  die  Doppelverhältniss-Relation 

(p„  p/,  o„  0/)  =  f>  =  (n„  n/,  o„  0/)  =  ^  =  e'- 

und  entsprechend  auf  r^ 

(p„  p/,  o„  0/)  =  ^  =  (n^,  n/,  o„  0/)  =  ^4  =  .*. 

Soll  also  r^  =  rg  werden,  so  haben  wir 

p/      p,'      n/      n/' 

wegen  der  erwähnten  involutorischen  Beziehungen  ist  ferner 

P  P'  VT' 

•^1  __  -^1    __  -|    __  -'^2  __  -'^2 

n^      n/  n^      n/' 

Hieraus  geht  die  Relation 

(24)  (P,,  p/,  n„  n/)  =  (P„  p/,  n„  n/) 

hervor;  die  beiden  Linien  r^  und  r^  werden  daher  von  den  Geraden 
^,  p'  und  %,  %'  in  Punktquadrupeln  von  gleichem  Doppelverhältnisse 
geschnitten;  dann  aber  sind  diese  letzteren  Linien  Erzeugende  einer 
und  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung;  die  Linien  r^  und  t<^  gehören 
zu  der  anderen  Schaar  von  Erzeugenden,  und  ^ede  Gerade  der  letzteren 
Schaar  wird  in  Punkten  desselben  Doppelverhältnisses  getroffen.  Das 
Zusammenfallen  der  beiden  Wurzeln  von  (19),  d.  h.  das  Bestehen  der 
Gleichung  (23)  sagt  also  aus,  dass  die  Geraden  p  und  p'  unendlich 
viele  gemeinsame  Lothe  zulassen'^  die  letzteren  sind  dann  alle  von  gleicher 
Länge  und  bilden  die  eine  Schaar  von  Erzeugenden  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung.  Für  reelle  Punkte  kann  die  Bedingung  r^  =  r^  in  der 
hyperbolischen  Geometrie  allerdings  nie  erfüllt  werden,  wie  aus  (20a) 
sofort  erhellt. 
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Sind  nicht  zwei  gerade  Linien,  sondern  ein  Punkt  und  eine 
Gerade  gegeben,  so  entsteht  die  Frage  nach  der  kürzesten  Entfer- 
nung dieses  Punktes  |  von  der  Geraden  2^;  dieselbe  wird  sogleich 
durch  die  ersten  beiden  Gleichungen  (17)  beantwortet,  wenn  wir  in 
ihnen  X' x  -f-  ^'y'  durch  |  ersetzen.  Es  ergibt  sich  also  wieder,  dass 
die  Richtung  der  kürzesten  Entfernung  senkrecht  zur  Linie  j)  steht. 
Zur  Berechnung  der  Entfernung  lösen  wir  die  genannten  Gleichungen 
nach  A,  ft  auf  und  finden  unter  Benutzung  der  symbolischen  Be- 
ziehungsweise 

Mlia^^h^  —  a^ayl^^y)  =  acayh^hy  —  a^a-,hy^ 
M^{ajhy^  —  a^ayb^hy)  =  a^a^hx^y  —  a^a,jhj, 
oder  nach  einfachen  Umformungen: 

MX(^pp  =  —  {ah):cy{ai')^y 
Mfi(l)jjp=       (a&)^y(a&)|x, 
wo  wieder  (pj,p  =  (a^^hy  —  Kciy)^  =  {a'b)ly   gesetzt   ist.     Andererseits 
ist  nach  (15)  und  (16) 

also  wird  jetzt 


M''^ 


Wir  finden  somit  nach  einigen  weiteren  Umformungen  die  Entfer- 
nung r  des  PunJdes  |  von  der  Verhindungslinie  der  Pimhte  x,  y  aus 
der  Formel: 


2  '-       'xy    q        -^ X    y 


(25)  2Ä.^  cD^^^Qc. 

__[^±%kyC,f  _     (ah cur 

^       'X  y    s  pp         ^  s 

wenn  iii  =  (xy^)i.  Der  Ort  aller  Punkte  |,  welche  von  der  Linie 
x~y  die  constante  Entfernung  r  haben,  ist  demnach  die  Fläche 

{26)  -j  {U-j-a^lyC-f  —  sin^  ^.  {a^ly  —  ha^fcr  =  0. 

Für  r  :^  00  ergiebt  sich  die  unendlich  ferne  Fläche  c/  =  0,  für 
r  ==  0  die  Fläche  {H  -^a^byCcf  =  0]  die  letztere  zerfällt  daher  in 
die  beiden  imaginären  Tangentialebenen,  welche  die  unendlich  ferne 
Fläche  durch  die  Linie  p  schickt*);  ihre  einzigen  reellen  Punkte  sind 


*)  Die   Zeifällung  der  liuken  Seite  in  ihre  linearen  Factoren  liefert  eine 
Methode  zur  algebraischen  Bestimmung   aller  Erzeugenden  der  Fläche  a^^  =  0. 
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eben  diejenigen  der  Geraden  |x  Hieraus  folgt,  dass  alle  Fläclien  der 
Schaar  (26)  die  unendlich  ferne  Fläche  in  denjenigen  vier  Erzeugenden 
schneiden,  welche  gleichzeitig  in  den  genannten  Tangentialebenen 
liegen.  Dass  dies  so  sein  muss,  hätten  wir  auch  daraus  erkennen 
können,  dass  die  Entfernung  durch  eine  Bewegung  nicht  geändert 
werden  kann,  und  dass  bei  einer  Bewegung,  welche  die  Linie  p  in 
sich  überführt,  alle  Punkte  des  Raumes  sich  auf  Flächen  bewegen, 
von  denen  die  unendlich  ferne  Fläche  in  vier  Erzeugenden  geschnitten 
wird  (vgl.  p.  361). 

Da  die  unendlich  ferne  Fläche  keine  reellen  Erzeugenden  enthält, 
befinden  sich  auch  auf  keiner  der  Flächen  {2&)  reelle  gerade  Li- 
nien. Andererseits  rauss  jede  solche  Fläche  alle  geraden  Linien  ent- 
halten, deren  Punkte  von  der  Linie  p  die  constante  Entfernung  r 
haben,  deren  Coordinaten  pik  =  x!  yk  —  iJiXk  also  der  Gleichung  (23) 
genügen.  Folglich  können  diese  letzteren  Linien  nicht  reell  sein,  es 
sei  denn,  dass  gleichzeitig  die  Bedingungen 

{P,  P')  =  ^     und     <^pp%'p'  —  <^Ip'  =  0 

erfüllt  sind,  in  welchem  Falle  sich  die  beiden  Geraden  auf  der  un- 
endlich fernen  Fläche  schneiden  (vgl.  p.  503  und  508). 

Das  zur  Definition  der  Neigung  und  der  kürzesten  Entfernung 
zweier  Geraden  dienende  Doppelverhältniss,  d.  h.  der  Ausdruck 


PP    ~    V     PP  PP    : 


PP    PP 


0        ,    _  -1/02     ,    _  0        0    ,    ,   ' 
PP  \       PP  PP      PP 

kann  noch  in  anderer  Weise  geometrisch   gedeutet  werden;   dasselbe 

ist  in  der  That  nichts  anderes  als  das  aus   den  beiden  Wurzeln  der 

Gleichung 

(27)  %p  +  2A0,;,/  +  rcD^y  =  0 

zu  bildende  Doppelverhältniss.  Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der 
lineare  Complex,  dessen  Gleichung  in  Veränderlichen  Ttim  in  der  Form 
^{Pik  +  ^p'ik)Ttim  =  0  oder  {p  +  Xp\  7t)  =  0  gegeben  ist,  mit  dem 
ihm  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  polar-conjugirten  Com- 
plexe  in  Involution  liege  (vgl.  p.  348).  In  einer  linearen  Schaar  von 
Complexen,  deren  Gleichung  in  der  angegebenen  Weise  von  dem 
Parameter  X  abhängt,  gibt  es  nach  (27)  im  Allgemeinen  zwei  Com- 
plexe,  die  zu  ihren  polar-conjugirten  involutorisch  liegen;  jedem  von 
ihnen  ist  in  einer  beliebigen  Ebene  ein  Punkt  zugeordnet;  die  Ver- 
bindungslinie beider  Punkte  enthält  auch  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  p  und  p'.  Das  Doppelverhältniss  dieser  vier  Punkte  ist  gleich 
dem  Quotienten  der  Wurzeln  obiger  Gleichung  (vgl.  p.  67).     Der  mit 
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einer  Constanten  muliiplicirte  Logarithmus  dieses  DoppelverJiältnisses  gibt 
daher  wieder  ein  Maass  für  die  in  der  ^iveiten  Gleichung  (21)  aufgestellte 
metrische  Function*).  In  entsprechender  Weise  lässt  sich  das  durch 
die  erste   Gleichung  (21)  gegebene  „Moment"  definiren,   denn  es   ist 

{p,  p')A  =  %'n  =^pn'. 

Insbesondere  können  die  beiden  Wurzeln  von  (27)  zusammen- 
fallen, was  durch  die  Gleichung  (22)  bedingt  wird.  Alsdann  können 
die  beiden  Gleichungen 

(p,  je)  -f  k{^',  n)  =  0,  (p,  %')  +  l{j)',  %')  =  0 
für  einen  gewissen  Werth  von  A  gleichzeitig  erfüllt  werden;  d.  h.  die 
Linien  n  und  %  gehören  einem  und  demselben  linearen  Complexe  der- 
jenigen linearen  Schaar  an,  deren  Leitlinien  mit  p  und  p'  zusammen- 
fallen. Bezeichnen  wir  nun  mit  E^,  E^,  E^,  E/  die  Ebenen,  welche 
den  Punkten  P^,  P/,  TTj,  TT/  durch  unsere  Fundamentalfläche  als 
Polarebenen  zugeordnet  werden,  und  welche  sich  also  in  r^  schneiden, 
so  ist: 

(p„  p;,  n„  n/)  A  (J5J,,  K,  e„  e/), 

und  ebenso:      (Pg,  Pg',  TTg,  TT/)  A  {E.^,  E^,  E^,  E/), 
Andererseits   ordnet   der   erwähnte   lineare   Comples,    dem   %  und  n' 
zugleich  angehören,  dem  Punkte  Pj  die  {p')  enthaltende)  Ebene  Eg', 
dem    Punkte    P^'    die    Ebene    E^,    dem    Punkte    11^    die    Ebene    E2 
(welche  %  enthält),  dem  Punkte  TT^'  die  Ebene  E^  zu;  es  ist  also  auch: 

(p„  p;,  n„  n/)  A(E/,  e^,  e„  e^), 

folglich  auch:     (P„  P/,  n„  n/)  A  (H/,  T\„  P„  P/) . 
In  Folge   von    (22)    liegen   dalier   die   vier    Geraden  P^-TTg',  Pi'-TT2, 
TTi-Pg,  Tli'-Pg'  auf  einer  und  derselben  Fläche  Biveiter  Ordnung,  ebenso 
die  Geraden  Pg-TT/,   Pg'-TTi,  TTg-Pi,  TTg'-P/.     Beide  Flächen    sind 
einander  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Fläche  polar  conjugirt. 

Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  wird  es  hinreichend 
deutlich  geworden  sein,  dass  eine  enge  Beziehung  zwischen  den 
metrischen  Theorien  der  hyperbolischen  Geometrie  und  jenen  früheren 
Untersuchungen  besteht,  bei  welchen  eine  beliebige,  nicht  kegelförmige 


*)  In  der  zuletzt  besprochenen  Weise  wurden  Neigung  und  Moment  vom 
Herausgeber  definirt  (Math.  Annalen  Bd.  7,  p.  63).  Gleichzeitig  haben  sich  d'Ovidio, 
bei  dem  sich  auch  die  Gleichungen  (21)  finden  (1873  und  für  n  Dimensionen  1877, 
vgl.  Math.  Annalen  Bd.  12),  und  Clifford  (Proceedings  of  the  London  Math.  So- 
ciety, vol.  4,  p.  381,  1873)  mit  der  Theorie  der  Geraden  im  Räume  beschäftigt, 
später  New  comb  (Crelle's  Journal  Bd.  83);  die  beiden  letzteren  in  wesentlich 
anderem  Sinne. 
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Fläclie  zweiter  Ordnung  als  „Fundamcntalfläche"  zu  Grunde  gelegt 
wurde.  Wir  haben  diese  Fundamentalfläche  nur  unendlich  fern,  reell 
und  nicht  geradlinig  m  denken,  um  die  früheren  Resultate  direct  im 
Sinne  der  hyperjjolischen  Geometrie  verwcrthen  zu  können.  Die  „ver- 
allgemeinerte Normale"  einer  Fläche  ist  dann  identisch  mit  der 
Flächennormale,  wie  sie  unsere  nicht-Euclidische  Geometrie  liefert. 
Die  „verallgemeinerten  Krümmungslinien"  und  die  „verallgemeinerten 
geodätischen  Linien"  (vgl.  p.  291  ff.)  sind  dann  eben  die  Krümmungs- 
liuien  und  geodätischen  Linien  der  hyperbolischen  Geometrie.  Den 
verschiedenen  Lagen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  gegen  die  Funda- 
mentalfläche, wie  wir  sie  bei  Bestimmung  der  erwähnten  Curven 
früher  zu  unterscheiden  hatten  (vgl.  p.  299  ff.  und  323  K),  entsprechen 
jetzt  ebenso  viele  verschiedene  Lagen  der  Fläche  gegen  die  unend- 
lich ferne  Fläche,  d.  h.  ebenso  viele  gestaltlich  verschiedene  Typen 
von  Flächen  und  insbesondere  von  Kegeln  zweiter  Ordnung,  und  für 
jeden  Typus  eine  charakteristische  Gleichungsform  in  rechtwinkligen 
Coordinaten.  Zur  vollständigen  Bestimmung  dieser  Typen  erübrigt 
daher  nur  noch  eine  Unterscheidung  der  reellen  von  den  imaginären 
Bildungen;  doch  ist  es  nicht  nöthig,  darauf  näher  einzugehen. 

Dagegen  möge  eine  andere  Bemerkung  hier  Platz  finden.  Die 
Punkte  des  Raumes  erscheinen  als  eine  „Mannigfaltigkeit"  von  drei 
Dimensionen,  insofern  drei  Bestimmungsstücke  nöthig  sind,  um 
einen  Punkt  festzulegen;  die  Punkte  einer  Ebene  erfüllen  eine  Mannig- 
faltigkeit von  zwei  Dimensionen,  welche  aus  derjenigen  der  Raum- 
punkte durch  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  drei  Coordinaten 
herausgehoben  wird;  in  den  Punkten  einer  Geraden  endlich  haben 
wir  eine  Mannigfaltigkeit  von  einer  Dimension,  die  durch  zwei  lineare 
Gleichungen  bestimmt  wird.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  ver- 
suchen, unseren  Raum  als  Theil  einer  höheren  Mannigfaltigkeit  zu 
betrachten,  aus  welcher  die  Gesammtheit  der  Raumpunkte  durch  eine 
lineare  Gleichung  ausgeschnitten  wird.  Macht  man  die  Annahme, 
dass  in  einer  solchen  vierdimensionalen  Mannigfaltigkeit  analoge  pro- 
jectivische  und  metrische  Gesetze  gelten,  wie  in  unserem  Räume, 
d.  h.  Gesetze,  zu  denen  man  durch  Hinzunahme  einer  vierten  Varia- 
bein in  ähnlicher  Weise  gelangt,  wie  man  von  der  Geometrie  der 
Ebene  durch  Hinzunahme  einer  dritten  Veränderlichen  zur  Geometrie 
des  Raumes  aufsteigt,  so  begegnet  die  mathematische  Behandlung 
eines  Raumes  von  vier  Dimensionen  keinerlei  Schwierigkeiten;  man 
muss  sich  nur  nicht  verleiten  lassen,  aus  der  Möglichkeit  einer  sol- 
chen rein  formalen  Verallgemeinerung  analytischer  Begriffe  und  Glei- 
chungen  auf  die  thatsächliche  Existenz   einer   vierten  Dimension   zu 

Clebsch,  Vorlesungen.   II,  1.  33 
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schliessen,  Selbstverständlicli  kann  man  so  auch  zu  melir  als  vier 
Dimensionen  fortschreiten,  und  es  hat  immerhin  ein  gewisses  Inter- 
esse, zu  verfolgen,  in  welcher  Richtung  sich  dann  unsere  bekannten 
geometrischen  Sätze  verallgemeinern.  Ueberdies  gehört  das  Studium 
beliebig  hoher  Zahlenmannigfaltigkeiten  und  der  Functionen  von  be- 
liebig vielen  Veränderlichen  zu  den  Aufgaben  der  reinen  Mathematik, 
und  dieses  Studium  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  durch  die 
gebrauchten  Bezeichnungen  und  Ausdrücke  stets  an  die  entsprechen- 
den Vorgänge  im  dreidimensionalen  Räume  erinnert  wird.  Schon 
hierdurch  dürfte  der  Ausbau  der  Geometrie  eines  Raumes  von  n 
Dimensionen  hinreichend  gerechtfertigt  sein*);  es  kommt  noch  hinzu, 
dass  naturgemäss  jeder  geometrische  Satz  des  wirklichen  Raumes 
aus  den  ihm  entsprechenden  mehrdimensionalen  Verallgemeinerungen 
selbst  wieder  neues  Licht  empfängt,  zumal  wenn  man  seine  analy- 
tische Fassung  berücksichtigt. 

Die  metrische  Geometrie  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen 
wird  insbesondere  von  einer  „Fundamentalfläche"  zweiter  Ordnung 
ausgehen,  deren  Gleichung  in  der  Form 

(28)  x^^  -f  x.,^  +  x^^  +  a;/  -  U^x^^  =  0 

vorausgesetzt  werden  darf;  die  „Ebene"  x^  =  0  würde  dann  etwa  alle 
Punkte  unseres  Raumes  in  sich  enthalten.  So  würde  man  zu  der 
Verallgemeinerung  der  nicht-Euclidischen,  insbesondere  der  hyper- 
bolischen Geometrie  gelangen.  Die  erweiterte  Euclidische  Geo- 
metrie dagegen  würde  zur  Begründung  der  Metrik  ein  Fundamental- 
gebilde erfordern,  welches  durch  die  beiden  Gleichungen 

(29)  ^5  =  0,    ^i^-f  V  +  ^3'  + V==0 

dargestellt  wird,  welches  also  einer  (dreidimensionalen)  Fläche  mit  ver- 
schwindender Determinante  (einem  Kegel)  dualistisch  gegenübersteht. 
Wie  wir  eben  nachwiesen,  dass  in  der  hyperbolischen  Geometrie  auf 
einer  „Grenzfläche"  dieselben  Sätze  gültig  sind,  wie  in  der  Euclidischen 
Ebene,  so  gewinnt  man  für  vier  Dimensionen  offenbar  das  Resultat, 
dass  auf  einer  Grenzfläche,  d.  h.  einer  solchen,  von  der  die  Fläche  (28) 
in  einem  Punkte  möglichst  innig  berührt  wird,  dieselben  metrischen 
Sätze  Geltung  haben,  zu  denen  man  in  der  Ebene  mittelst  des  durch 
(29)  gegebenen  Fundamentalgebildes  gelangen  würde.  Bringt  man 
(28)  auf  die  Form 


*)  Derselbe  ist  besonders  durch  Grassmann  (Die  lineale  Ausdehnungslehre, 
Leipzig  1844)  und  Ei e mann  (a.  a.  0.)  in  Angriff  genommen  und  seitdem  in 
mannigfacher  Weise  weitergeführt. 
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X,'  +  X,^  +  2 X3X,  -  4F A7  =  0, 
so  kann  die  Gleichung  einer  Grenzfläche  in  der  Gestalt 
X;-  +  A7  +  2X3X4  -  4/i;2X7  +  vX/  =  0 
geschrieben  werden.     Der  Kegel 

Xi2  + XV  — 4/^2X52  =  0 

tritt  dann  an  Stelle  des  bei  unseren  früheren  Betrachtungen  (p.  501) 
ausgezeichneten  Linienpaares.  Wollte  man  also  unseren  Baum  als 
Theil  eines  Baumes  von  vier  Dimensionen  auffassen,  so  hätten  wir 
hiernach  kein  Mittel  zu  entscheiden,  oh  in  letzterem  die  auf  der  Annahme 
von  (29)  zu  begründende  Euclidische  Geometrie  gilt,  und  unser  Baum 
durch  eine  lineare  Gleichung  bestimmt  wird,  oder  oh  in  der  vierdimensio- 
nalen  Mannigfaltigheit  die  auf  (28)  beruhende  hyperbolische  Geometrie 
anwendbar  ist,  und  unser  Baum  eine  Grenzfläche  des  vierdimensionalen 
Baumes  darstellt. 

VI.   Die  elliptische  Geometrie. 

Zweitens  machen  wir  jetzt  die  Hypothese,  dass  eine  gerade  Linie 
keine  unendlich  fernen  Punhte  besitze,  d.  h.  dass  jede  gerade  Linie 
von  jeder  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  wirklich  ge- 
schnitten werde. 

Zur  analytischen  Definition  der  Bewegungen  gelangen  wir  wieder 
durch  die  Forderung,  es  solle  jede  Ebene  des  Raumes  wiederum  in 
eine  Ebene  übergeführt  werden.  Ganz  wie  früher  (vgl.  p.  468  f.)  folgern 
wir,  dass  jede  Bewegung  sich  durch  lineare  Gleichungen  zwischen 
den  projectivischen  Coordinaten  (vgl.  p.  448  ff.)  darstellen  lassen  muss; 
und  es  kommt  wieder  nur  darauf  an,  aus  der  Gesammtheit  aller 
Collineationen  die  ausgezeichnete  Gruppe  der  Bewegungen  aus- 
zuscheiden. 

Insbesondere  werden  die  Verschiebungen  einer  Geraden  in  sich 
durch  lineare  Transformationen  des  die  Punkte  der  Geraden  dar- 
stellenden Parameters  gegeben  sein.  Unter  diesen  Verschiebungen 
gibt  es  in  der  elliptischen  Geometrie  eine  ausgezeichnete.  Da  näm- 
lich die  gerade  Linie  sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken  kann,  so 
muss  sie  in  sich  zurücklaufen;  hat  man  also  einen  Punkt  P  durch 
eine  Bewegung  nach  P'  übergeführt,  so  muss  es  möglich  sein,  P' 
durch  eine  in  demselben  Sinne  ausgeführte  Bewegung  nach  P  zurück- 
zubringen; und  man  kann  nun  verlangen,  die  erste  Bewegung  ihrer 
Grösse  nach  so  zu  bestimmen,  dass  die  zweite  Bewegung  in  einer 
W^iederholung   der  ersten  besteht,   wo  dann   durch  die  erste  P  nach 

33* 
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P'  und  gleichzeitig  P'  nach  P  übergeführt  wird,  und  durch  die 
zweite  P  sowohl  wie  P'  ihre  frühere  Lage  wiedererlangen.  Die  ein- 
zige lineare  Transformation  des  binären  Gebiets  aber,  welche  bei 
zweimaliger  Wiederholung  jeden  Punkt  mit  sich  selbst  zur  Deckung 
bringt,  ist  die  Involution.  Da  ferner  bei  einer  Bewegung  kein  Punkt 
der  Geraden  fest  bleibt,  so  ist  hierdurch  auf  jeder  Geraden  eine  he- 
stimmte  ausgezeichnete  Involution  mit  imaginären  Doppelelementen  definirt. 
Ferner  setzen  wir  fest,  dass  das  Resultat  zweier  successiven  Ver- 
schiebungen unabhängig  sei  von  der  Reihenfolge,  in  welcher  diese 
Verschiebungen  ausgeführt  werden,  dass  wenigstens  jede  beliebige 
Verschiebung  mit  der  eben  erwähnten  ausgezeichneten  Verschiebung 
vertauscht  werden  könne,  ohne  das  Resultat  zu  beeinflussen.  Bringen 
wir  nun  durch  jene  ausgezeichnete  Bewegung  zuerst  P  nach  P'  und 
P'  nach  P,  dann  durch  eine  beliebige  andere  Verschiebung  P  aus 
seiner  neuen  Lage  nach  P",  zugleicb  P'  aus  seiner  neuen  Lage  nach 
P'";  dann  muss  bei  umgekehrter  Reihenfolge  P  zuerst  nach  P'"  und 
gleichzeitig  P'  nach  P"  geführt  werden,  und  dann  vermöge  unserer 
involutorischen  Bewegung  P'"  nach  P",  P"  nach  P"'  gebracht  werden, 
d.  h.  die  Punkte  P"  und  P'"  bilden  ebenfalls  ein  Paar  unserer  aus- 
gezeichneten Involution.  Jede  Verschiebung  einer  Geraden  in  sich 
ist  daher  äquivalent  mit  einer  linearen  Verwandtschaft,  hei  ivelcher  eine 
bestimmte  auf  der  Geraden  gegebene  Involution  mit  imaginären  Doppel- 
elementen in  sich  transformirt  wird.  Eine  solche  Involution  kann  aber 
nach  von  Staudt's  Theorie  des  Imaginären  (vgl.  p.  106),  welche 
bei  unseren  jetzigen  Voraussetzungen  unverändert  fortbesteht,  bei  der 
analytischen  Behandlung  durch  ihre  imaginären  Doppelelemente  voll- 
kommen ersetzt  werden;  wir  können  demnach  auch  sagen,  dass  bei 
jeder  Verschiebung  einer  Geraden  in  sich  zwei  bestimmte,  einander  con- 
jugirte,  imaginäre  Ptinhte  fest  bleiben.  Analytisch  ist  somit  die  Ver- 
schiebung wieder  durch  Gleichung  (2),  p.  464  dargestellt,  wenn  jetzt 
Ai,  A2  zwei  conjugirt-imaginäre  Grössen  bezeichnen;  man  muss  nur 
auch  ft  als  eine  complexe  Zahl,  und  zwar  als  eine  solche  mit  dem 
absoluten  Betrage  Eins  annehmen.  In  der  That,  setzen  wir 
Aj  =  A'  -J-  2A",  A2  =  A'  —  iA",  ^  =  [i'  -{-  «>", 
so  erhält  man  durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  aus  der 
angeführten  Gleichung  (2): 

[(I  -  A'Xx  -  A')  +  A"2](l  -  ii')  -  A"(l  -  x)^"  =  0, 

[(i  -  A')(^  -  A')  +  A"^]f."  -  A"a  -  ^)(1  +  ^')  =  0; 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  immer  und  nur  dann  mit  einander 
verträglich,  wenn  fi'^  -\-  ^"^  =  1  ist.     Um  wieder  zu  einem  Maasse 
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für  die  Grösse  der  Bewegung,  und  somit  für  die  Entfernung  zweier 
Punkte  zu  kommen,  haben  wir  also  ^  gleich  e  hoch  einer  rein  ima- 
ginären Zahl  zu  setzen;  nach  Gleichung  (3),  p.  4G5  wird  dann  die  Ent- 
fernung r  zweier  Punkte  x  und  ^: 

/o    \  -7  1        I  —  A'  —  lA"     X  —  A'  +  iA" 

^      ^  ^  ^  —  A   -\- lA       x  —  A    —  lA    ' 

eine  Gleichung,  welche  sich  von  der  früheren  nur  dadurch  unter- 
scheidet, dass  7c  durch  iJc  ersetzt  ist. 

Wir  werden  daher  alle  in  der  hyperholiscJien  Geometrie  gemachten 
Schlüsse  und  Formeln  auf  die  elliptische  übertragen  können^  ivenn  ivir 
von  zivei  conjugirt  imaginären  statt  von  zivei  reellen  unendlich  fernen 
Punkten  einer  Geraden  sprechen  und  überall  ik  an  Stelle  von  k  schreiben. 
Wir  geben  deshalb  im  Folgenden  die  wichtigsten  Formeln  (bezeichnet 
mit  den  entsprechenden  Nummern),  ohne  die  Beweise  zu  wiederholen. 

Um  zur  Behandlung  der  ebenen  Geometrie  zu  gelangen,  müssen 
wir  noch  folgende  Festsetzung  machen:  Vermöge  einer  Bewegung  der 
Ebene  in  sich  soll  die  ausgemchnete  Involution  jeder  Geraden  in  die 
entsprechend  ausgemchnete  Involution  einer  anderen  Geraden  übergehen, 
d.  h.  die  imaginären  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  werden  mit 
den  imaginären  unendlich  fernen  Punkten  der  anderen  zur  Deckung 
gebracht.  Hieraus  folgt,  dass  ein  gewisser  imaginärer  Kegelschnitt 
(6a)  Q^^  =  0, 

der  im  Folgenden  kurz  als  „Fundamentalkegelschnitt"  bezeichnet 
werden  soll,  bei  jeder  Bewegung  in  sich  übergeht;  und  die  Ent- 
fernung r  zweier  Punkte  x  und  y  wird: 


a)  r  =  ^/dog — •'^  • 

xy  V      xy  XX      yy 

Die    Gleichung    eines  Kreises    mit    dem  Radius   r   und    dem  Mittel- 
punkte y  ist  demnach: 

(8a)  Q^^  üyy  —  f  cos  ^^j  Qly  =  0. 

Die  Formel  für  das  Bogenelement  wird: 

/-|i-\     \  diS     XX     dx,dx  x,dx 


ik^  Ql 


XX 


Der  Kreis  erscheint  wieder  als  Kegelschnitt,  welcher  den  Funda- 
mentalkegelschuitt  in  zwei  imaginären  Punkten  berührt.  Die  ima- 
ginären Tangenten  des  letzteren  in  den  Berührungspunkten  schneiden 
sich  im  „Mittelpunkte"  des  Kreises.  Die  Verbindungslinie  der  Be- 
rührungspunkte  ist  reell;   in   der  hyperbolischen  Geometrie   gehörte 
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sie  zu  den  „idealen"  Geraden  der  Ebene;  von  solchen  kann  hier  aber 
keine  Rede  sein,  denn  jedem  reellen  Werthe  der  Coordinaten  ent- 
spricht auch  ein  wirklicher  Punkt.  Führen  wir  also  den  Kreis  durch 
eine  Drehung  um  seinen  Mittelpunkt  in  sich  über,  so  wird  gleich- 
zeitig die  zugehörige  Berührungssehne  (Polare  des  Mittelpunktes  in 
Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschnitt)  in  sich  fortbewegt.  Jede 
Bewegung  der  Ebene  kann  somit  gleiclizeitig  als  Drehung  um  einen 
festen  Funkt  und  als  Verschiehmg  nach  einer  festen  Geraden  aufgefasst 
werden.  Grenzcurven,  d.  i.  Kreise  mit  unendlich  fernem  Mittelpunkte, 
kommen  in  der  elliptischen  Geometrie  nicht  vor,  da  es  keine  unend- 
lich fernen  Punkte  gibt. 

Sucht  man  ein  Maass  für  die  Grösse  der  Drehung,  so  wird  man 
wieder  auf  den  Begriff  des  Winkels  zweier  Geraden  u,  v  geführt; 
derselbe  ist  durch  Gleichung  (14),  p.  474  gegeben,  worin  h'  wieder 
eine  reelle  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Für  den  Umfang  S  eines  Kreises  vom  Radius  r  finden  wir 

(l'^^O  ^.  =  2;rsin^. 

Durch  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten  kann  man  insbesondere 
die  Gleichung  des  Fundamentalkegelschnittes  auf  die  Form 

(21a)  x,^  +  ^2'  +  ^^<:'^b'  =  4/i;2 

bringen.  Jedem  Punkte  der  Ebene  entsprechen  damit,  wenn  x^, 
3C2,  x^  als  gewöhnliche  Coordinaten  im  Räume  gedeutet  werden, 
0wei  auf  demselben  Durchmesser  gelegene  Punkte  eines  gewissen  Ro- 
tationsellipsoides.  Auf  das  von  den  Durchmessern  gebildete  Strahlen- 
bündel ist  die  Ebene  aber  eindeutig  abgebildet;  den  Punkten  des 
Fundamentalkegelschnittes  entsprechen  die  Erzeugenden  des  vom 
Mittelpunkte  ausgehenden  imaginären  Asymptotenkegels. 

Für  metrische  Rechnungen  besonders  brauchbar  sind  die  homo- 
genen Coordinaten  |,  7},  t,,  welche  sich  durch  die  Abstände  p,  q,  r 
des  Punktes  von  den  Axen  r}  =  0,  |  =  0  und  vom  Anfangspunkte 
in  folgender  Weise  darstellen  lassen. 

(27  a)  |  =  2Ä;sin^,     rj  =  2hsm^,     ^  =  cos^; 

zwischen  ihnen  besteht  dann  die  Identität 

(28  a)  I'  +  ^'  +  4F2;'  -  4P  _  0 . 

Zu  den  Grundformeln  der  Trigonometrie  führt  wieder  die  Betrach- 
tung der  Bewegungen  unseres  ebenen  Punktsystems,  d.  h.  die  Unter- 
suchung der  linearen  Transformationen  des  Pundamentalkegelschnittes 
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* 
in   sich.     Wir    stellen    hier    nur    die   Hauptformeln    zusammen,    und 

zwar  für  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  h,  c  und  den  Winkeln  a,  ß,  y: 

(33a)       sm  ^  :  sm  ^^^  :  sin  ^  =  sni  ,^^  :  sm  ^  :  sin  ^j-„ 

(37a)      cos  ^j^  =  cos  21^0«^  +  cos  ^^^,-  sin  ^^  sin  2^, 

(41  a)  tang  ^  (sin  ^  -  tang  ^  cos  ^  cos  ,^^. ,)  =  tang  -^-^  sin  ^  • 

Die   Einführung    von   Polarcoordinaten    r,  9)    geschieht    mittelst    der 
Formeln: 


(61a) 


^  =  2/^sin2^cos^,     7?  =  27osm^siu2^,, 


Von  denselben  kann  man  z.  B.  wieder  Gebrauch  machen  zur  Berech- 
nung des  Flächeninhaltes  F  eines  Dreiecks  mit  den  Winkeln  «,  ß,  y, 
man  findet  dann 

(71a)  F=4.P(^\l,-^'-7cy 

Der  Inhalt  wird  stets  durch  eine  positive  Zahl  gemessen*);  in  der 
elliptischen  Geometrie  ist  dalier  die  Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks 
grösser  als  ^h'n**),  entsprechend  dem  analogen  Satze  für  das  sphä- 
rische Dreieck. 

Steigen  wir  von  der  Ebene  zum  Räume  auf,  so  tritt  an  die 
Stelle  des  imaginären  Fundamentalkegelschnittes  «ine  imaginäre  Fun- 
damentalfläche zweiter  Ordnung,  w^enigstens  vorausgesetzt,  dass  man 
wieder  festsetzt,  jede  Ebene  werde  durch  eine  Bewegung  stets  wieder 
in  eine  Ebene  übergeführt,  und  die  ausgezeichnete  Involution  einer 
jeden  Geraden  gehe  in  die  entsprechend  ausgezeichnete  Involution 
der  neuen  Geraden  über.  Die  Bewegungen  sind  analytisch  darge- 
stellt durch  die  reellen  linearen  Transformationen  der  Fundamental- 
fläche in  sich;  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  entnimmt  man 
sofort,  dass  hier  folgende  Fälle  zu  unterscheiden  sind: 

1)  Nr.  1,  p.  361.  Die  allgemeinste  Art  der  Bewegung.  Bringt 
man  die  Gleichung  der  Fundamentalfläche  auf  die  Form 


■*)  Bei  Figuren,   deren  umfang  sich  selbst  durchsetzt,   kann  es  unter  Um- 
ständen nützlich  sein,  dem  Flächeninhalte  einzelner  Theile  das  negative  Zeichen 
zu  geben;    vgl.   Möbius,    Gesammelte  Werke,    Bd.  2,    p.  188  £F.    und    Gauss, 
Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  art.  6  (Werke,  Bd.  4). 
**)  Vgl.  Riemann,  a.  a.  0.  (Gesammelte  Werke,  p.  265). 
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(1  b)  X,^  +  X^'  +  X,^  +  4:¥x^^  =  0 , 

so  ist  die  Bewegung  durch  folgende  Formeln  dargestellt 

x^=  Igcosa -|- Igsina,  ^i  =  li  cos«  +  2/c|^sina, 
^■^  ^  x^  =  —  i,^'s,\i\a -{-i,^GO^a,  2'kx^= —  1^  sina -|- 2/c|4Cosa. 
Jeder  Punkt  bleibt  hierbei  auf  derjenigen  Fläche  des  Büschels 

(A)  x^^  +  x^^  -  l^  ix,^  +  4F^/)  =  0, 

welche  durch  ihn  hindurchgeht,  und  beschreibt  auf  ihr  eine  projedi- 
viscliG  Schraubenlinie,  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

x.^=  j/g  cos  w« -}- j/g  sinn«,  x^^=  y^coswa-l- 2/^74  sinwa, 
^  ^  x^  =  —  ygsi'^^^^  "f"  J^s^o^'*"?  2]i:x^  =  —  y^smna-^-^Jvy^cosoia, 
wobei  n  einen  Parameter  und  die  yi  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Curve  bedeuten.  Die  Bewegung  kann  als  Schrauben- 
bewegung sowohl  um  die  Axe  x^  =  0,  x.^  =  0,  als  um  die  Axe 
x^  =  0,  x^  =  0  aufgefasst  werden.  Von  keiner  dieser  beiden  Axen 
werden  die  Flächen  des  angegebenen  Büschels  reell  geschnitten.  Be- 
merkens werth  ist,  dass  diese  Flächen  reelle  Erzeugende  hesiUen;  die 
eine  Schaar  wird  z.  B.  durch  die  Ebenen  des  Büschels 

(B)  {x^  —  kx^  +  ^{^i  -~  2XTcx^  =  0 
ausgeschnitten. 

2)  Nr.  3,  p.  363.  Im  vorigen  Falle  ist  a  =  0  zu  nehmen.  Die 
Bewegung  besteht  in  einer  Verschiebung  längs  der  Axe  x.^  =  0 , 
x^  =  0 ,  bei  welcher  sich  alle  Punkte  auf  Kegelschnitten,  die  den 
Fundamentalkegelschnitt  ihrer  Ebene  je  in  zwei  imaginären  Punkten 
berühren,  d.  h.  auf  Kreisen,  bewegen.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise 
liegen  auf  der  Axe  x^  =0,  ic^  =  0.  Die  Bewegung  kann  auch,  da 
hier  von  idealen  Geraden  keine  Rede  ist,  als  Drehung  um  die  letztere 
Axe  aufgefasst  werden. 

3)  Nr.  5,  p.  364.  Im  ersten  Falle  ist  a  =  a  zu  nehmen.  Auf 
der  Fundamentalfläche  wird  jede  Erzeugende  der  einen  imaginären 
Schaar  in  sich  übergeführt.  Die  Punkte  des  Raumes  bewegen  sich 
wieder  auf  den  Flächen  des  Büschels  (A),  auf  denen  es  reelle  Er- 
zeugende gibt.  Dass  auf  jeder  dieser  Flächen  von  den  Erzeugenden 
der  einen  Art  jede  für  sich  ungeändert  bleibt,  erkennt  man  am  Ein- 
fachsten durch  Einführung  der  fest  bleibenden  imaginären  Ebenen, 
die  sich  in  den  reellen  Erzeugenden  schneiden.  Die  Fläche  (A)  näm- 
lich wird  auch  erzeugt  durch  die  Schnitte  entsprechender  Ebenen 
aus  den  beiden  imaginären  Büscheln 

X2  -\-  ix.^  -{-  vX{Xi  -j-  2iJcx^)  =  0, 
k{Xj^  —  2UiX^)  -\-  v{x.j  —  ix^)  =  0, 
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in  denen  (für  a  =  a)  jede  einzelne  Ebene  ungeündert  bleibt.  Alle 
Punkte  einer  und  derselben  Fläche  (A)  haben  gleichen  Abstand  von 
jeder  der  beiden  Axen  der  Bewegung,  da  sie  gleichzeitig  mit  diesen 
in  sich  bewegt  werden.  In  der  elliptischen  Geometrie  kann  man 
daher  reelle  Gerade  angeben,  deren  Punkte  von  einer  gegebenen 
Geraden  eine  constante  Entfernung  haben*);  dieselben  liegen  aber 
nicht  mit  der  letzteren  in  einer  Ebene,  sondern  bilden  eine  gewisse 
Fläche  zweiter  Ordnung  (vgl.  p.  510  f.). 

Bewegungen  auf  Grenzflächen  kommen  in  der  elliptischen  Geo- 
metrie nicht  in  Betracht. 

Die  nähere  Untersuchung  der  Rotationen  um  einen  Punkt,  d.  h. 
der  Bewegungen  einer  Kugel  in  sich,  würde  zu  den  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  hinführen,  bei  welcher  eine  gerade  Linie 
in  der  Ebene  ersetzt  wird  durch  einen  grössten  Kreis  (d.  i.  einen 
Diametralschnitt)  auf  der  Kugel.  Der  Winkel  zweier  grössten  Kreise 
ist  gleich  dem  von  ihren  Ebenen  eingeschlossenen  Winkel,  wird  also 
gemessen  durch  das  Doppelverhältnis  dieser  Ebenen  und  der  beiden, 
durch  ihre  Axe  gehenden,  imaginären  Tangentialebenen  der  Funda- 
mentalfläche. Die  letzteren  berühren  auch  den  vom  Kugelmittel- 
punkte aus  an  die  Fundamentalfläche  zu  legenden  imaginären  Tan- 
gentenkegel. Die  metrische  Geometrie  in  dem  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt bestimmten  Ebenenbündel  steht  also  der  elliptischen 
Geometrie  der  Ebene  vollkommen  dualistisch  gegenüber;  dem  imagi- 
nären Fundamentalkegelschnitte  der  Ebene  entspricht  der  soeben 
erwähnte  imaginäre  Tangentenkegel,  überhaupt  einem  Punkte  der 
Ebene  ein  Strahl  des  Bündels,  einer  geraden  Linie  der  Ebene  eine 
Ebene  des  Bündels.  Die  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Kugel, 
d.  i.  der  zwischen  ihnen  liegende  Bogen  des  durch  sie  bestimmten 
grössten  Kreises,  wird  nach  Gleichung  (15)  und  (16),  p.  475  gemessen 
durch  den  Winkel  der  beiden  Radien,  welche  die  Punkte  mit  dem 
Mittelpunkte  verbinden;  und  zwar  ist 


S  -r,  .       /    .        qp   \  qo  .        r 

::rT  =  Ji  arcsm  i  sm  -^  \  =  ^y  '  sm 


2^-  —  -''"^--"  » -"  2k'     —2F     "'"  2k 


wenn  s  die  Länge  des  Bogens,  r  den  Radius  der  Kugel,  (p  den  zu- 
gehörigen Winkel  bedeutet.  Nun  geht  bei  der  besprochenen  dua- 
listischen   Uebertragung    die    Entfernung    zweier    Punkte,    berechnet 


*)  Clifford,  welcher  die  reelle  Existenz  solcher  Geraden -Systeme  in  der 
elliptischen  Geometrie  zuerst  hervorhob  (a,  a.  0.  vgl.  oben  p.  371),  bezeichnet 
sie  deshalb  als  Systeme  von  Parallellinien. 
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nacli  den  Gesetzen  der  ebenen  elliptisclien  Geometrie,  über  in  den 
Winkel  zweier  Strahlen  unseres  Bündels.  Die  Seiten  und  Winkel 
eines  ebenen  Dreiecks  geben  die  Ebenen  und  Kanten  einer  dreiseiti- 
gen Ecke.  ZwiscJien  den  Winkeln  dreier  Dimnetralebenen  unserer  Kugel 
und  den  Neigungen  ihrer  drei  Schnittlinien  Gestehen  daher  genau  die- 
selben Relationen,  wie  in  der  elliptischen  Geometrie  zivischen  den  Seiten 
und  Winkeln  eines  Dreiecks;  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  in 
den  betreffenden  Gleichungen  die  beiden  willkürlichen  Constanten  k 
und  k'  einander  gleich  (nämlich  =  /c')  zu  Aehmeu  sind,  denn  wir 
haben  die  Neigung  zweier  Geraden  und  den  Winkel  zweier  Ebenen 
mit  einander  direct  vergleichbar  gemacht  durch  die  Festsetzung,  dass 
der  Winkel  zweier  sich  schneidenden  Geraden  gleich  sein  soll  dem 
Winkel  zweier  Ebenen,  die  zur  gemeinschaftlichen  Ebene  der  beiden 
Geraden  senkrecht  stehen  (p.  498). 

Den  Winkel  zweier  Strahlen  fanden  wir  soeben  proportional  zu 
dem  zugehörigen  Kreisbogen  auf  der  Kugel;  ferner  sind  die  oben 
mitgetheilten  Formeln  (33  a),  (37  a),  (41a)  der  elliptischen  Trigono- 
metrie identisch  mit  den  entsprechenden  Formeln  der  gewöhnlichen 
sphärischen  Trigonometrie,  wenn  2k'  =  1  und  2k  gleich  dem  Radius 
der  Kugel  genommen  wird.  In  der  elliptischen  Geometrie  gelten  daher 
für  das  sphärische  Dreieck  Formeln  von  gang  demselben  Charakter,  wie 
in  der  elementaren  sphärischen  Trigonometrie;  und  zwar  bleiben  die 
Formeln  (33a),  (37a),  (41a)  bestehen,  wenn  man  in  ihnen  nur 
unter  a,  b,  c  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks,  unter  cc,  ß,  y  die 
zugehörigen    Winkel    versteht,    und    wenn    2k    ersetzt    wird    durch 

2ksm7rr-     Durch    blosse    Messung    geodätischer    Dreiecke    auf   der 

Kugel,  etwa  auf  der  Erdoberfläche,  kann  daher  ein  Unterschied 
zwischen  der  Euclidischen  und  der  elliptischen  Geometrie  nicht 
festgestellt  werden;  wohl  aber  muss  sich  dieser  Unterschied  beim 
Verlassen  der  Kugel,  d.  h.  bei  Constructionen  im  freien  Räume,  wie 
sie  die  Astronomie  auszuführen  hat,  geltend  machen. 

Für  zwei  sich  nicht  schneidende  gerade  Linien  drücken  sich 
Neigung  und  kürzester  Abstand  wieder  gemäss  den  Gleichungen  (21), 
p.  508  aus,  wenn  in  ihnen  2k  an  Stelle  von  2ki  geschrieben  wird. 
Es  ist  aber  hervorzuheben,  dass  es  jetzt  swei  gerade  Linien  gibt,  ivclchc 
011  0tvei  gegebenen  Geraden  senkrecht  stehen,  denn  jeder  der  beiden  Lö- 
sungen der  entsprechenden  algebraischen  Aufgabe  entspricht  jetzt, 
da  ideale  Gerade  nicht  in  Betracht  kommen,  eine  wirkliche  Linie 
des  Raumes,     Dabei   wird   die    auf  der  einen    von    ihnen    gemessene 
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kürzeste  Entfernung   multiplicirt  mit  ^,   direct    gleich    der  Neigung 
der  beiden  gegebenen  Geraden. 

Um  eine  Unterscheidung  zwischen  Neigung  und  kürzester  Ent- 
fernung zu  ermöglichen,  können  wir  etwa  festsetzen,  dass  als  Maass 
der  Neigumj  von  den  leiden  in  (21)  vorJcommenden  Grössen 


(=  Y  ^^      und     r,  (==  ~  cp^ 


die  grössere  benutzt  werden  soll;  möge  dieselbe  mit  r^  bezeichnet 
werden,  so  ist  für  zwei  sich  schneidende  Linien  dann  stets  die  kür- 
zeste Entfernung  r^  gleich  Null,  die  Neigung  aber  (wenn  nicht  beide 
Linien  zusammenfallen)  von  Null  verschieden.  Nur  in  dem  Falle, 
wo  beide  Wurzeln  von  (19)  zusammenfallen,  können  wir  zwischen 
Neigung  und  kürzester  Entfernung  nicht  unterscheiden;  dass  dieser 
früher  näher  besprochene  (p.  509)  Fall  in  der  elliptischen  Geometrie 
für  reelle  Geraden  eintreten  kann,  zeigt  die  bereits  hervorgehobene 
Möglichkeit  einer  Bewegung,  bei  der  alle  Punkte  des  Raumes  auf 
geraden  Linien  fortschreiten  (p.  520  f.).  Die  Bedingung  (22)  dagegen 
kann  in  der  elliptischen  Geometrie  nicht  durch  reelle  Gerade  erfüllt 
werden;  denn  setzen  wir  Q^^;  =  ^i^  +  ^2^  ~\~  ^z   4~  ^.^^  so  wird 

0^^  =  22;i9?,; 

in  bekannter  Weise  kann  daher  auch  die  linke  Seite  von  (22)  als 
Summe  von  Quadraten  dargestellt  werden. 

Unsere  Untersuchungen  haben  gezeigt,  wie  bestimmte  Voraus- 
setzungen über  die  Natur  derjenigen  analytischen  Transformationen, 
die  wir  als  Bewegungen  bezeichnen,  auf  bestimmte  Vorstellungen 
über  das  Verhalten  der  unendlich  fernen  Raumpunkte  hinführen,  wenn 
man  von  den  Grundbegriffen  der  projectivischen  Geometrie  ausgeht. 
Durch  die  getroffenen  Festsetzungen  über  das  unendlich  Ferne  war 
in  jedem  Falle  (nämlich  der  hyperbolischen,  der  elliptischen  und  der 
parabolischen  Geometrie)  auch  eine  eigenthümliche  Gestaltung  der 
metrischen  Geometrie  gegeben.  Umgekehrt  kann  man  natürlich  von 
irgend  einem  metrischen  Satze,  der  in  den  verschiedenen  Geometrieen 
verschieden  lautet,  ausgehen,  um  dann  von  ihm  auf  das  Verhalten 
der  unendlich  fernen  Punkte  und  damit  auf  alles  Andere  zu  schliesseu, 
so  z.  B.  von  dem  Satze  über  die  Summe  der  Winkel  eines  gerad- 
linigen Dreiecks  (vgl.  p.  494  und  519).  In  diesem  Sinne  charakte- 
ristisch für  jede  der  drei  Geometrieen  ist  auch  der  analytische  Aus- 
druck für  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ds,   wie   von  Riemann 
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zuerst  bemerkt  worden  ist*).  Um  die  von  uns  gefundenen  Werthe 
(p.  471  und  517)  mit  dem  Riemaun'schen  Werthe  in  Ueberein- 
stimmung  zu  bringen,  müssen  wir  noch  eine  Transformation  vor- 
nehmen. Bei  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten  war  in  der 
hyperbolischen  Geometrie  (vgl.  p.  478) 

ds^  =  dXy^  -\-  dx.^  +  dx.^^  —  Ah^dx^, 
wobei 

ßx^  =  ^i'  +  x.,^  +  rrg^  -  4:¥x;'  =  —  4:¥ 

angenommen  wurde.     Wir  setzen  nun 


dann  wird 
und: 

also**): 
(C) 


{x,  +  1)  {x'  +  f  +  z')  =  16/r  {x,  -  1) 
dx'  +  dy'  +  ds^  ^^'' 


ds^  =  =- 


(1  4-  x,y  ' 

dx^^  -f-  dy^  +  ^^^ 


b  -  I^;^:^  (-'  +  *'  +  ^''J 


Dieses  ist  der  von  Riemann  ohne  Beweis  mitgetheilte  Ausdruck. 
Besonders  bemerkenswerth  ist  die  Art  und  Weise,  wie  nach 
Gleichung  (C)  die  Grösse  Je  in  das  Bogenelement  ds  eingeht;  es  hängt 
dies  für  die  Ebene  aufs  Engste  mit  dem  von  Gauss  eingeführten 
Begriffe  des  Krümmungsmaasses  einer  Fläche  zusammen.    Denkt  man 

*)  In  dem  bereits  oben  (p.  468)  erwähnten  Aufsatze,  welcher  1854  der 
philosophischen  Facultät  zu  Göttingen  vorgetragen  wurde,  stellt  sich  Riemann 
die  Aufgabe,  auf  Grund  verschiedener  Annahmen  über  das  Bogenelement  die 
verschiedenen  Möglichkeiten  für  die  Entwicklung  der  Metrik  zu  erörtern  und 
fügte  so  der  schon  früher  bekannten  hyperbolischen  Geometrie  die  elliptische 
hinzu,  jede  gleichzeitig  durch  das  zugehörige  Krümmungsmaass  charakterisirend, 
wie  es  im  Texte  sogleich  noch  erörtert  werden  soll. 

**)  Die  benutzte  Substitution  ist  von  Killing  (a.  a.  0.  p.  231)  angegeben; 
sie  ist  in  den  Untersuchungen  von  Beltrami  implicite  enthalten  (Annali  di 
matematica,  Serie  II,  t.  2,  1868).    Die  von  Letzterem  zu  Grunde  gelegte  Formel 

r^ds^  =  iJc^id^''  +  dri^  +  d^'  +  dz^) 
ergibt  sieb  mittelst  der  Substitution 

_?M  _2Z;7j  _2kt;  _   1_ 

X  Z  Z  X 

wobei  dann  i^  -\-  rf  -]-  i,'^  -\-  z^  =  1  wird.  Auch  für  gewisse  Untersuchungen 
der  Functionentlieorie  sind  die  Vorstellungen  der  nicht-Euclidi sehen  Geo- 
metrie von  Nutzen  gewesen,  insbesondere  die  Formeln  für  das  Linien-  und 
Flächenelement  in  der  Ebene;  vgl.  Poincar^,  Acta  mathematica,  Bd.  1, 
p.  202 ,  1882. 
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sich  im  Eviclidi sehen  Räume  die  Coordiiiaten  |,  rj,  t,  eines  Punktes 
der  gegebenen  Oberfläche  als  Functionen  zweier  Parameter  u,  v  dar- 
gestellt, so  wird 

ds^  =  (?|2  _|.  ^^.^2  ^  ^1^2  ^  j^^i^^2  _^  2Fdudv  -\-  Gdv\ 

wo  E,  F,  G  bekannte  Functionen  von  u  und  v  sind.  Das  „Krüm- 
mungsmaass"  K  der  Fläche  leitet  sich  aus  diesen  Functionen  durch 
gewisse  Differentiationsprocesse  ab  und  hat  die  Eigenschaft,  sich  bei 
beliebigen  Transformationen  der  Variabein  u,  v  nicht  zu  ändern;  es 
ist  also  eine  „absolute  Invariante"  gegenüber  allen  Coordinatentrans- 
formationen  auf  der  Fläche.  Durch  die  Gleichung  ti  =  Const.  und 
V  =  Const.  werden  auf  der  Fläche  zwei  Curvensysteme  bestimmt-, 
dieselben  sind  zu  einander  rechtwinklig*),  wenn  F  verschwindet-,  in 
diesem  Falle  hat  man  nach  Gauss^'*) 

'  \_du   du     '    \cv/  _ 

-2(£e-f^)(f|  +  f!|). 

Wenden  wir  dies  auf  den  in  (C)  gegebenen  Werth  von  ds'^  an,  indem 
wir  uns  auf  die  xy-Eihene  beschränken,  also  s  und  ds  gleich  Null 
nehmen,  so  ist  u  durch  x,  v  durch  y  zu  ersetzen;  es  wird 

W  =  Q  =  ^ 

und  man  findet 

(D)  ^=-^'- 

Für  die  hyperboUscJie  Geometrie  der  Ebene  wird  daher  derselbe  Ätis- 
druck  des  Linienelementes  benutzt,  wie  für  die  EuJclidische  Geometrie  auf 
einer  Fläche  von  constantem,  negativem  Krümmungsmaasse.  Aehnliches 
gilt  für  den  Raum,  wenn  man  den  Begriff  des  Krümmungsmaasses 
mit  Riemann  auf  Mannigfaltigkeiten  von  mehreren  Dimensionen 
erweitert***);    die  hyperbolische   Geometrie    des   Raumes   deckt   sich 


*)  Ein  Beispiel  geben  die  elliptischen  Coordinaten  auf  den  Mittelpunkts- 
flächen zweiter  Ordnung ;  vgl.  oben  p.  289  ff. 

**)  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  Abhandlungen  der 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  6,  1828,  art.  7  ff.  (Werke,  Bd.  4). 

***)  Für  die  Theorie  dieses  allgemeineren  Krümmungsmaasses  sei  auf  die 
Arbeiten  von  Christoffel,  Lipschitz,  KroneÄker,  Schering,  Beez, 
G.  Jordan  verwiesen  (vgl.  Killing  a.  a.  0.),  ferner  auf  die  Noten  Dede- 
kind's  zu  Riemann's  Ges.  Werken,  und  Schur,  Math.  Annalen  Bd.  27,  1886. 
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dann  im  Wesentlichen  mit  der  metrischen  Euclidischen  Geometrie 
auf  einem  dreidimensionalen  Gebilde,  welches  als  in  einem  Räume 
von  vier  Dimensionen  liegend  zu  betrachten  ist  (vgl.  p.  513  f.). 

Für  die  elliptische  Geometrie  gelten  dieselben  Betrachtungen 
und  Rechnungen;  es  ist  nur  — P  durch  Ti^  zu  ersetzen.  Das  Bog en- 
element  der  elliptischen  Ebene  ist  daher  dasselbe,  wie  das  Bogenelement 
der  Euclidischen  Geometrie  auf  einer  Fläche  von  constantem,  positivem 
Krümmungsmaasse.  Als  einfachste  Fläche  dieser  Art  können  wir  die 
Kugel  vom  Radius  21c  zu  Grunde  legen;  die  kürzesten  Linien  auf  ihr 
müssen  zu  denselben  metrischen  Relationen  Veranlassung  geben,  wie 
die  geraden  Linien  in  der  Ebene  der  elliptischen  Geometrie;  denn 
nach  Beltrami  lassen  sich  auf  jeder  Fläche  von  constantem  Krüm- 
mungsmaasse die  kürzesten  Linien  durch  lineare  Gleichungen  dar- 
stellen. So  wird  es  verständlich,  dass  für  die  elliptische  Geometrie 
dieselben  trigonometrischen  Formeln  gelten,  wie  für  die  gewöhnliche 
sphärische  Trigonometrie  auf  einer  Kugel  vom  Radius  2h.  Es  ist 
nur  zu  beachten,  dass  die  Grösse  2}i  für  die  Kugel  eine  wesentliche 
Bedeutung  hat,  nachdem  im  Euclidischen  Räume  die  Einheit  des 
Längenmaasses  festgelegt  ist.  Kugeln  von  verschiedenem  Radius  sind 
eben  wesentlich  verschieden;  mau  darf  hieraus  aber  nicht  schliessen, 
dass  es  nun  so  viele  verschiedene  elliptische  Geometrieen  gibt,  als 
man  der  Constanten  li  verschiedene  Werthe  beilegen  kann.  In  der 
That  ist  schon  früher  hervorgehoben,  dass  sie  ganz  willkürlich  ge- 
wählt werden  darf,  und  die  folgenden  üeberlegungen  werden  dieses 
noch  näher  zeigen. 

Ersetzen  wir  in  (C)  wieder  li^  durch  —  li^ ,  so  gilt  dieselbe 
Formel  für  das  in  entsprechender  Weise  transformirte  Linienelement 
der  hyperbolischen  Geometrie.  Die  letztere  findet  daher,  insofern 
man  sich  auf  die  Ebene  beschränkt,  ihre  anschauliche  Interpretation 
auf  einer  Fläche  von  negativem,  constantem  Krümmungsmaasse;  und 
zwar  sind  dabei  die  geraden  Linien  der  hyj)erbolischen  Ebene  zu 
ersetzen  durch  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  constanten  Krüm- 
mungsmaasses.  Aehnliches  gilt  für  den  Raum*),  wenn  man  den 
Begriff  des  Krümmuugsmaasses   auf  mehrere  Dimensionen  ausdehnt. 

Von  den  Sätzen  der  ebenen  elliptischen  Geometrie  können  wir 
uns  auch  ein  anschauliches  Bild  machen,  wenn  wir  die  Geometrie  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  unseres  Euclidischen  Baumes  näher  ins 
Auge  fassen.     In  der  That  liegt  ja  in    dieser  Ebene  der  sogenannte 

*)  Im  Anschlüsse  an  Riemann  ist  dies  von  Beltrami  näher  durchgeführt 
(a.  a.  0.).  Die  Trigonometrie  auf  den  Flächen  constanter  Krümmung  entwickelte 
schon  Min  ding  (1839,  Crelle's  Journal  Bd.  18,  19,  20). 
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imaginäre  Kugelkreis,  welcher  unsere  gewöhnliehe  Metrik  vermittelt. 
Der  Winkel  zweier  Geraden  wird  in  bekannter  Weise  durch  Ver- 
mittlung des  Kugelkreises  auf  den  Logarithmus  eines  Doppelverhält- 
nisses zurückgeführt,  er  ist  eben  gleich  dem  Winkel  irgend  zweier 
durch  diese  unendlich  fernen  Geraden  hindurchgehenden  Ebenen. 
Irgend  zwei  gerade  Linien  der  unendlich  fernen  Ebene  schneiden  sich 
wirklich;  denn  in  ihr  noch  von  unendlich  fernen  Punkten  zu  reden, 
hat  keine  Bedeutung;  und  sie  schneiden  sich  nur  in  einem  Punkte, 
obgleich  sie  in  sich  zurücklaufen  und  somit  als  geschlossene  Curven 
zu  behandeln  sind.  Sich  hiervon  ein  Bild  zu  machen,  ist  unserer 
Anschauung  gänzlich  unmöglich,  denn  zwei  in  der  Euclidischen 
Ebene  gezogene,  geschlossene  Curven  schneiden  sich  stets  in  einer 
geraden  Anzahl  von  Punkten;  um  so  nützlicher  ist  es,  sich  das  Ge- 
sagte noch  in  anderer  Weise  zu  vergegenwärtigen.  Die  Punkte  der 
unendlich  fernen  Ebene  können  wir  uns  mit  einem  beliebigen  Punkte 
des  Raumes  verbunden  denken;  wir  construiren  uns  damit  das  dua- 
listische Gegenbild  der  unendlich  fernen  Ebene:  den  Punkten  der 
Ebene  entsprechen  die  Strahlen  eines  Bündels,  dem  imaginären  Kugel- 
kreise ein  imaginärer  Kegel,  den  unendlich  fernen  geraden  Linien 
die  aus  den  Strahlen  jenes  Bündels  zu  bildenden  Ebenen  (ebenen 
Strahlbüschel).  Dass  sich  zwei  Ebenen  nur  in  einer  geraden  Linie 
schneiden,  entspricht  genau  der  Thatsache,  dass  sich  zwei  gerade 
Linien  der  elliptischen  Ebene  nur  einmal  begegnen;  die  von  uns  ge- 
machten Voraussetzungen  enthalten  daher  keinen  inneren  logischen 
Widerspruch,  obgleich  sich  derartige  Verhältnisse  unserem  Vor- 
stellungsvermögen entziehen. 

Bemerkens werth  ist  auch,  dass  die  elliptische  Ebene  durch  eine 
gerade  Linie  nicht  in  swei  getrennte  Gebiete  verlegt  tvird;  die  beiden 
Seiten  einer  geraden  Linie  kann  man  nicht  von  einander  unter- 
scheiden; ein  Punkt  auf  der  einen  Seite  befindet  sich  gleichzeitig 
auch  auf  der  anderen,  d.  h.  man  kann  von  jedem  Punkte  der  Ebene 
zu  jedem  anderen  gelangen,  ohne  dabei  eine  beliebig  vorgegebene 
Gerade  zu  überschreiten*).  Deutlich  wird  dies  wieder  in  unserem 
Strahlenbündel;    eine   gerade   Linie    liegt  gleichzeitig    auf  jeder    der 


*)  Von  Möbius  (Gesammelte  Werke,  Nachlass,  Bd.  2,  p.  519)  sind  im 
Euclidischen  Räume  Flächen  angegeben,  die  nur  eine  Seite  hahen,  d.  h.  bei 
denen  man  durch  continuirlichen  Uebergang  von  der  oberen  zur  unteren  Seite 
gelangen  kann  (sogenannte  Doppelflächen,  vgl.  auch  Klein,  Math.  Annalen, 
Bd.  6,  p.  578  und  Bd.  7,  p.  549).  Da  sich  die  elliptische  Ebene  ebenso  verhält, 
kann  man  die  elliptische  Geometrie  auch  mit  derjenigen  auf  einer  Doppelfläche 
vergleichen,  -wie  es  Newcomb  ausgeführt  hat:     Crelle's  Journal,  Bd.  83,  1877. 
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beiden  Seiten  einer  Ebene.  Zivei  Ebenen  des  Bündels  aber  tbeilen 
die  Gesammtbeit  der  Bündelstrahlen  in  zwei  von  einander  völlig  ge- 
trennte Systeme;  zwei  gerade  Linien  der  elliptischen  Ebene  schliessen 
daher  einen  Raum  ein,  d.  h.  theilen  die  Ebene  derartig  in  zwei  Ge- 
biete, dass  man  von  einem  Punkte  des  einen  nicht  zu  einem  Punkte 
des  anderen  Gebietes  gelangen  kann,  ohne  eine  der  beiden  Geraden 
zu  überschreiten*). 

Es  liegt  nahe,  statt  der  Strahlen  eines  Bündels  die  Punkte  einer 
concentrischen  Kugel  zu  betrachten,  statt  der  Ebenen  des  Bündels 
die  grössten  Kreise  der  Kugel.  Zwischen  den  Strahlen  und  Ebenen 
des  Bündels  gelten  die  Formeln  der  für  die  elliptische  Ebene  ent- 
wickelten Trigonometrie  (vgl.  oben  p.  519);  dieselben  übertragen  sich 
vermittelst  des  auf  dem  imaginären  Kugelkreise  stehenden  Kegels 
auf  die  gewöhnliche  sphärische  Geometrie;  so  sehen  wir  von  Neuem 
ein,  dass  jene  trigonometrischen  Formeln  mit  denjenigen  der  gewöhn- 
lichen sphärischen  Trigonometrie  im  Wesentlichen  identisch  sein 
müssen  (p.  522).  Man  darf  deshalb  aber  nicht  die  elliptische  Geometrie 
der  Ebene  als  geradezu  identisch  mit  der  sphärischen  Geometrie  be- 
trachten wollen;  die  Beziehung  ist  eben  eine  zwei^eviiige:  Jedem 
Strahle  unseres  Bündels  entsprechen  zwei  Punkte  der  Kugel;  zwei 
grösste  Kreise  der  letzteren  schneiden  sich  daher  in  swei  Punkten, 
während  den  entsprechenden  Ebenen  thatsächlich  nur  ein  Strahl 
gemeinsam    ist**).     Gleichgültig    ist    es    bei    dieser    Abbildung,    wie 


*)  Setzt  mau  daher  fest,  dass  zwei  gerade  Linien  keinen  Raum  einscHiessen 
sollen,  so  ist  von  den  drei  möglichen  Geometrieen  die  elliptische  ausgeschieden. 
Dasselbe  wird  erreicht  durch  die  Forderung,  dass  sich  die  Ebene  ins  Unend- 
liche ausdehnen  soll,  oder  auch  (wie  der  Text  zeigt)  durch  die  Festsetzung,  dass 
man  in  der  Ebene  bei  jeder  geraden  Linie  zwei  verschiedene  Seiten  unter- 
scheiden kann. 

**)  Hierauf  hat  Klein  besonders  hingewiesen  (Math.  Annalen  Bd.  6,  p.  125). 
Es  ist  dies  um  so  mehr  zu  beachten,  als  man  aus  der  Existenz  zweier  Schnitt- 
punkte von  zwei  grössten  Kreisen  hat  schliessen  wollen  [so  thut  es  Beltrami 
a.  a.  0.,  ferner  Erdmann  (Die  Axiome  der  Geometrie,  Leipzig  1877,  p.  83  f.), 
v.  Helmholtz  (Ueber  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen 
Axiome,  1870;  "Vorträge  und  Reden,  Bd.  2,  Braunschweig  1884,  p.  19),  Poin- 
care,  a,  a.  0.  p.  204],  dass  die  Annahme  eines  nicht  ins  Unendliche  ausge- 
dehnten (sondern  gleichsam  in  sich  zurücklaufenden)  Raumes  unverträglich  sei 
mit  der  Annahme  nur  eines  Schnittpunktes  zweier  geraden  Linien.  —  Den 
Unterschied  zwischen  Unendlichlceit  und  Unbegrenztheit  des  Raumes  hat  Rie- 
mann  (a.  a.  0.)  hervorgehoben.  Der  hyperbolische  und  parabolische  Raum 
sind  sowohl  unendlich  als  unbegrenzt,  der  elliptische  Raum  ist  nur  un- 
begrenzt. 
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gross  der  Radius  der  Kugel  gewählt  wird.  Für  die  Geometrie  im 
Strahlenbündel  hat  dieser  Radius  keine  Bedeutung;  so  bestätigt  sich 
von  Neuem,  dass  die  obige  Grösse  2k  vollkommen  willkürlich  bleibt, 
dass  man  also  nicht  von  einem  in  absoluten  Zahlen  augebbaren 
Krümmungsmaasse  der  elliptischen  Ebene  sprechen  kann.  Der  Ge- 
brauch des  Wortes  „Krümmungsmaass"  deutet  nur  darauf  hin,  dass 
man  aus  dem  für  ds^  aufgestellten  Ausdrucke  einen  constanten,  allein 
von  2Jc  abhängigen  Werth  erhält,  wenn  man  nach  den  Regeln  der 
gewöhnlichen  metrischen  Geometrie  das  oben  definirte  Gauss'sche 
Krümmungsmaass  berechnet  (p.  525).  Also  nur  durch  einen  Ver- 
gleich der  elliptischen  (oder  hyperbolischen)  Geometrie  mit  der  ge- 
wöhnlichen Euclidischen  findet  die  Einführung  jenes  Wortes  seine 
Berechtigung. 

Allerdings  werden  wir  auch  ohne  Benutzung  der  Flächentheorie 

die  Grösse  —  —r^    als    „Maass    der    Abweichung"    der   nicht-Eucli- 

di sehen  von  der  Euclidischen  Geometrie  kennen  lernen,  aber 
immer  handelt  es  sich  um  eine  relative,  nicht  um  eine  absolute  Be- 
deutung der  Grösse,  welche  wir  als  Krümmungsmaass  bezeichneten. 

VII.    Die  Grundlagen  der  parabolischen  oder  Euclidischen 

Geometrie. 

Es  bleibt  uns  noch  der  bisher  ausgeschlossene  Grenzfall  zu  be- 
trachten, in  welchem  die  Determinante  der  Fundamentalfläche  zweiter 
Ordnung  verschwindet.  Je  nachdem  man  von  Punkt-  oder  von 
Ebenencoordinaten  ausgeht,  artet  die  Fläche  dann  in  einen  Kegel 
oder  in  einen  Kegelschnitt  aus.  Das  Auftreten  eines  reellen  Kegels 
oder  reellen  Kegelschnittes  schliessen  wir  aus  denselben  Gründen 
aus,  die  uns  veranlassten,  die  Fundamentalfläche  stets  als  eine  nicht 
geradlinige  vorauszusetzen.  Ist  die  letztere  ein  imaginärer  Kegel, 
so  kommt  dem  Räume  nur  ein  unendlich  ferner  Punkt  zu,  die  Spitze 
des  Kegels;  es  würde  dann  gerade  Linien  geben,  welche  durch  diesen 
Punkt  hindurchgehen,  und  andere,  die  den  Punkt  nicht  enthalten; 
es  würde  also  nicht  jede  Linie  des  Raumes  in  jede  andere  durch 
Bewegung  übergeführt  werden  können,  und  wir  würden  eine  unserer 
wesentlichsten  Forderungen  fallen  lassen  müssen.  Es  soll  deshalb 
nur  der  Fall  weiter  berücksichtigt  werden,  wo  die  unendlich  ferne 
Fläche  in  einen  imaginären  Kegelschnitt  ausartet,  die  Punkte  der 
Fläche  also  gleichzeitig  die  Ebene  dieses  Kegelschnittes  doppelt  er- 
füllen.   Diese  Ebene  wird  dann  offenbar  zur  unendlich  fernen  Ebene, 

Clebsch,  Vorlesungen.   II.  1.  34 
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jener  Kegelschnitt  zum  imaginären  Kugelkreise  der  Euclidischen 
Geometrie. 

Um  den  Grenzübergang  analytisch  zu  verfolgen,  müssen  wir  von 
der  Ebeuencoordinatengleichung  der  Fundamentalfläche  ausgehen, 
deun  nur  so  können  wir  die  Ausartung  in  einen  Kegelschnitt  be- 
werkstelligen.    Es  sei  also 

(1)  ^  ^  Aa  UiUk  =  uj  =  Uß^  =  rt/  =  0 

die  Gleichung  der  Fundamentalfläche,  und 

'XX  ==    ^1    ^1  AikXiXk  =  u 

die  zugehörige  Gleichung  in  Punktcoordinaten,  so  stellt  letztere  die 
doppelt  zählende  unendlich  ferne  Ebene  dar  (vgl.  p.  198).  Die  gegen- 
seitige Entfernung  r  zweier  Punkte  x,  y  bestimmt  sich  durch  die 
Formel 


(2) 


sm^ 


2Äi 


11/     u;      11/2 

XX     yy  xy 

V     ¥ 

XX     yy 


Hier  verschwindet  der  Zähler  der  rechten  Seite  identisch;  denn  sind 
C3i  die  Coordiuaten  der  unendlich  fernen  Ebene,  so  wird 

'XX  —  05  j;  j  ''yy  ^^^^  ^y  ;  *^y  ^^^^  ^x^y  • 
Eine  nähere  Ueberlegung  zeigt  aber,  dass  sich  auf  der  rechten  Seite 
ein  verschwindender,  von  x,  y  unabhängiger  Factor  absondern  lässt; 
ersetzen  wir  also  den  unendlich  klein  werdenden  Sinus  der  linken 
Seite  durch  sein  Argument,  so  ivird  sich  für  das  Verhältniss  zweier 
Entfernungen  doch  ein  endlicher  Werth  ergeben*)]  und  lassen  wir  die 
willkürliche  Constante  Ti  in  passender  Weise  unendlich  gross  werden, 
so  erhalten  wir  auch  für  die  Entfernung  selbst  einen  endlichen  Aus- 
druck. Es  braucht  kaum  daran  erinnert  zu  werden,  dass  eine  ganz 
analoge  Betrachtung  früher  bei  den  sogenannten  Grenzflächen  ange- 
stellt wurde  (vgl.  p.  502  f.). 

Die    entsprechenden    Rechnungen    werden    am    einfachsten    mit 
Hülfe  der  symbolischen  Methode  ausgeführt.     Es  ist  z.  B. 


=  «2/33n 


*)  So  ist  es  zn  verstehen,  wenn  Gauss  a.  a.  0.  sagt,  dass  es  in  der  nicht- 
Euclidischen  Geometrie  im  Gegensatze  zur  Euclidischen  etwas  absolut 
grosses  gebe. 


^21 

^23 

A^2   

^31 

•^33 

^41 

^43 

«1 

«3 

«4 

ßx 

ß. 

ß. 

Yi 

Yz 

Yi 
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und  wegen  "der  Vertausclibarkeit  von  a  mit  ß  und  y  ergibt  sich  die 
rechte  Seite  gleich 

In  analoger  Weise,  berechnen  sich  die  übrigen  Unterdeterminanten 
Aik,  und  schliesslich  findet  man 

Sind  die  Symbole  a',  ß',  y'  mit  a,  ß,  y  gleich werthig,  so  geht  also 

unsere  Formel  für  r  über  in 

»;!_  ^  («Pya;)'(a:'^'y'y)'  —  {ccßYX)icißyy){a'  ß'  y'  x){a'  ß'  y'  y) 

4*2  (ccßyxyia'ß'y'ij)^ 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  ist  auch  gleich 

und  zur  weiteren  Umformung  bedienen  wir  uns  der  leicht  zu  be- 
stätigenden Identität 

{aßxy){a'ß'y'y)  —  (ayxy){a  ß' y' ß)  —  (yßxy)(aß'y'a) 

=  {^ß^r){(^'ß'Y'y)  —  {^ßyy){(^'ß'y'^)' 

Erheben  wir  beide  Seiten  derselben  zum  Quadrate,  so  erhalten  wir 
rechts  den  gesuchten  Ausdruck;  links  ergibt  sich  eine  Summe  von 
sechs  Termen,  von  denen  drei,  nämlich 

{aßxy)\a'ß'y'y)\     (ayxy)\a' ß' y' ßf     und     {yßxy){a'ß'y'af, 

einander  gleich  sind,   während   von   den  drei  übrigen  einer,   nämlich 

2{ayxy){yßxy){a'ß'y'ß){a'  ß'y'a), 

identisch  Null  ist,  weil  er  durch  Vertauschung  von  a  mit  ß  sein 
Vorzeichen  ändert,  die  beiden  anderen  sich  gegenseitig  aufheben. 
Wir  finden  so 

r^    1    {aßxy)^{a'  ß'  y'  yY 

IF  6"  {aßyxY(a'ß'y'yf^ 

wobei  die  rechte  Seite  positiv  ist,  da  der  Determinante  einer  reellen 
Fläche  stets  das  negative  Zeichen  zukommt.  Es  ist  ferner  die  De- 
terminante der  Fläche 

A  =  2  ±  A,^A,,A,,Ä,,  =  cc,ß^ysS,(aßyd), 

also  auch  wegen  der  Vertauschbarkeit  der  Symbole  gleich 

l^(aßydf  =  l^(a'ß'/yy. 

Vom    Zähler   haben    wir    somit    in    der    That    den    verschwindenden 

34* 
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Factor  A  abgesondert.  Lassen  wir  nun  Ti  unendlich  wachsen,  so 
kann  —  16 AP  gleich  einer  neuen  positiven  Constauten  C^  gesetzt 
werden,  so  dass*): 

^^^  C^         (aßyxy(cc'ß'y'yy' 

Hier  findet  sich  im  Zähler  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  unend- 
lich fernen  Kegelschnittes  in  Liniencoordinaten,  und  im  Nenner  das 
Product  G)x^G)y^,  wenn  mit  to  wieder  die  unendlich  ferne  Ebene  be- 
zeichnet wird.  Machen  wir  also  die  letztere  zur  Ebene  x^==  0  und 
lassen  ihre  Schnittlinien  mit  den  drei  anderen  Coordinatenebenen 
ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschnitt 

11^   +  u^  -^  u^  =  0 
bilden,  so  wird 

(4)  l!  _  ^?  4  +  Pl  4  +Pii 


C  xiyi 


} 


wo  c  eine  Constante  bedeutet.  Wählen  wir  dieselbe  gleich  Eins  und 
setzen 

Xi  =  xx^,  X2  ==  yx^,  x^  =  sx,^,  2/1  ^^^  *^o2/4>  y%  ^^  ^o2^<i7  2/3  ^^^  ^oV^lj 
so  entsteht  endlich  die  fundamentale  Formel  der  Buclidischen 
Geometrie 

(5)  r^=={x-  xj  +  iy-  y,f  +  (^  -  ^J . 

Hierin  sind  x,  y,  z  rein  projectivisch  definirte  Bestimmungsstücke; 
man  erkennt  aber  sofort  ihre  üebereinstimmung  mit  den  gewöhn- 
lichen Cartesischen  Coordinaten.  Die  Ebenen  aj  =  0,  ^==0,  ^  =  0 
nämlich  sind  zu  einander  rechtwinklig,  weil  ihre  Schnittlinien  mit 
der  Ebene  x^  =  ^  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  Fundamental- 
kegelschnitt bilden;  die  Variabein  sind  auch  in  der  gewöhnlichen 
Weise  metrisch  definirt,  weil  z.  B.  nach  (5)  x  die  Entfernung  des 
Punktes  x^  y,  0  vom  Punkte  x,  0,  0  angibt. 

Die  „specielle  Maassbestimmung"  der  parabolischen  Geometrie 
kann  zu  der  allgemeineren  der  elliptischen  oder  hyperbolischen  auf 
bemerkenswerthe  Weise  in  Beziehung  gebracht  werden.  Denken  wir 
uns  eine  allgemeine  Maassbestimmung  (etwa  für  die  hyperbolische 
Geometrie)  gegeben,  und  benutzen  die  imaginäre  Schnittcurve  der 
Fundamentalfläche  mit  der  Polarebene  eines  Punktes  y  zur  Einführung 
einer  parabolischen  Maassbestimmung.  Bann  stimmen  die,  von  allen 
durch  den  PimJct  y  gehenden  Strahlen  und  Ebenen  eingeschlossenen,  Winkel 
in  heiden  Maassbestimmungen  überein;   denn  sie  werden  beiderseits  in 


*)  Für  die   ebene  Geometrie    wird    der   entsprechende  Grenzübergang   bei 
Cayley  a.  a.  0.  gemacht,  Philosophical  Transactions,  1859. 
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gleicher  Weise  durch  den  von  y  ausgehenden  Tangentenkegel  de- 
finirt.  Für  alle  in  unmittelbarer  Nähe  an  y  vorbeigehenden  Ge- 
raden und  Ebenen  werden  daher  die  Winkel  der  einen  Maassbestim- 
mung  von  denen  der  anderen  nur  sehr  wenig  abweichen.  Analoges 
gilt  für  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  vom  Punkte  y. 
Es  möge  letzterer  die  Coordiuaten  0,  0,  0,  1  haben,  und  es  werde 
Q^^  =  x^  -\-  y'^  -\-  z^  —  o?  gesetzt;  ferner  sei  r  die  Entfernung  des 
Punktes  x,  y,  z  vom  Punkte  0,  0,  0  in  der  allgemeinen  und  q  die- 
selbe Entfernung  in  der  speciellen  Maassbestimmung;  dann  können 
wir  setzen: 

Q'-=x'  +  y'  +  ^^ 

r  =  211,1  arctang  y  \ ""^^  ^^  =  21ci  arctang  — 

=  2fci ^-^  +  -r--^ 

Als  Abweichung  der  „im  Punläe  y  tangirenden"  speciellen  Maassbestim- 
mung von  der  allgemeinen  können  wir  den  negativen  Quotienten  des 
zweiten  Gliedes  der  Reihe,  dividirt  durch  die  dritte  Potenz  des  ersten 

Gliedes  definiren.    Diese  Abweichung  ist  dann  gleich  —  j^ ,  also  fjleich 

dem  oben  angeführten  Krümmungsmaasse.  So  kommt  man  zum  Be- 
griffe des  letzteren,  ohne  dabei  von  den  Gauss' sehen  Sätzen  über 
krumme  Oberflächen  Gebrauch  zu  machen*). 

Gleichzeitig  zeigt  diese  Betrachtung,  dass  in  der  nicht-Eucli- 
dischen  Geometrie  für  unendlich  Meine  Figuren,  d.  h.  in  unmittelbarer 
Nähe  eines  beliebigen  Punktes  die  Sätze  der  Euclidischen  Geometrie 
Gültiglceit  behalten*^).  Da  es  ferner  gleichgültig  ist,  ob  man  die  Ent- 
fernungen unendlich  klein,  oder  h  unendlich  gross  werden  lässt,  so 
erkennen  wir  auch,  dass  für  h  =■  oo  die  Sätze  der  nicht- Euclidischen 
in  diejenigen  der  Euclidischen  Geometrie  übergehen  müssen. 

Wenn  wir  so  einerseits  durch  Grenzübergang  zu  den  bekannten 
Grundformeln  der  Euclidischen  Geometrie  gelangten,  so  bleibt  uns 


*)  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  4,  p.  595. 

**)  Umgekehrt  kann  man  (vgl.  Flye  S*«  Marie  und  Killing)  die  Gültig- 
keit der  parabolischen  Geometrie  für  unendlich  kleine  Figuren  direct  (ohne  Hülfe 
des  Parallelenaxioms)  nachweisen,  und  dann  für  endliche  Figuren  die  allgemeine 
Maassbestimmung  vermöge  eines  gewissen  Integrationsverfahrens  einführen,  bei 
dem  man  von  den  trigonometrischen  Beziehungen  für  unendlich  kleine  Dreiecke 
ausgeht. 
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andererseits  die  Frage  zu  behandeln,  in  wie  weit  sich  diese  Formeln 
als  notliwendige  Consequenzen  unserer  früheren  Voraussetzungen  er- 
fj-eben,  wenn  wir  in  diesen  nur  die  beiden  Annahmen  über  die  Exi- 
stenz zweier  (reellen  oder  imaginären)  Strahlen  in  jedem  Büschel, 
die  eine  gegebene  Gerade  im  Unendlichen  treffen  (vgl.  p.  442  und 
463),  durch  die  andere  Annahme  ersetzen,  dass  Jjeide  Grensstrahlen  in 
jedem  Strahlbüschel  msammenfallen  sollen.  Dann  wird  bei  unseren 
früheren  harmonischen  Constructionen,  die  dazu  führten,  den  Punkten 
einer  Geraden  bestimmte  Zahlen  zuzuordnen,  jetzt  A^  =  Ag;  jeder 
positiven  oder  negativen  reellen  Zahl,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  Aj, 
entspricht  dann  ein  Punkt  der  Geraden,  d.  h.  jeder  geraden  Linie  ist 
ein  einziger  unendlich  ferner  Funkt  zuzuweisen.  Sollen  bei  den  Be- 
wegungen einer  Ebene  in  sich  gerade  Linien  in  gerade  Linien  über- 
geführt werden,  so  sind  die  Bewegungen  wieder  durcii  lineare  Glei- 
chungen zwischen  den  projectivischen  Coordinaten  dargestellt.  Die 
Gesammtheit  der  unendlich  fernen  Punkte  wird  wieder  durch  eine 
Gleichung  gegeben  sein,  die  bei  allen  Bewegungen  ungeäudert  bleibt: 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Curve.  Da  dieselbe  mit  jeder 
Geraden  nur  einen  Punkt  gemein  haben  soll,  so  ist  sie  von  der  ersten 
Ordnung.  So  kommen  wir  hier  mm  Begriffe  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden. Sie  bleibt  noch  bei  sechsfach  unendlich  vielen  Bewegungen 
der  Ebene  in  sich  ungeäudert,  während  in  unserer  Vorstellung  eine 
solche  Bewegung  nur  von  drei  Constanten  abhängt,  indem  eine  Figur 
noch  einfach  unendlich  viele  Lagen  annehmen  kann,  wenn  ein  Punkt 
festgehalten  wird.  Die  Betrachtung  der  unendlich  fernen  Punkte  ist 
also  zur  Festlegung  der  metrischen  Fundamental  begriffe  nicht  aus- 
reichend. In  der  hyperbolischen  und  elliptischen  Geometrie  genügte 
es,  für  die  Entfernung  zweier  Punkte  einen  analytischen  Ausdruck 
aufzustellen;  der  Begriff  des  Winkels  und  das  analytische  Maass 
desselben  ergaben  sich  dann  von  selbst  (vgl.  p.  474  und  518).  Hier 
müssen  lüir  noch  ivcitere  Voraussetzungen  über  das  Verhalten  der  Strahlen 
eines  Büschels  hei  den  Bewegungen  hinzufügen,  um  die  letzteren  voll- 
kommen zu  definiren  und  dadurch  alle  metrischen  Grundbegriffe  fest- 
zulegen. 

Wie  wir  in  der  elliptischen  Geometrie  auf  jeder  Geraden  eine 
„ausgezeichnete^'  Involution  derartig  bestimmten,  dass  diese  Invo- 
lution bei  jeder  Bewegung  in  sich  übergeführt  wird,  so  coustruiren 
wir  jetzt  im  Strahlbüschel  eine  entsprechende  Involution  auf  Grund 
ganz  analoger  Ueberlegungen.  Jeder  Strahl  u  des  Büschels  kann 
durch  Drehung  um  den  Scheitel  mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht 
werden.    Insbesondere  wird  mau  einen  Strahl  v  so  auswählen  können. 
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dass  V  iu  u  durcli  dieselbe  Drehung  übergeführt  wird,  welche  u  in 
die  Lage  von  v  bringt.  Da  die  hierdurch  bedingte  Verwandtschaft 
eine  umkehrbare  ist,  und  da  jede  Bewegung  durch  lineare  Gleichungen 
vermittelt  wird,  so  bilden  die  Strahlenpaare  u,  v  eines  jeden  Büschels 
eine  Involution;  und  diese  Involution  darf  durch  keine  Drehung  des 
Büschels  um  seinen  Scheitel  geändert  werden,  wenn  anders  das  Resultat 
zweier  successiven  Drehungen  unabhängig  von  ihrer  Reihenfolge  sein 
soll*).  Die  zur  Darstellung  der  Drehung  dienende  Formel  hängt 
dann  nur  von  einem  Parameter  ab,  der  als  Maass  für  die  Grösse  der 
Drehung  gelten  kann,  wenn  man  eine  Function  desselben  so  definirt, 
dass  sich  die  entsprechenden  Maasse  bei  ber  Zusammensetzung  von 
Bewegungen  addiren.  Das  Maass  für  die  Grösse  der  Drehung, 
welche  einen  Strahl  u  mit  v  zur  Deckung  bringt,  nennen  wir  den 
Winkel  beider  Strahlen  und  finden  iu  bekannter  Weise: 

qp  i  ,      u  —  A'    ü  — A" 

^  .   = loCf   ,    • r, 

2h  2       °v—A      u  —  A 

(1)  ,  ,  ,    „ 

UV  —  ^  (A    +  A')(m  +  ■y)  + A  A' 


arc  cos 


y{ti  —  A')  (w  —  A")  (v  —  A')  (ü  —  A"j 


Hierin  bedeutet  k'  eine  beliebig  wählbare  reelle  Constante,  i  die 
imaginäre  Einheit,  und  A',  A"  sind  die  beiden  einander  coujugirt 
imaginären  Parameter  der  zu  jener  ausgezeichneten  Involution  ge- 
hörigen Doppelstrahlen.    Bilden  also  u,  v  ein  Paar  dieser  Involution, 

so  wird  g>  =  :h2k'  y'^  ^^^'>'  entsiyrechende  Winkel  werde  als  ein  rechter 

hemchnet.  Die  Constante  2k'  wählt  man  in  der  Regel  gleich  der 
Einheit. 

Jeder  Punkt  der  Ebene  bestimmt  so  als  Scheitel  eines  Strahl- 
büschels in  letzterem  zwei  imaginäre  Strahlen,  die  bei  jeder  Drehung 
um  den  Punkt  fest  bleiben.  Zur  näheren  Definition  der  Bewegung 
setzen  wir  weiter  fest,  dass  die  beiden  von  einem  Punkte  ausgehenden 
imaginären  Strahlen  übergehen  in  die  entsprechenden  Strahlen,  welche 
von  dem  neuen  Punkte  ausgehen,  d.  h.  dass  ein  rechter  Winkel  wieder 
in  einen  rechten  Winkel  übergeht.  Die  doppelt  unendlich  vielen  ima- 
ginären Linienpaare  werden  eine  Schaar  von  einfach  unendlich  vielen 
imaginären  Curven  umhüllen,  von  denen  zwei  durch  jeden  reellen 
Punkt  gehen.  Bei  einer  Bewegung  wird  entweder  jede  Curve  dieser 
Schaar  in  sich  übergeführt,  oder  die  Curven  der  Schaar  vertauschen 
sich  unter  einander.    Lassen  wir  nun  eine  dieser  imaginären  Geraden 


*)  Vgl.  die  entsprechenden  Ueberlegungen  oben  auf  p.  516. 
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sich   so  bewegen,    dass   sie   die  von  ilir  berührte   Curve   C  umhüllt, 
so  wird  die  conjugirt  imaginäre  Gerade  stets  die  coujugirt  imaginäre 
Curve   C   berühren;    und   der   reelle   Schnittpunkt    beider   wird    eine 
reelle  Curve  f  beschreiben.    Es  müsste  also   ein  einfach   unendliches 
System  von  ausgezeichneten  Curven  f  geben,  von  denen  eine  durch 
jeden  Punkt   geht.     Bei   einer   Drehung    um    den  Punkt  P  müssten 
nun  die   beiden   durch  ihn  gehenden  Curven  C  und  C  je   für  sich 
fest  bleiben,  da  jede  von  ihnen  durch  ihre  Tangente  in  P  vollkommen 
bestimmt  ist;   also   würde   auch   die   durch  P  gehende  Curve   f   nur 
in   sich   transformirt   werden  können;    es   blieben    dann  zwei  imagi- 
näre und  eine   reelle   Gerade    des    von  P  getragenen  Strahlbüschels 
fest,  und  somit  würde  keine  Gerade  dieses  Büschels  bei  der  Drehung 
bewegt  werden,   d.  h.   es  würde  keine  Drehung  um  P  möglich  sein. 
Die  Curven  f  können  sonach  nicht  existiren;   und  es  ist  unmöglich, 
die   doppelt  unendlich  vielen  imaginären  Linien  in  Systeme  von  je 
einfach  unendlich  vielen  Tangenten  anzuordnen.    Es  bleibt  somit  nur 
die  Möglichkeit,  dass  sie  sämmtlich  eine  und  dieselbe  Curve  berühren, 
welche   bei   allen  Bewegungen  in  sich  übergeht.     Diese  Curve   muss 
dann  von   der  zweiten  KlassS   sein,   da  sie   durch  jeden  Punkt  zwei 
und    nur    zwei   Tangenten   schickt.     Sie   kann    ferner   keinen   reellen 
Punkt  enthalten,  denn  für  einen  solchen  würden  die  beiden  Tangenten 
zusammenfallen;  in  ihm   als  Scheitel  würde   man  also  keine  rechten 
Winkel    construiren   können,    was    der  Annahme    widerspricht,    dass 
jeder   Strahlbüschel   durch  Bewegung   in  jeden    anderen   übergeführt 
werden  kann.     Ausser   dieser    Curve    soll    auch  die   unendlich  ferne 
Gerade  bei  allen  Bewegungen  fest   bleiben  (p.  534);   dann  gilt  aber 
das  Gleiche  für  ihren  Pol  in  Bezug   auf  unseren  imaginären  Kegel- 
schnitt;   und    dieser  Pol    müsste    bei    allen   Bewegungen    ungeändert 
bleiben,  was  wieder  unseren  Voraussetzungen  entgegen  ist.    Es  kann 
sich  daher  nur  um   eine  Curve  zweiter  Klasse   mit  verschwindender 
Determinante  handeln,  d.  h.  um  ein  Punktepaar,  dessen  Axe  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  zufammenfallen  muss.    So  liommen 
wir  hier  sur  Einführung  der  imaginären  KreispunUe  der  Euclidischen 
Geometrie. 

Führen  wir  projectivische  Coordinaten  x,  y  ein,  welche  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  unendlich  gross  werden,  und  mit  Hülfe 
deren  die  Gleichung  der  imaginären  Kreispunkte  in  der  Porm 
■u^  -\-  v^  =  0  (in  Liniencoordinaten)  erscheint,  so  sind  die  Bewegungen 
durch  Gleichungen  der  Form 

.j^.  |  =  m(      xcQ^(p -\- y Sirup) -\- a, 

r]  =  m  (—  ^sing?  -|-  ycos<p)  -\-  ß 
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darstellbar.  Zwischen  den  vier  hier  vorkommenden  Parametern  ni, 
cpj  a,  ß  muss  aber  noch  eine  Relation  bestehen,  da  unserer  Annahme 
nach  eine  Bewegung  der  Ebene  in  sich  nur  von  drei  Constanten  ab- 
hängen kann  (p.  534).  Die  fehlende  Determination  gewinnen  wir  durch 
die  Festsetzung,  dass  hei  einer  vollständigen  Umdrehung  der  Ebene 
um  einen  festen  Piinlct  P  {d.  h.  einer  solchen^  hei  der  jede  Gerade  durch 
P  nach  Lage  und  Bichtung  mit  sich  seihst  mr  DecJcung  kommt)  jeder 
Punkt  der  Ebene  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurUckliehre.  Setzen  wir 
i'  =  i-\-iri,  v'  =  ^  —  '^V,  x'  =  x-\-iy,  y' =  x  —  iy , 
a'  =  a  -\-  iß ,  ß'  =  a  —  iß , 
so  gehen  die  Gleichungen  (2)  über  in: 

I'  =  me~''Px'  -f-  «',     v'  =  me''Py'  -\-  ß% 
oder  in  homogenen  Coordinaten 

wobei 

li  =  ^z{l'  ~<^)j   li  =  U{n'  —  'b),   cci  =  me-^'P,    cc^^me^'P,   «3  =  1, 

^1  =  ^si^'  —  <^);    ^2  =  ^3  (y'  —  ^)j     ^(1  —  me~'f)  =  a, 

&(1  —  me^'P)  =  ß'. 

Bei  allen  Bewegungen,  die  aus  (3)  durch  Wiederholungen  entstehen, 

bleibt  der  Punkt  |  auf  der  Curve*) 

fA\  log—      log—      log  — 

W  x^     ''^x.,     "'X,     "^  =  Const., 

welche  im  Allgemeinen  transscendent  ist.  Ausser  den  beiden  Kreis- 
punkten bleibt  nach  (3)  auch  der  Punkt  x^^  =0,  x^  =  0  fest;  die 
Bewegung  besteht  daher  in  einer  Drehung  um  ihn:  und  wir  können 
«  =  0,  ß  =  0  annehmen.  Kehren  wir  dann  zu  den  ursprünglichen 
Variabein  zurück,  so  geht  die  Gleichung  (4)  über  in: 

y2i(p  ß2i(alog7n  ;__  f^ 

wobei  x  =  rcos(x),  y  =  rsm(o  gesetzt  ist.    Hierin  sind  m  und  cp  ge- 
gebene   Constante,    r    und    co    Veränderliche;     sei     zur    Abkürzung 
log  m  =  —  (p  •  y,  so  kommt 
(5)  r  =  C'-ey'". 

Ist  y  von  Null  verschieden,  so  wächst  r  unbeschränkt  mit  wachsendem 
(o;  die  Ciirve  läuft  daher  nicht  in  sich  zurück,  sondern  windet  sich 
als  Spirale  um  den  Punkt  x  ==  0,  y  =  0.  Nur  wenn  y  =  0,  also 
m  =  1  ist,  tritt  eine  Ausnahme  ein.  Die  Curve  (5)  stellt  dann  den 
Kegelschnitt  x^  -{-  y^  =  (?  dar.     Soll  also  hei  der  Drehung  der  Ebene 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  992. 
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tim  einen  PunJd  jeder  andere  Punht  (es  genügt  dies  von  einem  anderen 
PunJite  vorausmset0en)  eine  gescMossene  Curve  heschreihen,  so  ist  die 
letztere  ein  Kegelschnitt,  der  durch  die  soeben  deftnirten  imaginären  Kreis- 
punJcte  hindurchgeht.  Jeden  Kegelschnitt  dieser  Art  nennen  wir  einen 
Kreis.  Die  Constante  c,  welche  für  alle  Punkte  desselben  Kreises 
einen  festen  Wertli  hat,  nennen  wir  die  Entfernung  des  heiveglichen 
Punldes  vom  MittelpunMe  des  Kreises.  Letzterer  ist  als  fester  Dreh- 
punkt oder  auch  als  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezugs  auf 
den  Kreis  definirt.  Dass  dem  so  eingeführten  Ausdrucke  für  die 
Entfernung  die  charakteristische  additive  Eigenschaft,  welche  sich  in 
der  leicht  verständlichen  Gleichung 

(6)  P,-P,  +  P,-P,  =  P,-P, 

ausspricht,  zukommt,  braucht  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden; 
denn  wir  befinden  uns  nunmehr  in  dem  bekannten  Gebiete  der  ge- 
wöhnlichen analytischen  Geometrie. 

Da  wir  den  Begriff  der  Entfernung  durch  die  Forderung  ein- 
führten, dass  jeder  Punkt  bei  einer  Rotationsbewegung  der  Ebene 
eine  geschlossene  Curve  beschreibe,  so  bleibt  der  gewonnene  Aus- 
druck unverändert  bei  einer  solchen  Rotation,  weiter  aber,  wie  man 
leicht  nachweist,  bei  jeder  heliebigen  Bewegung.  Man  braucht  zu  dem 
Zwecke  sich  nur  der  Formeln  (2)  zu  bedienen,  in  denen  nunmehr 
^  =  1  zu  wählen  ist.  Umgekehrt  könnte  man  die  Existenz  einer 
Function  der  Coordinaten  zweier  Punkte  voraussetzen,  welche  durch 
Bewegungen  nicht  geändert  wird,  dieselbe  durch  Forderung  der  in 
(6)  ausgesprocheneu  additiven  Eigenschaft  näher  determiniren  und 
als  Entfernung  einführen*);  dann  muss  ebenfalls  besonders  postulirt 
werden,  dass  der  Kreis  als  Ort  der  Punkte,  welche  von  einem  festen 
Punkte  gleiche  Entfernung  haben,  nothwendig  eine  in  sich  zurück- 
laufende Curve  sei. 

Wie  sich  die  vorstehenden  Erörterungen  auf  den  Raum  aus- 
dehnen lassen,  wird  einer  näheren  Ausführung  nicht  mehr  bedürfen. 

Bei  allen  unseren  analytischen  Ansätzen  wurde'  vorausgesetzt, 
dass  bei  einer  Bewegung  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden 
sich  ebenfalls  bewegt;  diese  Voraussetzung  war  berechtigt,  weil  wir 
unsern  Ausgangspunkt  von  den  projectivischeu  Coordinaten  nahmen, 
und  beim  Gebrauche  derselben  Punkte  mit  sehr  verschiedenen  Coor- 
dinaten unendlich  weit  liegen  können  (sowohl  in  der  parabolischen, 
wie   in  der  hyperbolischen   Geometrie).     Man  könnte   aber  auch   an- 


*)  In  dieser  Weise  verfährt  v.  Helmholtz.    Vgl.  den  folgenden  Abschnitt. 
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nehmen,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Geraden  bei  jeder 
Bewegung  derselben  in  Ruhe  bleibt,  dass  also  alle  geraden  Linien 
des  llaumes  durch  einen  und  denselben  unendlich  fernen  Punkt  hin- 
durchgehen. Diese  Annahme  enthält  in  der  That  in  sich  keinen 
Widerspruch-,  sie  liegt  der  gewöhnlichen  Darstellung  der  Werthe 
einer  complexen  Grösse  x  -j-  iy  durch  Punkte  einer  Ebene  zu  Grunde*), 
und  ebenso  der  üblichen  Behandlungsweise  der  Potentialtheorie  im 
Räume.  Die  Sätze  der  projectivischen  Geometrie  sind  dann  aber 
nicht  mehr  ausnahmslos  gültig;  sie  bleiben  indessen  für  endliche  Fi- 
guren anwendbar.  Ueberdies  gab  uns  die  Geometrie  auf  einer  „Grenz- 
fläche" der  hyperbolischen  Geometrie  (p.  500)  eine  deutliche  Vor- 
stellung davon,  wie  die  Behandlung  der  Geometrie  im  vorliegenden 
Falle  durchzuführen  wäre**);  die  Benutzung  der  Grenzfläche  bietet 
ausserdem  den  Vortheil,  dass  alle  Sätze  auf  ihr  wieder  rein  projecti- 
vischen Charakter  haben.  In  anderer  Weise  erhält  man  ein  Bild 
der  so  entstehenden  Geometrie,  indem  man  die  Ebene  als  stereogra- 
phisches Bild  einer  Kugelfläche  auffasst  (vgl.  p.  427);  dem  einen  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Ebene  entspricht  dann  der  Projections- 
punkt  (Pol)  auf  der  Kugel;  den  geraden  Linien  der  Ebene  sind  die 
durch  den  Pol  gehenden  ebenen  Schnitte  der  Kugel  zugeordnet,  also 
in  der  That  Curven,  welche  sich  sämmtlich  im  Unendlichen  (d.  h. 
im  Pole)  schneiden***).     Aber  während  sich   die  Euclidische  me- 


*)  Vgl.  oben  die  Anmerkung  zu  p.  105. 
**)  Wie  in  der  Ebene  die  Benutzung  zweier  Einheiten  (1  und  |/ —  l=i) 
zur  aualj'tischeu  Behandlung  besonders  nützlich  ist,  so  würde  sich  im  Räume 
für  diese  Art  Geometrie  die  Benutzung  dreier  von  einander  unabhängigen  Ein- 
heiten empfehlen,  wie  sie  Grassmann  eingeführt  hat  (Die  lineale  Ausdehnungs- 
lehre, Leipzig  1844),  und  wie  man  sie  nach  Hamilton  in  der  Quaternionen- 
theorie  benutzt.  —  Hierauf  scheint  sich  eine  Bemerkung  von  Riemanu  in  art.  1  des 
dritten  Theiles  seiner  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  zu  beziehen  (Ges.  Werke, 
p.  265).  Die  betreffende  Geometrie  würde  auf  einer  dreidimensionalen,  im  Räume 
von  vier  Dimensionen  gelegenen  Grenzfläche  ihre  Interpretation  finden. 

***)  Will  man  den  Grundsatz  der  projectivischen  Geometrie ,  dass  sich  je 
zwei  gerade  Linien  nur  in  einem  Punkte  begegnen  können,  aufgeben,  so  wird 
man  noch  andere  Möglichkeiten  als  die  drei  von  uns  näher  studirten  auffinden 
können.  Nimmt  man  dann  zunächst  an,  dass  sich  ein  Gebiet  des  Raumes  ab- 
grenzen lasse,  in  dem  je  zwei  dasselbe  durchsetzende  Gerade  sich  höchstens 
einmal  schneiden,  lässt  es  aber  unbestimmt,  ob  sie  sich  ausserhalb  dieses  Ge- 
bietes noch  einmal  begegnen,  so  kommt  man  nach  Killing  zu  dem  Schlüsse, 
dass  ein  solches  Begegnen  in  der  That  entweder  noch  einmal  oder  niemals  statt- 
finden kann.  In  letzterem  Falle  hat  man  unsere  drei  Geometrieen  (elliptische, 
hj'perbolische ,  parabolische).  Im  ersteren  Falle  ist  jedem  Punkte  ein  zweiter 
derart  zugeordnet,   dass  jede  Gerade  durch   den  ersten  Punkt  auch  den  zweiten 
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irische  Geometrie  von  der  Ebene  auf  jene  Grenzfläche  vollständig  über- 
trägt (p.  504),  ist  dies  bekanntlich  bei  Benutzung  der  Kugel  nicht 
der  Fall,  denn  bei  der  stereographischen  Projection  bleiben  nur  die 
Winkel,  nicht  auch  die  Entfernungen  ungeändert. 

VIII.   Die  Definitionen,  Postulate  und  Axiome  bei  Euclid. 

Nach  Vollendung  unserer  Untersuchungen  über  die  directe  Be- 
gründung der  projectivischen  Geometrie  und  über  die  Einführung  der 
metrischen  Begriffe  der  „Entfernung"  und  des  „Winkels",  ist  es  an 
der  Zeit,  einen  Rückblick  auf  die  hierbei  gemachten  Voraussetzungen 
zu  werfen  und  die  nach  und  nach  eingeführten  Festsetzungen  über- 
sichtlich zusammenzustellen,  um  völlige  Klarheit  darüber  zu  ver- 
schaffen, auf  welchen  Grundlagen  das  errichtete  Gebäude  ruht. 

1)  Für  die  projectivisdie  Geometrie  setzten  wir  die  Existenz  eines 
Systems  von  Flächen  und  Curven  voraus,  wie  es  auf  p.  434  näher 
angegeben  wurde;  dieselben  sollten  die  Eigenschaft  haben,  dass  je 
zwei  Punkte  eine  dieser  Curven  (geraden  Linien),  je  drei  Punkte 
(die  nicht  auf  derselben  Geraden  liegen)  eine  dieser  Flächen  be- 
stimmen. Die  verschiedenen  Möglichkeiten  in  Betreff  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  geraden  Linien  waren  zwar  zu  berücksichtigen, 
ergaben  aber  in  den  Resultaten  zunächst  keine  wesentlichen  Unter- 
schiede. 

2)  Ferner  wurde  festgesetzt,  dass  jeder  Strahl  durch  Drehung 
um  einen  seiner  Punkte  nach  Lage  und  Richtung  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  gebracht  werden  könne*). 

3)  Eine  Bewegung  wurde  als  eine  Transformation  definirt,  bei 
der  jeder  Punkt  wieder  in  einen  Punkt,  jede  gerade  Linie  wieder  in 
eine  gerade  Linie  übergeht;  und  es  sollte  möglich  sein,  jeden  Punkt 


enthält;  die  geraden  Linien  verhalten  sich  also  wie  die  grössten  Kreise  auf  der 
Kugel;  die  betreffende  (a.  a.  0.  als  Riemann'sche  bezeichnete)  Geometrie  ist 
identisch  mit  der  gewöhnlichen  sphärischen  Geometrie,  erscheint  also  als  zwei- 
deutige Abbildung  unserer  elliptischen  Geometrie  (vgl.  oben  p.  528).  Ob  Rie- 
mann  bei  seinen  Untersuchungen  diese  letztere  oder  das  erwähnte  zweideutige 
Bild  derselben  im  Auge  hatte,  wird  sich  kaum  entscheiden  lassen,  da  or  in 
seiner  (nur  als  Fragment  aufzufassenden)  Abhandlung  keine  genaueren  Angaben 
über  die  Bedeutung  seiner  Coordinaten  oder  über  die  Schnittpunkte  zweier  Ge- 
raden macht. 

*)  Doch  wurde  bemerkt,  dass  auch  die  entgegengesetzte  Annahme,  wonach 
bei  der  Drehung  gewisse  nicht  überschreitbare  Grenzlagen  vorkommen,  dem 
Ausbaue  einer  in  sich  consequenten  Geometrie  nicht  hinderlich  ist;  vgl.  die  Note 
zu  p.  495. 


Projectivische  nnd  metrische  Geometrie.  541 

in  jeden  anderen  überznführen,  so  dass  kein  Punkt  und  keine  Gerade 
vor  den  übrigen  ausgezeichnet  ist.  Ferner  sollte  die  Bewegung  (wie 
für  den  parabolischen  Raum  hinzuzufügen  war)  in  gewisser  Weise  von 
drei  Parametern  abhängen,  so  dass  ein  Punktsystem  noch  um  eine 
gerade  Linie  drehbar  ist,  wenn  zwei  Punkte  festgehalten  werden. 
Passende  Functionen  dieser  Parameter  dienten  zur  Einführung  der 
Begriffe  von  Entfernung  und  Winkel  (vgl.  p.  465,  495,  536). 

4)  In  der  hyperbolischen  Geometrie  wurde  angenommen,  dass  jeder 
geraden  Linie  zwei  „unendlich  ferne  Punkte"  zukommen.  Damit 
waren  die  „Bewegungen"  als  Transformationen,  welche  die  unendlich 
fernen  Punkte  in  sich  überführen,  vollkommen  bestimmt  und  weiter- 
hin alle  metrischen  Begriffe  festgelegt  (p.  463,  469). 

5)  Um  für  die  elliptische  Geometrie  dasselbe  zu  erreichen,  nahmen 
wir  an,  dass  die  geraden  Linien  sich  nicht  ins  Unendliche  erstrecken, 
und  wurden  dadurch  zu  der  weiteren  Forderung  geführt,  dass  es  auf 
jeder  Geraden  eine  gewisse  Involution  gibt,  deren  Punktepaare  sich 
bei  jeder  Bewegung  der  Geraden  in  sich  nur  unter  einander  ver- 
tauschen. Auch  alle  derartige  auf  verschiedenen  Geraden  gelegenen 
Involutionen  sollten  in  ihrer  Gesammtheit  durch  die  Bewegungen 
nicht  geändert  werden  (p.  468,  516). 

6)  Für  die  parabolische  Geometrie  legten  wir  jeder  Geraden  imr 
einen  unendlich  fernen  Punkt  bei;  hier  konnten  wir  dann  die  Be- 
wegungen nur  vollständig  definiren,  wenn  wir  ausserdem  in  jedem 
Strahlbüschel  die  Existenz  einer  Strahleninvolution  voraussetzten, 
welche  bei  einer  Drehung  des  Büschels  um  sein  Centrum  nicht 
geändert  werden  soll,  und  welche  bei  beliebigen  Bewegungen  immer 
in  die  entsprechenden  Involutionen  anderer  Strahlbüschel  übergeht. 
Endlich  musste  auch  gefordert  werden,  dass  jeder  Punkt  der  Ebene 
bei  Drehung  der  letzteren  um  einen  festen  Punkt  eine  geschlossene 
Curve  beschreibe  (p.  534,  537). 

Seit  mehr  als  zwei  Jahrtausenden  haben  die  am  Anfange  von 
Euclid's  Elementen  zusammengestellten  Definitionen,  Postulate  und 
Axiome  die  sichere  Grundlage  aller  geometrischen  Forschung  gebildet. 
Es  drängt  sich  daher  die  Frage  auf,  wie  unsere  Voraussetzungen 
sich  zu  denjenigen  Euclid's  stellen;  um  sie  beantworten  zu  können, 
sei  es  gestattet,  die  wichtigsten  Sätze  aus  der  Einleitung  zu  Euclid's 
Werke  {ptoLista)  hier  zusammenzustellen*)  und  einzelne  derselben 
näher  zu  besprechen. 


*)  Wir  legen  dabei  den  Text  der  von  Heiberg  besorgten  Ausgabe  (Leipzig, 
bei  B.  G.  Teubner,  1883)  zu  Grunde. 
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"Oqoi. 

I.  ZItj^SLOV  iöTLV,    OV  flSQOg   ov&sv. 

II.  FQa^^rj  ÖE  fiijxog  aiiXaxiq. 

III.  FQa^^TJg  de  TtSQata  örj^eta. 

IV.  Evd'Eta    yQayb^ri    iöttv,    r]   tig 
f'l  l'6ov   totg   icp'   iavtfjg   örj(iEb- 

Otg    iCEtrCCL. 

V.  ^EjCKpccvEia   dd  iöriv,    b   fiyjxog 
xal  TtXdtog  ^övov  £%ft. 

VI.  'Ejticpavsiug  ds  jtEQUta  yQa^^aL 

VII.  'ETtLTtsdog      ETtKpKVEld      EÖtiV, 

TqtLg    f'l    löov    ratg    iq)'    iavtr^g 

EVd'ELaig    KEitCCl. 


Definitiones. 
Punctum  est,  cuius  pars  nulla  est. 
Linea  autem  sine  latitudine  longi- 

tudo. 
Lineae  autem  extrema  puncta. 
Recta    linea    est,    quaecumque    ex 

aequo  punctis   in  ea  sitis  iacet. 

Superficies  autem  est,  quod  longi- 

tudinem    et    latitudinem    solum 

habet. 
Superficiei    autem   extrema   lineae 

sunt. 
Plana  superficies   est,   quaecunque 

ex  aequo  rectis  in  ea  sitis  iacet. 


Der  Inhalt  dieser  Sätze  bildet  die  Voraussetzung  für  die  Mög- 
lichkeit jeder  geometrischen  Forschung;  er  ist  deshalb  bei  unserer 
obigen  Zusammenstellung  nicht  weiter  hervorgehoben.  Die  drei 
ersten  Sätze  zusammen  mit  dem  fünften  und  sechsten  sagen  aus, 
dass  wir  dem  Räume  drei  Dimensionen  beizulegen  haben,  und  geben 
gleichzeitig  Definitionen  von  Punkt,  Curve  und  Fläche.  Der  vierte 
Satz  gibt  die  Definition  der  geraden  Linie  und  muss  noch  besprochen 
werden.  Die  Worte  i^  l'0ov  . .  .  HEttai  sollen  offenbar  ausdrücken, 
dass  die  gerade  Linie  sich  gegen  alle  ihre  Punkte  gleich  verhält. 
Da  nun  über  den  Begriff  der  Gleichheit  bei  Euclid  nach  Satz  IV 
der  KOival  ewoiccl  (vgl.  unten)  durch  Bewegung  entschieden  wird,  so 
können  wir  dies  „gleiche  Verhalten"  dahin  näher  erklären,  dass  eine 
Gerade  beliebig  in  sich  verschoben  (wie  auch  der  Kreis)  und  um 
sich  gedreht  werden  kann.  Da  der  Satz,  dass  zwei  Punkte  eine 
Gerade  bestimmen,  weiterhin  bei  Euclid  nirgends  bewiesen,  dagegen 
im  ersten  Postulate  bereits  vorausgesetzt  wird,  müssen  wir  annehmen, 
dass  das  „gleiche  Verhalten"  der  Geraden  gegen  alle  ihre  Punkte 
eben  in  der  Möglichkeit  ihrer  Bestimmung  durch  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  seinen  unmittelbaren  Ausdruck  finden  soll.  In  diesem  Sinne 
handeln  wir  in  üebereinstimmung  mit  Euclid,  wenn  wir  eine  ge- 
rade Linie  als  eine  Curve  defiuiren,  welche  durch  zwei  Punkte  voll- 
ständig bestimmt  ist,  die  Existenz  solcher  Curven  aber  nicht  weiter 
beweisen,  sondern  als  irgendwie  gegeben  (z.  B.  der  Erfahrung  ent- 
nommen) denken.     Nimmt  man  insbesondere   den  zweiten  Punkt  un- 
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endlich  benachbart  zum  ersten,  so  kann  man  eine  gerade  Linie  auch 
durch  einen  Punkt  und  eine  von  ihm  ausgehende  „Richtung"  be- 
stimmen. Umgekehrt  wird  oft  die  Gerade  als  Ort  eines  in  „gleicher 
Richtung"  fortschreitenden  Punktes  definirt;  in  der  That  ist  es  an 
sich  gleichgültig,  ob  man  den  Begriff  der  Geraden  oder  den  der 
Richtung  als  nicht  weiter  erklärbar  annehmen  will*).  In  letzterem 
Falle  ist  man  genöthigt,  eine  Richtung  als  durch  zwei  getrennte 
Punkte  völlig  bestimmt  vorauszusetzen,  und  kommt  so  zu  unserem 
Grundsatze,  dass  zwei  Puukte  eine  Gerade  festlegen,  zurück. 

Ebenso  involvirt  der  siebente  Satz  unsere  Annahme  über  die 
Existenz  eines  Systems  von  Flächen,  deren  jede  durch  drei  Punkte 
bestimmt  wird**). 


VIII.  'EjtLTtsdog  de  ytavCa  ißtlv  r] 
SV  Eitinedc)  ovo  ygcc^fi&v  ccTtta- 
liEVcov  äXXrjXav  aal  fii)  in'  ev- 
d'Siag    JiSi^EVCov    TiQbg    aAA-j^'Aag 

IX.  "Otav  ds  at  ■jt£QiE%ov6ai  tiiv 
ycoviav  ygaiifial  EV^eiai  aGiv^ 
EV&vyQa^^og   xalEttai  rj  yavia. 


Planus  autem  angulus  est  duabus 
lineis  in  piano  se  tangentibus 
nee  in  eadem  recta  positis  alte- 
rius  lineae  ad  alteram  inclinatio. 

Ubi  uero  lineae  angulum  conti- 
nentes  rectae  sunt,  rectilineus 
adpellatur  angulus. 


Die  hier  s-egebene  Definition   des   Winkels  überrascht  zunächst 
durch  ihre  Unvollständigkeit,  denn  das  Wort  „Neigung"  ist  ebenso- 


*)  So  thut  es  z.  B.  Baltzer  in  seinen  Elementen  der  Mathematik,  6.  Aufl. 
Bd.  2,  p.  3,  Leipzig  1878  und  Wundt,  Logik,  Bd.  1,  p.  451,  Stuttgart  1880; 
vgl.  auch  Thiele,  Grundriss  der  Logik  und  Metaphysik,  Halle  1878,  p.  116.  — 
Man  muss  sich  dann  nur  hüten,  die  Gleichheit  der  Richtung  zweier  sich  (auch 
in  ihren  Verlängerungen)  nicht  schneidenden  Geraden  ohne  weiteres  als  gegeben 
anzunehmen.  —  Dagegen  erscheint  es  unthunlich,  eine  Gerade  als  kürzesten 
Weg  zwischen  zwei  Punkten  zu  definiren  (wie  es  z.  B.  Mehler  thut:  Haupt- 
sätze der  Elementar-Mathematik,  16.  Auflage,  Berlin  1889,  p.  1);  denn  um  eine 
Entfernung  zu  messen,  muss  vorher  eine  Curve  vorhanden  sein,  längs  welcher 
gemessen  werden  soll.  Das  Messen  einer  Curve  aber  wird  nur  durch  das  Ziehen 
von  Sehnen  nach  den  Begriffen  der  Integralrechnung  verständlich. 

**)  Auch  dieser  Satz  wird  bei  Euclid  nirgends  explicite  hervorgehoben, 
sollte  also  ofl:'enbar  in  der  siebenten  Definition  enthalten  sein.  Baltzer  erwähnt 
allerdings,  dass  Euclid  im  ersten  Satze  des  elften  Buches  mit  Hülfe  jener 
Definition  ausdrücklich  beweise,  dass  eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  mit  einer 
Ebene  gemein  habe^  ganz  in  dieser  liege.  Thatsächlich  wird  aber  von  Euclid 
nur  bewiesen,  dass  eine  Gerade,  welche  eine  endliche  Strecke  mit  einer  Ebene 
gemein  hat,  ganz  in  die  Ebene  fallen  muss,  ebenso  in  XI,  2,  dass  ein  Dreieck, 
von  dem  ein  endliches  Stück  sich  in  einer  gewissen  Ebene  befindet,  ganz  in 
dieser  Ebene  liegt. 
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wenig  an  sich  verständlich  wie  das  Wort  „Winkel"'.  Vollständig 
brauchbar  wird  die  Definition  erst,  wenn  man  hinzufügt: 

1)  Die  Neigung  zweier  Geraden  soll  gleich  derjenigen  zweier 
anderen  genannt  werden,  wenn  sich  die  letzteren  mit  den 
ersteren  durch  Bewegung  zur  Deckung  bringen  lassen. 

2)  Sie  soll  grösser  sein,  als  die  der  beiden  anderen,  wenn  sie 
sich  so  mit  dem  „Scheitel"  und  einem  „Schenkel"  auf  einander 
legen  lassen,  dass  der  von  letzterem  begrenzte  Theil  der 
Ebene  (wie  weit  die  gegebenen  Geraden  auch  verlängert 
werden)  in  dem  von  ersterem  begrenzten  Theile  enthalten  ist. 

Es  ist  dies  um  so  auffälliger,  weil  sofort  bei  der  Definition  der 
spitzen  und  stumpfen  Winkel  von  den  noch  nicht  erklärten  Begriffen 
„grösser"  und  „kleiner"  Gebrauch  gemacht  wird,  und  da  Euclid 
sonst  bei  Einführung  derselben  mit  grosser  Sorgfalt  verfährt  (z.  B. 
bei  den  Definitionen  zum  dritten  Buche).  Vielleicht  aber  sollte  diese 
Lücke  durch  die  (in  den  xoival  swoiai)  nachfolgenden  Erklärungen 
von  „grösser"  und  „kleiner"  als  nachträglich  ausgefüllt  gelten. 

Da  über  die  Grösse  der  Neigung  nur  durch  Aufeinanderlegen 
der  betreffenden  Flächentheile  (Felder)  entschieden  werden  kann,  ist 
es  empfehlenswerth,  diese  Theile  der  Ebene  selbst  als  Winkel  zu 
definiren*).  Für  unsere  obige  Darstellung  kam  eine  besondere  Defi- 
nition des  Winkels  zweier  Geraden  nicht  mehr  in  Betracht,  da  wir 
direct  zu  einem  analytischen  Ausdrucke  für  das  Maass  des  Winkels 
geführt  wurden.  Man  hätte  sich  nur  nachträglich  (was  leicht  ge- 
schieht) zu  überzeugen,  dass  die  angegebenen  Bedingungen  durch 
unseren  analytischen  Ausdruck  für  die  Vergleichung  der  Winkel  nach 
ihrer  Grösse  erfüllt  sind. 


X.  "Otav  de  sv&elu  STt  evd'stav 
ßtccdstöa  tag  f'gjfl'^g  ycoviag 
i'öag  äXXrjXaLg  TCOifj,  oQd'r]  ixa- 
tSQU  Ttbv  i'öcov  ycoviav  eötc,  aal 
r]  icpsötrjxvta  avd'sta  Tcdd'Etog 
naXettai,  icp^   ■Jjv  icpsötriicev. 


Ubi  uero  recta  super  rectam  li- 
neam  erecta  angulos  deinceps 
positos  inter  se  aequales  efficit, 
rectus  est  uterque  augulus  aequa- 
lis,  et  recta  linea  erecta  perpendi- 
cularis  adpellatur  ad  eam,  super 
quam  erecta  est. 


*)  So  geschieht  es  bei  Baltzer  und  Mehl  er  a.  a.  0.,  doch  werden  die 
unter  1)  und  2)  gestellten  Forderungen  nicht  vollständig  angeführt.  Die  Ver- 
gleichung der  Winkel  auf  das  Vergleichen  von  Kreisbögen  gleich  zu  Anfang 
zurückzuführen,  kann  von  didaktischem  Vortheile  sein,  ist  aber  an  sich  nicht 
gerechtfertigt,  da  eigentlich  verschiedene  Sätze  der  Kreistheorie  vorausgehen 
müssten;  Grade  und  Minuten  können  auch  ohne  Hülfe  eines  Kreisbogens  (als 
Theile  der  Ebene)  eingeführt  werden.    Ueberhaupt  ist  die  Einführung  von  Zahlen 


Projectivische  und  metiische  Geometrie.  545 


XI.  '^(ißXeia   ycovca   iörlv   rj   fist- 

XII.  'O^sta   ÖS  fj   iXdööcov  OQ&ilg. 


Obtusus    aiigulus    est,    qui    maior 

est  recto. 
Acutus  uero,  qui  minor  est  recto. 


Die  hier  gegebene  Definition  des  rechten  Winkels  ist  genau  mit 
der  von  uns  aufgestellten  identisch  (p.  534  f.).  Wir  ordneten  jedem 
Strahle  eines  Büschels  einen  zweiten  so  zu,  dass  dieselbe  Bewegung, 
welche  den  ersten  mit  dem  zweiten  Strahle  zur  Deckung  bringt, 
auch  umgekehrt  den  zweiten  in  den  ersten  überführt.  Je  zwei  solche 
Strahlen  bilden  einen  rechten  Winkel;  je  zwei  neben  einander  liegende 
rechte  Winkel  sind  einander  gleich,  da  sie  durch  die  angegebene  Be- 
wegung mit  einander  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Die 
Eindeiitüßeit  der  Zuordnung  ist,  wie  hier  nachträglich  hervorgehoben 
werden  möge,  dadurch  bedingt,  dass  die  Bewegungen  jedenfalls  durch 
lineare  Transformationen  dargestellt  werden. 

Terminus    est,    quod    alicuius    rei 


XIII.  "ÖQog  iöTLV,  0  tivög  iött 
nsQccg. 

XIV.  Z!%flfid  s6tt  xb  vno  xivog  t] 
XiVCOV   OQOiV  7tEQLSx6}iavov. 

XV.  Kvxlog  iöxl  Girma  STtLnsdov 
vno  ^Lug  yQa^^fjg  7Ceql£%6^evov, 
JtQbg  7jv  d(p^  avog  ötj^slov  x&v 
ivxbg  xov  6x7]^axog  zel^bvcov 
TcäöaL  aC  TtQogmTtxovöai  evd'Etai 
iGui  dXlrilaLg  elölv. 

Durch  die  Worte  vnb  ^iiäg  yQu^iirig  %EQiE%6^Evov  ist  hier  der 
Kreis  ausdrücklich  als  eine  geschlossene  Figur  ohne  Beweis  voraus- 
gesetzt*), ganz  wie  wir  es  früher  thun  mussteu,  um  dadurch  zum 
Begriffe  der  Entfernung  zu  gelangen  (p.  537  f.). 


extremum  est. 

Figura  est,  quod  aliquo  uel  ali- 
quibus  terminis  comprehenditur. 

Circulus  est  figura  plana  una  li- 
nea  comprehensa,  ad  quam  quae 
ab  uno  puncto  intra  figuram 
posito  educuntur  rectae,  omnes 
aequales  sunt. 


in  die  reine  Geometrie  nicht  nothwendig,  wenn  aucli  oft  bequem;  sie  wider- 
spricht dem  Geiste  der  antiken  Geometrie,  welcher  die  uns  so  geläufige  Auf- 
fassung der  Strecken  und  Winkel  als  Zahlengrössen  fern  lag. 

*)  Die  Nothwendigkeit,  dies  ausdrücklich  hervorzuheben,  ist  von  v.  Helm- 
holtz  a,.  a.  0.  besonders  betont  und  als  sonst  stillschweigend  vorausgesetzt 
bezeichnet  (Ges.  Werke,  Bd.  2,  p.  624).  Jedenfalls  kann  man  indessen  Euclid 's 
Worte  in  gleichem  Sinne  deuten.  Während  wir  durch  die  Annahme,  der  Kreis 
sei  eine  geschlossene  Figur,  zum  Begriffe  der  Entfernung,  d.  h.  zur  Aufstellung 
einer  bei  allen  Bewegungen  ungeändert  bleibenden  Function  der  Coordinaten 
zweier  Punkte  gelangten,  geht  v.  Helmholtz  umgekehrt  von  der  Voraussetzung 
aus,  dass  eine  solche  Function  existire  und  sucht  dieselbe  zn  bestimmen.  Er 
kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  sich  ein  Punkt  bei  der  Drehung  um  einen  festen 
Punkt  dann  auf  einer  Spirale  bewegen  muss.    Es  kann  dies  nach  Gleichung  (5), 

C  leb  seh,  Vorlesungen.   II,  1.  35 
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Es  folgen  jetzt  bei  Euclid  die  Definitionen  des  Centrums,  des 
Durclimessers,  des  Halbkreises,  der  geradlinigen  Figuren  (Dreiecke, 
Vielecke),  des  gleichschenkligen  und  gleichseitigen  Dreiecks,  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  des  Quadrats,  Rechtecks,  Rhomboids  etc. 
Dann  werden  die  Parallelen  durch  folgende  Definition  eingeführt: 


XXIII.  IlaQccXXrjXoi  sißiv  syd-etai, 
aLttvsg  £V  T(p  avT(p  iTCiitidci 
ovöai,  aal  iKßccXXö^svai  stg  ansi- 
Qov    eq)'    eKatEQa    rä    fiSQTj    iitl 


Parallelae  sunt  lineae,  quae  in  eo- 

dem  piano  positae  et  in  utram- 

que  partem  productae  in  iufini- 

tum  in  neutra  parte  concurruut. 

^rjÖETSQa  öv^TtiTttovöLV  äXlriXaig. 

Gegen  diese  Definition  paralleler  Linien  ist  oft  eingewandt,  dass 
sie    in    negativer   Form    erscheint;    es    dürfte    indessen    schwer    sein, 


p.  537  nur  eine  logarithmische  Spirale  sein;  zwischen  den  Constanten  C ,  y 
derselben  musa  noch  eine  Relation,  etwa  C  =  f{y),  bestehen,  da  die  Drehung 
um  einen  Punkt  nur  Ton  einem  Parameter  abhängen  soll  (p.  534  u.  541);  die 
Gleichung  der  Spirale  wird  dann 

T  =  f{y)ey'^ 

und  nach  einer  vollständigen  Umdrehung  wird 

Die  Grösse  y,  oder  eine  passend  gewählte  Function  von  y  müssen  wir  als  Ent- 
fei-nung  des  Punktes  .i;(=  r  cos co) ,  y{==  r  sva.(o)  vom  Anfangspunkte  einführen. 
Dass  beide  Gleichungen  für  denselben  Werth  von  y  bestehen,  ist  sehr  wohl 
möglich;  die  Annahme  der  blossen  Existenz  einer  ungeändert  bleibenden  Rela- 
tion zwischen  den  Coordinaten  genügt  also  noch  nicht,  um  die  Euclidische 
Geometrie  zu  begründen.  Unsere  Annahme  nämlich,  dass  jede  Gerade  bei  Be- 
wegung wieder  in  eine  Gerade  übergeführt  werde,  macht  v.  Helmholtz  impli- 
cite  ebenfalls,  indem  er  die  gerade  Linie  als  die  „kürzeste  Linie"  definirt 
(Populäre  Vorträge,  Bd.  2,  p.  15)  und  andererseits  als  Entfernung  die  der  An- 
nahme nach  bei  den  Bewegungen  ungeändert  bleibende  Function  bezeichnet. 
Seine  Untersuchungen  müssen  daher  mit  den  unsrigen  in  den  Resultaten  über- 
einstimmen. Das  von  Lie  (a.  a.  0.,  vgl.  oben  p.  462)  dagegen  erhobene  Be- 
denken, dass  es  nicht  ohne  Weiteres  erlaubt  sei,  die  unendlich  kleinen  Bewe- 
gungen durch  lineare  Functionen  darzustellen,  fällt  fort,  wenn  man  mit  uns 
davon  ausgeht,  dass  eine  gerade  Linie  wieder  in  eine  solche  übergeführt  werden 
soll.  Lie  hält  es  überdies  für  wahrscheinlich,  dass  die  Forderung  in  Betreff 
der  geschlossenen  Kreisfigur  sich  als  Folge  der  übrigen  von  v.  Helmholtz  auf- 
gestellten Postulate  ergebe.  Nach  den  Untersuchungen  des  Textes  würde  dies 
nur  bei  der  elliptischen  und  hyperbolischen  Geometrie,  nicht  aber  bei  der  para- 
bolischen richtig  sein.  Misslich  bleibt  bei  den  Untersuchungen  von  Riemann 
und  V.  Helmholtz  (wenigstens  wenn  man  dieselben  nicht  blos  auf  eine  ab- 
stracto Zahlenmannigfaltigkeit,  sondern  auf  den  Raum  beziehen  will),  dass  die 
angewandten  Coordinaten  in  keiner  Weise  geometrisch  definirt  sind  (vgl.  oben 
die  dritte  Note  zu  p.  539). 
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eine  für  die  zu  ziehenden  Folgerungen  gleich  bequeme  positive  Form 


zu  finden. 


Postulata. 

Postuletur,  ut  a  quouis  puncto  ad 
quoduis  punctum  recta  linea  du- 
catur. 

Et  ut  recta  linea  terminata  in  di- 
rectum  educatur   in   continuum. 


Et  ut  quouis   centro  radioque  cir- 
culus  describatur. 


I.   'HiT-^öd-o    anb   Ttavrbg   ar]{i£LOv 

|u,?)v  Kyayetv. 
IL     Kai     TCSTtsQaöfiEvrjv     svrtetav 

xatä    tb    övvsxES     f^'    svd'stag 

iüßaXsiv. 
III.  Kai  Ttavtl  üsvtQcp  jcal  diaöxri- 

fiatL  avxkov  yQcitpeöd'aL. 

Das  erste  Postulat  kann  aufgestellt  werden,  nachdem  die  ein- 
deutige Bestimmtheit  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte  bereits  er- 
kannt  ist;  dieselbe  fanden  wir  in  der  vierten  Definition  implicite 
ausgesprochen.  Das  zweite  Postulat  kann  mit  Hülfe  des  dritten  auf 
das  erste  zurückgeführt  werden*),  erscheint  also  als  überflüssig.  In 
der  That  kann  man  mit  Hülfe  des  Zirkels,  ausgehend  von  einem 
Punkte  einer  gegebenen  Strecke,  leicht  einen  in  ihrer  Verlängerung 
liegenden  Punkt  construiren  (z.  B.  nach  dem  Satze,  dass  der  Radius 
sich  im  Halbkreise  dreimal  abtragen  lässt);  die  Verbindungsliuie  des 
letzteren  Punktes  mit  dem  ersteren  kann  sodann  nach  dem  ersten 
Postulate  gezogen  werden  und  gibt  die  verlangte  Verlängerung.  Zu 
bemerken  ist  aber  andererseits,  dass  nach  Euclid's  Auffassung  bei 
Definition  der  Geraden  zunächst  nur  an  endliche  Strecken  zu  denken 
ist,  denn  nach  def.  XIV  ist  jede  Figur  innerhalb  endlicher  Grenzen 
enthalten.  Die  Möglichkeit,  eine  Strecke  über  ihre  ursprünglichen 
Grenzen  hinaus  zu  verlängern,  muss  deshalb  besonders  postulirt 
werden.  So  aufgefasst,  ist  demnach  Euclid's  zweites  Postulat  nicht 
zu  vermeiden. 


IV.    Kai  Ttdöag  tag  ögd'äg  ycaviag 
i'öag  aXlij^atg  eivat. 


Et  omnes  rectos   angulos  inter  se 
aequales  esse. 


Dieses  Postulat  entspricht  genau  unserer  Forderung,  dass  in 
jedem  Strahlbüschel  eine  ausgezeichnete  Involution  von  Strahlen- 
paaren augegeben  werden  könne,  welche  bei  allen  Drehungen  un- 
geäudert  bleibt,  und  dass  die  so  ausgezeichneten  Involutionen  in 
verschiedenen  Strahlbüscheln  bei  allen  Bewegungen  in  einander 
übergehen    (p.  535).      Die    Forderung    der    Gleichheit    aller    rechten 


*)  Hierauf  hat  Kempe  in   der   auf  p.  429   citirten  Schrift  (p.  47  f.)   auf- 
merksam gemacht. 
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Winkel  sagt  eben  aus,  dass  jeder  rechte  Winkel  bei  einer  Bewegung 
wieder  in  einen  rechten  Winkel  übergehen  soll.  Es  ist  dies  nach 
unseren  Entwicklungen  ein  nicht  weiter  beweisbarer  Satz,  der  zu- 
sammen mit  dem  anderen,  dass  der  Kreis  eine  geschlossene  Curve 
sei  (p.  537  und  545),  die  als  „Bewegungen"  zu  bezeichnenden  Orts- 
veränderungen vor  anderen  Operationen  der  Art  (z.  B.  Projectionen) 
auszeichnet.  Diese  Eigenschaften  der  Bewegungen  müssen  hervor- 
gehoben werden,  da  die  ganze  Lehre  von  der  Congruenz  und  Gleich- 
heit der  Figuren  auf  dem  Begriffe  der  Bewegung  beruht,  wie  wir 
sogleich  noch  näher  ausführen  werden  (vgl.  unten  p.  556  f.) 

Gleichwohl  findet  man  oft  die  Gleichheit  der  rechten  Winkel 
dadurch  bewiesen*),  dass  man  den  rechten  Winkel  als  die  Hälfte  des 
gestreckten  Winkels  definirt,  dass  alle  gestreckten  Winkel  einander 
gleich  seien,  da  jede  Gerade  mit  jeder  anderen  zur  Deckung  gebracht 
werden  kann,  dass  folglich  auch  die  Hälften  der  gestreckten  Winkel 
einander  gleich  sein  müssen.  Hierbei  ist  aber  implicite  vorausgesetzt, 
dass  die  zu  einer  Geraden  senkrechten  Linien  bei  Ueberführung  dieser 
Geraden  in  eine  neue  Lage  eben  in  die  zu  der  neuen  Geraden  recht- 
winkligen Linien  übergehen.  Andererseits  hat  man  das  vierte  Postu- 
lat durch  die  Forderung  zu  ersetzen  gesucht,  dass  gleiche  Con- 
structionen  an  verschiedenen  Orten  des  Raumes  und  nach  verschie- 
denen Richtungen  ausgeführt,  einander  congruente  Figuren  ergeben**), 
oder  dass  der  Raum  eine  „in  sich  congruente"  (dreifach  ausgedehnte) 
Mannigfaltigkeit  sei***).  Eine  solche  allgemeine  Festsetzung  hat 
natürlich  auch  den  specielleu  Satz  von  der  Gleichheit  aller  rechten 
Winkel  zur  Folge;  aber  mau  begeht  durch  Aufstellung  dieser  For- 
derung denselben  Fehler,  als  wenn  man  etwa  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  als  ein  solches  definiren  wollte,  in  dem  zwei  gleiche  Seiten 
und  zwei  gleiche  Winkel  vorkommen,  während  doch  der  eine  Theil 


*)  So  auch  bei  Baltzer,  Mehler  a.  a.  0.,  Killing  a.  a.  0.,  p.  1.  Auf 
den  Begriff  des   gestreckten  (flachen)  Winkels  kommen  wir  sofort  noch  zurück. 

**)  Vgl.  Grassmann:  Die  lineale  Ausdehnungslehre,  Leipzig  1844  (p.  35  ff. 
in  dem  zweiten  Abdrucke  von  1878),  und  Hoüel:  Essai  critique  sur  les  prin- 
cipes  fondamentaux  de  la  geom^trie  elementaire,  Paria  1867  (vgl.  Erdmann, 
a.  a.  0.  p.  64). 

***)  Vgl.  V.  Helmholtz  a.  a.  0.;  Erdmanu  a.  a.  0.;  Wundt  a.  a.  0.  p.  522; 
Thiele,  a.  a.  0.  p.  126.  Das  vierte  Postulat  kann  als  vollkommen  gleichwerthig 
mit  dem  Rie  mann 'sehen  Satze  angesehen  werden,  dass  dem  Räume  ein  con- 
stantes  Krümmungsmaass  zukommt;  das  fünfte  Postulat  gibt  dann  diesem  Krüm- 
mungsmaasse  den  WerthNuU;  und  die  Annahme,  dass  der  Kreis  eine  geschlossene 
Figur  sei,  scheidet  die  Bewegungen  von  den  (allein  beim  Krümmungsmaasse 
Null  möglichen)  Aehnlichkeitstransformationen. 
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dieser  Aussage  eine  Folge  des  anderen  ist.  Ebenso  folgt  aus  der 
Euclidischen  Forderung  über  die  Gleichheit  aller  rechten  Winkel, 
dass  überhaupt  jeder  Winkel  bei  jeder  Bewegung  ungeändert  bleibt, 
wie  unsere  Erörterungen  über  die  Grundlagen  der  parabolischen 
Geometrie  hinreichend  klar  gelegt  haben  werden.  Aus  dem  vierten 
Postulate  und  der  fünfzehnten  Definition  geht  also  die  Gleichheit 
aller  in  gleicher  Weise  an  verschiedenen  Orten  des  Raumes  con- 
struirten  Figuren  als  nothwendige  Folge  hervor;  und  es  ist  über- 
flüssig, sie  noch  besonders  zu  statuiren,  es  ist  unlogisch,  die  ein- 
facheren Grundsätze  Euclid's  durch  umfassendere  Folgesätze  zu 
ersetzen. 

Die  letzten  Bemerkungen  beziehen  sich  nur  auf  die  parabolische 
Geometrie.  In  gleicher  Weise  hätten  wir  aber  auch  in  der  hyperbo- 
lischen und  elliptischen  Geometrie  von  Euclid's  viertem  Posttdate  aus- 
gehen können,  d.  h.  von  der  Annahme,  dass  in  allen  Strahlbüscheln 
gewisse  ausgezeichnete  Involutionen  vorkommen,  die  durch  Bewe- 
gungen nicht  geändert  werden.  Wir  würden  dann  gefunden  haben, 
dass  die  (imaginären)  Doppelstrahlen  dieser  Involutionen  eine  Cnrve 
ztveiter  Klasse  umhüllen  müssen;  und  je  nachdem  wir  die  PunJcte  der- 
selben als  reell  oder  imaginär  vorausgesetzt  hätten,  würden  wir  m  der 
einen  oder  anderen  Geometrie  geführt  sein;  und  zwar  hätte  sich  der 
Begriff  der  Entfernung  und  der  Bewegung  ohne  Einführung  neuer 
Festsetzungen  entwickeln  lassen,  wie  wir  früher  umgekehrt  von  der 
Entfernung  ausgingen  und  dann  von  selbst  zu  einem  Maasse  für  den 
Winkel  gelangten  (p.  474-  und  518).  Das  Zerfallen  der  Curve  zweiter 
Klasse  führt  (wie  oben  p.  530  £)  zur  parabolischen  Geometrie  zurück. 


V.  Kai  iäv  sig  ovo  svd'SLag  ev- 
d'eta  i^7tcntov6a  tag  ivtbg  xal 
STtl  rä  avTci  [ieqtj  ytaviag  8vo 
OQd^&v  iXdööovag  Ttotfi,  ixßaX- 
XofiEvag  tag  ovo  evd'sCag  «'tt' 
aTtsiQOV  öv^iiLTCtetv,  icp'  a  ^ieqtj 
Btölv  aC  tav  ovo  oQd-öv  ikdö- 
6ov£g*). 


Et,  si  in  duas  lineas  rectas  recta 
incidens  angulos  interiores  et 
ad  eandem  partem  duobus  rectis 
minores  effecerit,  rectas  illas  in 
infinitum  productas  concurrere 
ad  eandem  partem,  in  qua  sint 
anguli  duobus  rectis  minores. 


*)  Dieses  nnd  das  vorhergehende  Postulat  sind  in  der  ersten  griechischen 
Ausgabe  von  Euclid's  Elementen  (Basel,  1533,  bei  Hervagius)  unter  die  sogleich 
im  Texte  zu  besprechenden  Axiome  gestellt;  dieser  Irrthnm  ist  in  fast  alle  spä- 
teren Uebersetzungen  und  Ausgaben  übergegangen  (auch  in  die  von  Gregory 
besorgte  Gesammtausgabe  der  Werke  Euclid's,  Oxford  1703),  bis  Peyrard  in 
seinen  1814—18  herausgegebenen  Oeuvres  d'Euclide  die  richtige  Ordnung  aus 
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Dieses  Postulat  ist  vollständig  äquivalent  mit  der  Annahme, 
dass  die  zuletzt  erwähnte  Curve  zweiter  Classe  in  ein  Punktepaar 
ausarte,  dass  somit  jeder  Geraden  nur  ein  unendlich  ferner  Punkt 
zukomme,  oder  dass  die  unendlich  fernen  Punkte  eine  gerade  Linie 
bilden.  Es  ist  aber  nothwendig,  den  Inhalt  des  Satzes  noch  im 
Einzelnen  zu  betrachten.  Dass  nämlich  zwei  Gerade,  welche  mit 
einer  dritten  zwei  innere  Winkel  bilden,  deren  Summe  kleiner  als 
zwei  Rechte  ist,  sich  stets  schneiden,  gilt  nicht  nur  in  der  parabo- 
lischen, sondern  auch  in  der  elliptischen  Geometrie;  nur  in  der  hyper- 
bolischen Geometrie  kann  es  auch  vorkommen,  dass  sie  sich  nicht 
treffen.  Letztere  ist  also  durch  vorliegendes  Postulat  ausgeschlossen; 
aber  auch  die  elliptische  Geometrie  ist  mit  dem  Wortlaute  desselben 
nicht  verträglich;  denn  wir  haben  gesehen,  dass  in  ihr  die  Ebene 
durch  eine  Gerade  nicht  in  zwei  getrennte  Felder  zerlegt  wird  (p.  527). 
In  den  Worten  icp'  ä  ^eqti  slöIv  ist  aber  eine  solche  Zerlegung  vor- 
ausgesetzt. Es  bleibt  sonach  nur  die  parabolische  Geometrie  mög- 
lich. Allerdings  könnte  man  auch  annehmen,  dass  die  elliptische 
Geometrie  bereits  durch  die  dreiundzwanzigste  Definition  (d.  i.  durch 
Zulassung  sich  nicht  schneidender  Geraden)  ausgeschlossen  sei.  Fasst 
man  die  Definition  der  Parallellinien  so  auf,  dass  sie  die  Existenz 
solcher  Linien  voraussetzt,  so  wäre  der  letzte  Relativsatz  des  fünften 
Postulates  (icp'   a  .  . .  iXdijöovsg)  überflüssig. 

Selbstverständlich  kann  das  fünfte  Postulat  in  mannigfacher 
Weise  durch  andere  äquivalente  Forderungen  ersetzt  werden,  z.  B. 
durch  die  Annahme,  dass  eine  Gerade  nur  einen  unendlich  fernen 
Punkt  habe,  d.  h.  dass  sich  zu  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine 
Parallele  durch  einen  gegebenen  Punkt  ziehen  lasse*),  oder  dass  die 


den  Handschriften  wiederherstellte.  So  kommt  es,  dass  das  fünfte  Postulat 
meistens  als  das  elfte  Axiom  citirt  wird.  Die  Handschriften  beruhen  meistens 
auf  einer  von  Theon  (ca.  360  n.  Chr.)  veranstalteten  Ausgabe;  nur  eine  (von 
Peyrard  zuerst  benutzte)  vaticanische  Handschrift  geht  auf  die  Zeit  vor 
Theon  zurück  (da  sie  die  Zusätze  des  letzteren  nicht  enthält)  und  ist  deshalb 
besonders  wichtig.  Vgl.  Hankel  (Zur  Geschichte  der  Mathematik,  Leipzig  1874, 
p.  388)  und  Heiberg  (p.  174  flf.  in  der  oben  p.  164  citirten  Schrift). 

*)  Vgl.  Baltzer  und  Mehler,  a.  a.  0.  p.  13,  bez.  p,  6.  In  beiden  Werken 
wird  ohne  Bezugnahme  auf  dieses  Postulat  der  Satz  bewiesen,  dass  zwei  Gerade, 
welche  mit  einer  dritten  Geraden  Gegenwinkel  bilden,  die  einander  gleich  sind, 
sich  nicht  schneiden.  Der  gegebene  Beweis  macht  aber  stillschweigend  von  der 
Annahme  Gebrauch,  dass  die  Ebene  durch  die  dritte  Gerade  in  zwei  getrennte 
Felder  zerlegt  werde,  was  bei  der  elliptischen  Geometrie  nicht  stattfindet  (vgl. 
oben  p.  527);  es  müsste  also  irgend  ein  Postulat  vorhergehen,  durch  welches 
die  Möglichkeiten  dieser  Geometrie   ausgeschlossen  werden.  —  Es   sei  hier  be- 
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Summe  der  Winkel  eines  Dreiecks  gleich  zwei  Rechten  sei*),  oder 
dass  in  der  Ebene  ähnliche  Figuren  möglich  seien  **j.  Doch  kann  es 
in  keiner  Weise  vermieden  werden,  irgend  eine  äquivalente  Festsetsimg 
ausdrücklich  zu  machen.  Wir  müssen  dies  um  so  mehr  hervorheben, 
als  man  lange  geglaubt  hat,  den  Inhalt  dieses  Postulates  aus  den 
übrigen  Definitionen,  Postulaten  und  Axiomen  ableiten  zu  können, 
und  als  eine  unzählige  Reihe  von  Versuchen  gemacht  Avorden  ist***). 


merkt,  daas  auch  dem  Begriffe  des  flachen  Winkels  das  Postulat  von  der  Thei- 
lung  der  Ebene  in  zwei  getrennte  Gebiete  vorausgehen  sollte;  denn  als  Winkel 
wird  der  zwischen  zwei  Schenkeln  liegende  Theil  der  Ebene  bezeichnet.  In  der 
elliptischen  Geometrie  aber  theilen  die  Schenkel  des  flachen  Winkels  eben  kein 
Gebiet  der  Ebene  ab.  Damit  wird  auch  der  übliche  Beweis  für  die  Gleichheit 
aller  rechten  Winkel  hinfällig  (vgl.  p.  547  f.).  Der  (dem  Euclid  unbekannte)  Be- 
griff des  flachen  Winkels  wird  am  besten  ganz  vermieden;  er  ist  nur  ein  Grenz - 
begriff,  und  man  kann  nicht  a  priori  wissen,  ob  beim  Grenzübergange  die  Eigen- 
schaften des  Winkels  erhalten  bleiben. 

*)  Und  zwar  gilt  dies  für  jedes  Dreieck,  wenn  es  für  irgend  ein  bestimmtes 
Dreieck  als  gültig  angenommen  wird;  vgl.  Legendre,  Meinoires  de  l'acadeniie 
des  Sciences,  1833,  und  Gauss,  a.  a,  0. 

**)  Vgl.  Clifford  in  dessen  Lectures  and  Essays.  Es  braucht  auch  hier 
die  Existenz  einer  zu  einer  gegebenen  Figur  ähnlichen  Figur  nur  in  einem  ganz 
bestimmten  Falle  vorausgesetzt  werden;  für  alle  anderen  Fälle  ergibt  sie  sich 
dann  von  selbst.  —  Bei  der  Nichtexistenz  ähnlicher  Figuren  wird  es  in  der 
nicht-Euclidischen  Geometrie  unmöglich,  Constructionen  in  der  Ebene  aus- 
zuführen, deren  Gestalt  von  der  Längeneinheit  unabhängig  wäre;  gleichwohl 
bleibt  die  Anwendung  der  Arithmetik  auf  die  Geometrie  gültig;  vgl.  oben  die 
Note  zu  p.  448.  —  Will  man  in  der  nicht-Euclidischen  Geometrie  eine  ge- 
gebene Figur  verkleinern,  so  hat  man  eine  collineare  Umformung  anzuwenden, 
die  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  der  einen  Ebene  in  einen  gewissen  eigent- 
lichen Kegelschnitt  der  anderen  Ebene  überführt. 

***)  Schon  Proklus  (f  485  n.  Chr.)  hielt  das  fünfte  Postulat  nur  für  eine 
Umkehrung  des  17.  Satzes  im  ersten  Buche  (vgl.  p.  191  f.  in  der  Ausgabe  von 
Friedlein,  Leipzig  1873);  auf  demselben  Standpunkte  steht  M.  Cantor  in 
seiner  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  1,  p.  238,  Leipzig  1880.  Es  ist  hier  nicht 
der  Ort,  eine  Uebersicht  über  die  grosse  Reihe  unrichtiger  Beweise  zu  geben, 
so  lehrreich  eine  Kritik  derselben  im  Einzelnen  für  die  richtige  Auffassung  der 
Grundlagen  der  Geometrie  auch  sein  mag.  Noch  heute  stehen  die  meisten 
elementaren  Lehrbücher  der  Geometrie  bei  Erörterung  der  Grundlage  dieser 
Wissenschaft  an  Klarheit  und  Präcision  hinter  Euclid  zurück;  mit  geringer 
Einschi-änkung  gelten  daher  noch  heute  die  Worte  von  Gauss  aus  dem  Jahre 
1816  (Göttinger  gelehrte  Anzeigen),  nach  denen  wir  nicht  sagen  können,  dass 
wir  im  Wesentlichen  irgend  weiter  gekommen  wären,  als  Euclid  es  vor  zwei- 
tausend Jahren.  Nur  gelang  es  Legendre  a.  a.  0.  zu  zeigen,  dass  die  Summe 
der  Winkel  im  Dreiecke  nicht  grösser  sein  kann  als  zwei  Rechte,  wenn  sich  die 
geraden  Linien  ins  Unendliche  verlängern  lassen;  dann  aber  brachte  die  nicht- 
Euclidische  Geometrie  neue  Einsicht  in  die  streitigen  Fragen. 
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dasselbe  durch  Erbringung  eines  strengen  Beweises  aus  der  Reihe 
der  Postulate  auszuscheiden  und  unter  die  Lehrsätze  einzureihen. 
Da  alle  diese  Versuche  fehlschlugen,  so  lag  es  nahe,  einen  anderen 
Weg  einzuschlagen  und  auf  Grund  einer  dem  fünften  Postulate  wider- 
sprechenden, mit  den  übrigen  Voraussetzungen  aber  verträglichen 
Annahme  ein  geometrisches  Lehrgebäude  aufzubauen;  führten  die 
dann  gemachten  Schlüsse  zu  Resultaten,  welche  unter  sich  oder  mit 
den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  in  Uebereinstimmung  sind,  so 
war  indirect  ein  Beweis  dafür  erbracht,  dass  das  fünfte  Postulat 
Euclid's  eine  noth wendige  Folge  seiner  übrigen  Definitionen,  Postu- 
late und  Axiome  sei.  In  derartiger  Gedankenverbindung  ist  wohl 
der  Ursprung  der  sogenannten  nicht- Euclidi sehen  Geometrie  bei 
Lobatcheffsky,  Bolyai  und  Gauss  zu  suchen.  Dieser  neue  Weg 
nun  leitete  zu  einer  überraschenden  und  lange  nicht  hinreichend 
gewürdigten  Entdeckung-,  man  fand  nicht  nur  keinen  Widersprucli, 
sondern  es  erstand  ein  in  sich  consequentes  Lehrgebäude,  das  zwar 
mit  den  meisten  uns  geläufigen  geometrischen  Vorstellungen  nicht 
zu  vereinigen  war,  das  aber  doch  mittelst  unbestreitbar  richtiger 
Schlüsse  aus  den  gemachten  Voraussetzungen  emporwuchs.  Hiernach 
schien  die  Frage,  ob  das  fünfte  Postulat  eine  inathematische  Folge  der 
übrigen  bei  Euclid  aufgeführten  Definitionen,  Postulate  und  Axiome  sei, 
entschieden  verneint  werden  zu  müssen.  Aber  es  blieb  immer  noch 
der  Einwand  übrig,  ob  bei  weiter  fortgesetztem  Ausbaue  der  nicht- 
Euclidischen  Geometrie  sich  nicht  doch  irgendwo  ein  Widerspruch 
ergeben  könne.  Dass  man  auf  einen  solchen  nicht  gestossen  war, 
konnte  nicht  als  Beweis  dafür  gelten  (wie  wohl  oft  ausgesprochen 
ist),  dass  derselbe  nicht  existirte.  Doch  auch  dieser  Einwand  liess 
sich  beseitigen,  nachdem  man  mit  Riemann  und  Beltrami  die 
neue  Geometrie  in  Beziehung  zu  den  Flächen  eonstanten  Krümmungs- 
maasses  gebracht  hatte,  wie  sie  sich  in  der  gewöhnlichen  (parabo- 
lischen) Geometrie  darbieten,  oder  zu  der  projectivischen  Geometrie, 
wie  sie  sich  nach  Klein  mittelst  rein  linearer  Constructionen  ohne 
Benutzung  des  Parallelenaxioms  entwickeln  lässt.  Jedem  Satze  der 
nicht-Euclidischen  Geometrie  entspricht  eindeutig  ein  Satz  über 
Flächen  eonstanten  Krümmungsmaasses  in  der  parabolischen  Geometrie, 
und  andererseits  ein  rein  projectivischer  Satz  über  Beziehungen  einer 
Figur  zu  einem  Kegelschnitte,  der  auch  in  der  Euclid ischen  Geo- 
metrie seine  Gültigkeit  behält.  Sollte  nun  irgend  ein  Satz  der 
elliptischen  oder  hyperbolischen  Geometrie  jemals  zu  einer  logischen 
Unmöglichkeit  führen,  so  müssten  auch  die  entsprechenden  Sätze 
der  Euclidischen  Geometrie  (für  Oberflächen  eonstanten  Krümmungs- 
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maasses  oder  für  die  projectivische  Geometrie)  denselben  Widerspruch 
in  sich  tragen;  es  wäre  daher  auch  das  Euclidische  fünfte  Postu- 
lat mit  seinen  übrigen  Annahmen  unvereinbar,  und  es  würde  über- 
haupt jede  geometrische  Forschung  unmöglich  werden.  Wäre  also 
das  fünfte  Postulat  eine  nothwendige  logische  Folge  der  übrigen  An- 
nahmen und  Grundsätze,  so  würde  es  zu  unrichtigen  Folgerungen 
Veranlassung  geben,  müsste  also  selbst  falsch  sein;  es  müssten  also 
auch  die  übrigen  Euclidischen  Voraussetzungen  mit  einander  un- 
verträglich sein.  Sicher  ist  hiernach  das  fünfte  Postulat  Jceinc  mathe- 
matische (logische)  Folge  der  ührigen  Definitionen,  Posfiilate  und 
Axiome. 

Das  so  gewonnene  Resultat  ist  von  eminenter  Wichtigkeit,  nicht 
nur  weil  es  die  definitive  Antwort  auf  eine  seit  Jahrhunderten  auf- 
geworfene Frage  gibt,  sondern  besonders  weil  diese  Frage  sich  auf 
die  Grundlagen  aller  geometrischen  Forschung  bezieht.  Die  Geometrie 
ist  dadurch  der  reinen  Mathematik  so  nahe  verwandt,  dass  sie  (im 
Gegen satze  zu  allen  anderen  Wissenschaften)  im  Stande  ist,  ihr 
ganzes  Lehrgebäude  aus  einer  kleinen,  bestimmt  und  unzweideutig 
angebbaren  Anzahl  unbewiesener  Voraussetzungen  durch  rein  lo- 
gische Operationen  abzuleiten*).  Aber  die  zu  machenden  Voraus- 
setzungen sollen  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  noth wendig 
sein;  und  darüber  wird  man  sich  in  Betreff  des  fünften  Postulates 
auf  keinem  anderen  Wege  als  durch  das  Studium  der  nicht -Eucli- 
dischen Geometrie  Rechenschaft  geben  können**).  Ganz  abgesehen 
von  dem  hohen  Interesse,  welches  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Geometrie  stets  erweckt  hat  und  erwecken  wird,  muss  Jeder  den 
unschätzbaren  Dienst  anerkennen,  den  uns  der  Ausbau  jener  Geo- 
metrie für  die  Erkenntniss  des  inneren  Zusammenhanges  der  Eucli- 
dischen Axiome  geboten  hat.  Nur  wer  sich  nicht  die  Mühe  nimmt, 
in  die  nicht-Euclidische  Geometrie   tiefer  einzudringen,   kann  sich 


*)  Der  hohe  Werth  anschanlicher  Hülfsmittel  für  Forschuag  und  Unter- 
richt soll  hiermit  natürlich  nicht  in  Frage  gestellt  werden. 

**)  Man  könnte  versuchen,  auch  die  anderen  Postulate  Euclid's  in  gleicher 
Weise,  wie  das  fünfte  zu  eliminiren.  Bei  Aufgabe  des  vierten  Axiomes  indessen, 
das  mit  der  Annahme  eines  constanten  Krümmungsmaasses  äquivalent  ist,  würde 
die  freie  Beweglichkeit  der  Figuren  ohne  Formveränderung  aufgehoben  werden; 
es  würde  also  ein  wesentliches  Hülfsmittel  geometrischer  Forschung  hinfällig 
werden,  wenn  auch  die  Gültigkeit  der  (unabhängig  von  den  Bewegungen  be- 
stehenden) projectivischen  Geometrie  dadurch  noch  nicht  beeinflusst  werden 
könnte.  Das  erste  Postulat,  nach  dem  die  gerade  Linie  durch  irgend  zwei  ihrer 
Punkte  eindeutig  bestimmt  sein  muss,  kann  dagegen  aufgehoben  werden,  wie 
das  Beispiel  der  sphärischen  Geometrie  lehrt;  vgl.  oben  die  dritte  Note  zu  p.  539. 
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dazu  versteigen,  sie  als  müssiges  Gedankenspiel  oder  als  mystische 
Bizarrerie  zu  bespötteln*). 

Ueberdies  ist  es  oft  für  geometrische  Untersuchungen,  insbeson- 
dere für  solche,  bei  denen  ein  Kegelschnitt  oder  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  sich  transformirt  oder  sonst  ausgezeichnet  wird,  förder- 
lich, diese  Curve  oder  Fläche  zur  Begründung  einer  „allgemeinen 
projectivischen  Maassbestimmung"  zu  benutzen.  Wir  haben  uns 
davon  schon  bei  Bestimmung  gewisser  Curven  auf  den  Flächen 
zweiter  Ordnung  überzeugt  (p.  291  ff.),  und  wir  werden  Gelegenheit 
haben,  andere  Fälle  der  Art  kennen  zu  lernen. 

Wenn  wir  uns  in  den  letzten  Erörterungen  auf  Verhältnisse  der 
ebenen  Geometrie  beschränkt  haben,  so  geschah  dies  zur  Abkürzung 
der  Darstellung;  für  den  Raum  gelten  selbstverständlich  ganz  ana- 
loge Betrachtungen**). 


KoLval  svvoiai***). 

I.  Ta  T(p  avra  l'öa  %al  aXXriXoiQ 
iötlv  i'6a. 

II.  Kai  iäv  l'ßots  i'öa  TtQoötsd'f], 
rä  oXa  iötlv  L'öa. 

III.  Kai  iäv  äjtb  i'öav  Ida  cccpat- 
pfO^fj,  rä  xataXEL7c6^£vd  e6tlv 
l'öa. 

IV.  Kai  rä  scpaQ^ö^ovta  iit  aXkriXa 
iaa  dXXrjXoLg  söriv. 

V.  Kai  t6  oXov  tov  iisQovg  [iel^öv 


Communes  animi 

conceptioues. 

Quae   eidem  aequalia  sunt,   etiam 

inter  se  aequalia  sunt. 
Et,  si  aequalibus  aequalia  adduu- 

tur,  tota  aequalia  sunt. 
Et,  si  ab  aequalibus  aequalia  sub- 
trahuntur,  reliqua  sunt  aequalia. 

Et  quae  inter  se  congruuut,  aequa- 
lia sunt. 
Et  totum  parte  malus  est. 


SÖTIV. 

Diese  Axiome  werden  (mit  Ausnahme  des  vierten)  in  der  Regel 


*)  Besonders  Lotze  und  Dühring  haben  sich  in  so  absprechender  Weise 
ausgesprochen;  vgl.  darüber  Erdmann,  a.a.O.  p.  85  und  p.  89  ff.;  Loria:  Die 
hauptsächlichsten  Theorien  der  Geometrie,  deutsch  von  Schütte,  Leipzig  1888, 
p.  106. 

**)  Als  sechstes  Postulat  findet  sich  in  einigen  Handschriften  (auch  in  der 
auf  p.  550  erwähnten,  von  Peyrard  benutzten)  das  folgende:  Kccl  dvo  sv&sias 
XcoQi'ov  firj  nsQiixsiv;  in  anderen  Handschriften  wird  es  als  letztes  Axiom  auf- 
geführt, so  auch  in  den  älteren  Ausgaben  der  Elemente.  Schon  Proklus 
(a.  a.  0.  p.  184  und  196)  verwirft  dasselbe  als  nicht  von  Euclid  herrührend; 
auch  Martianus  Capella  (ca.  470  n.  Chr.)  kennt  es  weder  als  Postulat  noch 
als  Axiom.     Vgl.  darüber  Heiberg,  a.  a.  0.  p.  207  f. 

***)  Das  Wort  'A^icöiiaxcc  wird  nur  von  Proklus  gebraucht;  es  findet  sich 
nicht  in  den  Handschriften. 
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als  reine  Grössenaxiome  aufgefasst*),  die  aus  der  Arithmetik  in  die 
Geometrie  hinübergenommen  sind.  In  gewissem  Sinne  ist  das  auch 
richtig.  Gleichwohl  ist  ihre  Stellung  für  die  Auffassung  des  Alter- 
thums  doch  eine  ganz  andere,  weit  allgemeinere.  Nichts  würde  ver- 
kehrter sein,  als  beim  Ausspruche  derselben  zunächst  an  Zahlen  und 
an  Addition  und  Subtraction  von  Zahlen  zu  denken;  sie  sind  viel- 
mehr rein  geometrischer  Natur,  sie  sollen  auf  alle  in  der  Geometrie 
vorkommenden  Figuren  (vgl.  def.  XIV),  insbesondere  auch  auf  Strecken 
und  Winkel,  angewandt  werden,  ohne  dass  dabei  an  das  Messen 
dieser  Figuren  durch  irgend  welche  Zahlen  gedacht  wäre.  Diese 
Axiome  sollen  sowohl  für  commensurable  als  für  incomraensurable 
Grössen  Geltung  haben,  werden  also  für  ein  viel  weiteres  Gebiet  in 
Anspruch  genommen,  als  jenes,  für  das  in  der  antiken  Mathematik 
die  Grundsätze  der  Arithmetik  anwendbar  waren.  Dem  Alterthume 
war  der  Begriff  des  Irrationalen  ausschliesslich  in  seiner  geometri- 
schen Fassung  geläufig;  an  das  Operiren  mit  abstracten  irrationalen 
Zahlen**)  dachte  man  nicht.  Für  das  Altertimm  war  daher  die 
Aufstellung  der  Grössenaxiome  am  Eingange  der  Geometrie  von  ausser- 
ordentlich viel  grösserer  Bedeutung  als  für  uns,  da  wir  gewohnt  sind, 
jede  geometrische  Operation  in  Gedanken  mit  der  entsprechenden 
arithmetischen  zu  verbinden. 

Das  dritte  Axiom  könnte  man  versucht  sein,  als  eine  Folge  des 
zweiten  anzusehen;  die  Ableitung  des  einen  aus  dem  anderen  gelingt 
aber  nur  mit  Hülfe  der  Annahme,  dass  „Gleiches  zu  Ungleichem 
hinzugefügt  Ungleiches  ergibt".  Diese  letztere  Aussage  ist  daher  dem 
Axiome  III  äquivalent***). 


*)  Vgl.  Erdmann,  a.  a.  0.  p.  12,  p.  112  Anmerk.,  p.  162  ff.;  Killing, 
a.  a.  0.  p.  1;  Wundt,  a.  a.  0.,  p.  448. 

**)  Vgl.  Lib.  X,  propos,  7  in  Euclid's  Elementen.  —  Aucli  in  den  elemen- 
taren Lehrbüchern  der  Geometrie  sollten  daher  die  Grössenaxiome  nicht  aus 
der  Arithmetik  entlehnt,  sondern  selbstständig  aufgestellt  werden;  denn  der  Ge- 
brauch incommensurabler  Grössen  geht  in  der  Regel  dem  der  irrationalen 
Zahlen  voraus. 

***),  In  allen  Handschriften  finden  sich  noch  folgende  drei  Axiome:  Kul  lav 
ccvLGOig  laa  TtQOGzs&r],  ra  oXa  iarlv  avCaa.  Kai  xcc  xov  avtov  diGTtXÜGiu  avCocc 
ccllriloLq  ictiv.  Kai  ta  xov  avrov  rjfiior]  laa  aXXT^Xoig  iorlv.  Dieselben  werden 
aber  schon  von  Proklus  verworfen.  Das  erste  von  ihnen  ist  identisch  mit  dem 
im  Texte  zuletzt  als  äquivalent  zu  III  erwähnten.  —  Grassmann  will  alle 
Axiome  durch  das  eine  ersetzen,  dass  gleiche  Operationen,  mit  gleichen  Grössen 
vorgenommen,  gleiche  Resultate  ergeben.  Da  aber  alle  anderen  Operationen  sich 
auf  die  Addition  und  deren  ümkehrung  zurückführen  lassen,  so  ist  dies  nicht 
empfehlenswerth  (vgl.  p.  548  ff.). 
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Aber  noch  in  ganz  anderer  Richtung  ist  den  Axiomen  eine  Be- 
deutung, und  zwar  in  rein  geometrischem  Sinne  beizulegen.  Wir 
hatten  oben  vermisst  (p.  543  f.),  dass  bei  Definition  des  Winkels  nicht 
die  Bedingung  für  die  Gleichheit  zweier  Winkel  hinzugefügt  war; 
die  früher  gelassene  Lücke  wird  hier  ausgefüllt,  die  Definition  der 
Gleichheit  aber  für  beliebige  Figuren,  also  nicht  nur  für  Winkel 
und  Strecken,  sondern  auch  für  den  Flächeninhalt  gegeben.  Wir 
können  die  drei  ersten  Axiome  kurz  in  folgender  Weise  übersetzen: 
„Zwei  Figuren  sollen  einander  gleich  heissen, 

I)  wenn   von  beiden  bekannt  ist,    dass  sie   einer   dritten  Figur 

gleich  sind, 
II)  wenn  man  zu  beiden  einander  gleiche  Stücke  derartig  hinzu- 
setzen kann,  dass  die  so  erweiterten  Figuren  einander  gleich 
sind, 

III)  wenn    man    durch    Hin  wegnähme    gleicher    Stücke    erreichen 
kann,  dass  die  restirenden  Figuren  einander  gleich  sind". 

Wie  aber  hat  man  zu  entscheiden,  ob  zwei  Stücke  einander 
gleich  sind?  Darüber  gibt  uns  das  vierte  Axiom  Aufschluss,  indem 
es  aussagt: 

IV)  Zwei  Figuren  nennen  wir  einander  gleich,  wenn  die  eine  mit 
der  anderen  zur  Deckung  gebracht  werden  kann. 

Hiermit  ist  deutlich  ausgesprochen,  dass  der  Begriff  der  Bewegung 
iinerlässlicli  ist  für  die  Vergleichung  verschiedener  Figuren  hinsichtlich 
ihrer  Grösse,  worauf  wir  im  Vorstehenden  schon  wiederholt  Bezug 
nahmen;  welche  Ortsveränderungen  dabei  als  Bewegungen  zu  be- 
trachten sind,  wurde  uns  durch  die  Definition  XV*)  und  das  Postu- 
lat IV  näher  bezeichnet. 

Um  die  Bedingungen  zur  Vergleichung  zweier  Figuren  zu  ver- 
vollständigen, bleibt  noch  übrig  zu  entscheiden,  welche  im  Falle  der 
Ungleichheit  als  die  grössere  zu  bezeichnen  ist.  Deshalb  wird  im 
letzten  Axiome  bestimmt: 

V.  Von  zwei  Figuren  soll  diejenige  die  grössere  heissen,  von 
der  die  andere  ein  Theil  ist,  oder  (wie  wir  nach  den  vorher- 


*)  Durch  propositio  II,  lib.  I  führt  Euclid  in  der  That  alle  Bewegungen 
der  Ebene  in  sich  auf  Kreisbewegungen  (Drehungen  um  feste  Punkte)  zurück. 
Während  Legend re  und  Bolyai  den  Begriff  der  Bewegung  in  den  Elementen 
der  Geometrie  zu  vermeiden  suchten,  weist  v.  Helmhol tz  (a.  a.  0.)  nach- 
drücklich auf  die  Unentbehrlichkeit  dieses  Begriffes  hin  und  stellt  sich  so  auf 
gleichen  Boden  mit  Euclid.  Dass  wir  des  letzteren  Axiom  IV  in  der  That 
richtig  interpretirten ,  beweist  besonders  die  Construction  von  ini  mit  dem 
Accusativ  {sn'  dlXi^lag). 
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gehenden  Axiomen  sagen  können)  von  der  man  noch  Stücke 
hinwegnehmen  muss,   um  die  übrig   bleibende  Figur  mit  der 
anderen  Figur  (eventuell  Stück  für  Stück  nach  passender  Zer- 
schneidung beider)  zur  Deckung  bringen  zu  können. 
Es  ist  hiermit  nicht  nur   die  früher  empfundene  Lücke  (wo  bei  den 
Winkeln  die  Worte  „grösser"  und  ,,kleiner"  in  def.  XI  und  XII  schon 
angewandt  waren)  ausgefüllt,  sondern  auch  für  Strecken  und  Flächen- 
inhalte alles  Nöthige  gesagt.     Letzteres  ist  besonders  wichtig;    denn 
die    genannten   Axiome    enthalten    implicite    geradezu    die    sonst    bei 
Euclid  fehlende  Definition  des  Flächeninhaltes,  die  wir  so  aussprechen: 

1)  einer  (allseitig  umgrenzten)  Figur  kommt  ein  bestimmter 
Flächeninhalt  zu-, 

2)  zwei  Figuren  haben  gleichen  Flächeninhalt,  wenn  sie  (even- 
tuell Stück  für  Stück)  zur  Deckung  gebracht  werden  können; 

3)  die  eine  Figur  nennen  wir  grösser  als  die  andere,  wenn  die 
letztere  in  der  ersteren  enthalten  ist  (eventuell  nach  Zer- 
schneidung beider  Figuren  und  Vergleichung  der  einzeluen 
Stücke). 

Nur  wenn  man  den  Inhalt  der  Axiome  so  auffasst,  kommen  die  Sätze 
über  „Flächengleichheit"  (propos.  25  flf.  lib.  I)  zu  vollständiger 
Klarheit*). 

Für  unsere  obige  Behandlung  der  metrischen  Sätze  war  es  nicht 
nöthig,  die  Grösseuaxiome  in  Erinnerung  zu  bringen,  da  wir  von 
vorneherein  durch  Einführung  der  Coordinaten  alle  vorkommenden 
Beziehungen  auf  solche  der  Arithmetik  zurückführen  konnten. 

Abgesehen  von  den  Definitionen,  die  wir  nicht  ausdrücklich 
erwähnt  hatten,  und  den  Grössenaxiomen,  die  für  uns  entbehrlich 
waren,  haben  wir  nachgewiesen,  dass  sich  der  Inhalt  aller  Voraiis- 
setmngen  Euclid^s  auch  in  den  von  uns  gemachten  Annahmen  wieder- 
findet, wenn  auch  oft  in  ganz  anderer  Fassung,     Dies  gilt  auch  um- 


*)  Ohne  unsere  Auffassung  der  Axiome  würden  diese  Sätze  in  der  That 
ebenso  in  der  Luft  schweben,  wie  bei  Baltzer  (a.  a.  0.  p.  61)  und  Mehler  (a.  a.  0. 
p.  20)  der  Satz  von  der  Gleichheit  des  Flächeninhaltes  zweier  Dreiecke,  wenn 
das  Wort  „Flächeninhalt"  zuvor  nicht  definirt  ist.  —  Hier  und  im  Vorhergehenden 
sind  diese  beiden  elementaren  Lehrbücher  wiederholt  zur  Vergleichung  heran- 
gezogen, da  sie  sehr  weit  verbreitet  sind,  und  da  es  nicht  möglich  ist,  hier 
auf  die  überaus  zahlreichen  anderen  Werke  einzugehen.  In  beiden  Büchern 
kommen  die  Grössenaxiome  nicht  vor  (bei  Baltzer  nur  in  der  Arithmetik).  — 
Er d mann  bezeichnet  unser  letztes  Axiom  ausdrücklich  als  eine  späte  Folge  der 
drei  ersten,  ebenso  Killing. 
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geliehrt.  Nämlicli  nur  die  eine  Annahme,  dass  die  Drehung  der 
Ebene  in  sich  um  einen  Punkt  noch  von  einem  Parameter  abhängt 
(p.  534),  haben  wir  bei  Euclid  nicht  ausdrücklich  erwähnt  gefunden; 
sie  kommt  aber  doch  darin  zum  Ausdrucke,  dass  bei  dieser  Drehung 
jeder  Punkt  der  Ebene  eine  Curve  (einen  Kreis)  beschreiben  soll. 
Wir  stehen  daher  im  Wesentlichen  noch  heute  auf  demselben  Stand- 
punkte wie  Euclid;  und  wir  müssen  immer  von  Neuem  den  Scharf- 
sinn bewundern,  mit  dem  es  schon  im  Alterthume  möglich  war,  aus 
der  Fülle  der  geometrischen  Anschauungsformen  diejenigen  ein- 
fachsten Gesetze  zu  abstrahieren,  welche  nothwendig  und  hinreichend 
waren,  um  aus  ihnen  alle  Eigenschaften  geometrischer  Figuren  rein 
logisch  zu  construiren;  wir  müssen  dies  um  so  mehr,  als  erst  die 
neueren  analytischen  Untersuchungsmethoden  zu  der  im  Alterthume 
bereits  erreichten  Klarheit  über  die  Beziehungen  zwischen  den  Postu- 
laten  und  Axiomen  zurückgeführt  haben. 


IX.   Die  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  in  der  elliptischen 

(reometrie. 

Als  charakteristisch  für  die  elliptische  Geometrie  der  Ebene 
sei  noch  die  Existenz  solcher  Gruppen  von  Bewegungen  hervor- 
gehoben, vermöge  deren  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  wenn  er 
nicht  fest  bleibt,  nur  in  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Lagen 
übergeführt  werden  kann.  Das  Studium  dieser  Gruppen  wird  uns 
gleichzeitig  ein  Beispiel  dafür  geben,  wie  die  Vorstellungen  der 
nicht-Euclidischen  Geometrie  (d.i.  die  Benutzung  einer  allgemeinen 
projectivischen  Maassbestimmung)  für  manche  Untersuchungen  von 
Vortheil  sind.  (vgl.  p.  554). 

Die  einfachste  derartige  Gruppe  liefern  die  Drehungen  der  Ebene 
um  einen  festen  Punkt,  wenn  die  Grösse  der  Drehungen  rationale 
Bruchtheile  einer  ganzen  Umdrehung  betragen.  Hierbei  kehrt  jeder 
Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück,  nachdem  dieselbe  Drehung 
eine  gewisse  endliche  Zahl  von  Wiederholungen  erfahren  hat.  Da 
nun  jede  Bewegung  der  Ebene  in  sich  mit  einer  Rotation  um  einen 
gewissen  Punkt  identisch  ist,  so  kommt  die  Frage  nach  Aufsuchung 
aller  solcher  endlichen  „Gruppen"  von  Bewegungen  (pag.  372)  darauf 
hinaus,  ein  endliches  System  von  Punkten  in  der  Ebene  derartig  zu 
bestimmen,  dass  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  durch  Ausführung 
gewisser  Drehungen  um  die  Punkte  dieses  Systemes  stets  nur  mit 
einer  endlichen  Anzahl  von  anderen  Punkten  zur  Deckung  kommt, 
wie    oft   man    auch    die  betreffenden   Drehungen    wiederholen   möge. 
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Die  Grösse  jeder  Drehung  muss  natürlich  wieder  ein  rationaler  Brach- 
theil  einer  ganzen  Umdrehung,  d.  h.  gleich  -rr  sein,  wo  «  eine  ratio- 
nale Zahl  ist,  und  die  Constante  li  die  frühere  Bedeutung  hat. 
Ferner  dürfen  sich  sämmtliche  Punkte  des  erwähnten  Systemes  bei 
den  fraglichen  Rotationen  nur  unter  einander  vertauschen;  die  zur 
Gruppe  gehörigen  Rotationen  um  alle  Punkte,  mit  welchen  ein  Punkt 
des  Systemes  zur  Deckung  kommt,  müssen  daher  einander  gleich  sein. 
Unsere  Aufgabe  reducirt  sich  also  darauf,  Systeme  von  Punkten  zu 
bestimmen,  ivelche  durch  gewisse  Rotationen  gleicher  Grösse,  die  m,an  um 
diese  Punkte  in  beliebiger  Reihenfolge  ausführt,  in  sich  übergehen.  Die 
Gruppe  selbst  ka.nn  sich  auf  verschiedene  Punktsysteme  dieser  Art 
beziehen,  wobei  dann  allen  Punkten  desselben  Systemes  gleiche  Rota- 
tionen um  sie  zu  gehören,  die  Gruppe  selbst  aber  nicht  nothwendig 
nur  einander  (der  Grösse  nach)  gleiche  Bewegungen  enthält. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  gestaltet  sich  sehr  einfach,  wenn  wir 
die  Punkte  der  Ebene  in  mehrfach  bemerkter  Weise  durch  die 
Strahlen  eines  Bündels  ersetzen,  so  dass  den  Punkten  unseres  ima- 
ginären Fundamentalkegelschnittes  die  vom  Mittelpunkte  des  Bündels 
nach  dem  imaginären  Kugelkreise  laufenden  Strahlen  entsprechen. 
Die  Drehungen  um  feste  Punkte  der  elliptischen  Ebene  ergeben  dann 
gewöhnliche  Rotationen  um  feste  Axen  des  Bündels.  Von  den  letzte- 
ren gehen  wir  über  zur  Betrachtung  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
beliebigen  concentrischen  Kugel.  Auf  dieser  haben  wir  also  solche 
Systeme  von  Punktepaaren  zu  suchen,  welche  durch  Drehungen  von 
gleicher  Grösse  um  die  Verbindungslinie  zusammengehöriger  Punkte 
in  sich  übergehen.  Es  ist  sofort  klar,  dass  die  Punkte  eines  solchen 
Systemes  die  Ecken  eines  regulären  Körpers  bilden  müssen:  und  in 
der  That  kann  jeder  reguläre  Körper  durch  gewisse  Rotationen  um 
die  Verbindungslinien  gegenüberliegender  Ecken  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  gebracht  werden.  Die  Anzahl  der  möglichen  endlichen  Gruppen 
von  Bewegungen  eines  ebenen  Punktsystemes  in  der  elliptischen  Geometrie 
ist  hiernach  durch  die  Anzahl  der  regidären  Körper  bestimmt*).  Hinzu 
treten  nur  die  bereits  erwähnten  Drehungen  um  eine  feste  Axe,  die 
von  einer  beliebig  wählbaren  rationalen  Zahl  £  abhängen.  Die  Be- 
nutzung der  Kugel  bei  dieser  Ueberlegung  sollte  nur  die  Zurück- 
führung  der  Aufgabe  auf  ein  bekanntes  Problem  schnell  übersehen 
lassen;   sie  ist   an   sich  nicht  wesentlich,   denn  es  kommt   uns  nicht 


*)  Vgl.  Klein:    Sitzungsberichte  der  Erlanger  physikalisch  -  medicinischen 
Gesellschaft,  1874  und  Math.  Annalen  Bd.  9. 
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auf  die  Ecken  und  Flächen,  sondern  nur  auf  die  Axen  der  regulären 
Körper  an. 

Die  Aufstellung  der  diesen  Gruppen  von  Bewegungen  ent- 
sprechenden linearen  Transformationen  des  Fundamentalkegelschnittes 
in  sich  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn  wir  uns  die  Cobrdi- 
naten  der  Punkte  des  Kegelschnittes  als  ganze  Functionen  zweiten 
Grades  eines  Parameters  gegeben  denken.  Einer  beliebigen  lineareji 
Transformation  dieses  Parameters  entspricht  dann  offenbar  eine 
lineare  Transformation  der  Ebene,  welche  den  Kegelschnitt  un- 
geäudert  lässt.  Da  ferner  eine  Transformation  der  letzteren  Art 
(p.  383  f.)  in  der  Form  QPi  =  cciXi,  wobei  a^a^  =  '^s"?  angenommen 
werden  darf  (denn  Bewegungen  auf  Grenzcurven  kommen  für  die 
elliptische  Geometrie  nicht  in  Betracht),  und  da  die  Parameter- 
darstellung des  Kegelschnittes  in  die  Form 

(1)  6Xj^  =  Xj^,     0X2  ==  Ag^,     6x^  =  —  AjAg 

gebracht  werden  kann,  so  führt  die  angegebene  lineare  Transfor- 
mation der  Xi  auf  die  lineare  Transformation  u.  =  —  A  des  Para- 
meters  A  =  j-  •    Die  Gruppen  unserer  Bewegungen  stehen  daher  in  Be- 

Ziehung  m  getvisscn  Gruppen  von  linearen  Transformationen  einer 
einzigen  Variahein.  Die  letzteren  lassen  sich  durch  folgende  Ueber- 
legung  näher  kennzeichnen. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Drehungen  der  Kugel  um  einen  ein- 
zelnen Durchmesser,  also  in  der  elliptischen  Geometrie  Drehungen 
der  Ebene  um  einen  Punkt  P.  Der  Einfachheit  halber  setzen  wir 
die  willkürliche  Constante  2k'  gleich  I5   der  die  Drehung  messende 

2  TT 

Winkel  ist  dann   gleich  —  zu  setzen,   wenn  n  eine  ganze  Zahl  be- 

zeichnet;  denn  der  Fall,  wo  n  eine  gebrochene  Zahl  darstellt,  kann 
immer  auf  diesen  einfacheren  zurückgeführt  werden.  Zur  Veran- 
schaulichung der  Bewegungsgruppe  brauchen  wir  durch  P  nur  n 
Strahlen    zu  ziehen,    von  denen  je   zwei   auf  einander  folgende  den 

2  TT         . 

Winkel   —  eiuschliessen.     Hierbei   ist    ieder   Strahl   von   P  aus  nur 

in  einer  Richtung  gezogen  zu  denken,  soll  also  nicht  über  P  hinaus 
nach  der  anderen  Richtung  fortgesetzt  werden.  Die  n  Strahlen  ver- 
tauschen sich  unter  einander  bei  den  Bewegungen  der  Gruppe  und 
zwar  in  cyclischer  Reihenfolge.  Gleichzeitig  vertauschen  sich  also 
auch  unter  einander  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  imaginären  Funda- 
mentalkegelschnitte; dieselben  repräsentiren  uns  auf  dem  Kegelschnitte 
eine  binäre  Form  2n^^^  Ordnung,  welche  durch   unsere  Transforma- 
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tiouen  in  sicli  übergeführt  wird.  Anf  jedem  Strahle  liegen  zwei 
einander  conjugirte,  imaginäre  Grundpunkte  der  binären  Form-,  da- 
durch, dass  ihrer  Verbindungslinie  ein  bestimmter  ,,Sinn"  beigelegt 
wurde,  sind  sie  von  einander  getrennt  (vgl.  p.  109  f.).  Die  erwähnte 
binärfe  Form  zerfällt  also  in  zwei  einander  conjugirte,  imaginäre 
Formen  w*®""  Ordnung,  deren  jede  durch  gewisse  lineare  Transforma- 
tionen der  binären  Variabelu  nicht  geändert  wird.  Bie  Verschwin- 
dungspimJde  jeder  Form  hilden  offenbar  ein  cyclisch  -projectivisches  Punlct- 
systcm*). 

Die  Punkte  eines  solchen  können  bei  Benutzung  der  binären 
homogenen  Variabein  x^,  h.^  durch  die  Gleichung  ^^^  -{-  x.^""  ==  0  dar- 
gestellt werden;  sie  gehen  dann  in  sich  über  durch  die  Transfor- 
mationen 

(2)  J^  =  ^~^~,       (r  =  0,  1,  2,  ...,  n-1). 

Betrachten  wir  f  ==  n^"  -}-  «;/  =  a^"  als  Grundform,  so  wird 

T  =  (/;  H\  =  K'^^K;~^(icl  -  <)  . 

Mit  /"gehen  also  auch  H  und  T  in  sich  über;  ebenso  jede  Covariante 
zweiten  Grades  in  den  Coefficienten  von  /',  denn  es  ist 

(4)  (ahf^al-'-^  h^-^-^  =  2>cp2*'xp2i . 

Liegt  die  Form  /'  gegeben  vor,  so  sind  hiernach  die  Nullpunkte  von 
H  durch  Lösung  einer  quadratischen  Gleichung  leicht  zu  bestimmen, 
und  durch  Einführung  derselben  als  Coordinatengrundpunkte.  wird 
die  Gleichung  f  =  0  in  eine  Kreistheilungsgleichung  transformirt. 

Die  Substitutionen  (2)  bilden  für  sich  eine  Gruppe,  erschöpfen 
aber  nicht  alle  Transformationen,  bei  denen  f  ungeändert  bleibt. 
Man  darf  vielmehr  auch  jc^  mit  ^2  vertauschen.  Es  ergeben  sich  so 
die  weiteren  Gleichungen 

2r7ti 

(5)  h^i^'A^       ^r  =  0,l,  ...,n-l). 

Die  von    den  Gleichungen  (2)    und    (5)   zusammen   gebildete  Gruppe 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  201. 
**)  Die  Darstellbarkeit  von  11  in  dieser  Form  ist  nach  Wedekiud  (Stu- 
dien im  binären  Werthgebiete,  Karlsruhe  1876)  bei  ungeradem  n  für  die  Kreis- 
theilungsgleichung charakteristisch,  während  bei  geradem  n  die  Grundform  auch 
Potenz  einer  quadratischen  Form  sein  kann.  Für  die  Fälle  w  =  5  und  w  =  G 
vgl.  Clebsch's  Theorie  der  binären  Formen  p.  373  f.  und  p.  44.5  f. 
C  leb  soll,  Vorlesungen.   II,  1.  "iu 
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von  2n  Substitutionen  bezeichnet  man  (veranlasst  durch  die  später 
zu  besprechende  Darstellung  auf  der  Kugel)  als  Biedergruppe,  die 
Gruppe  (2)  allein  als  cyclisclie  Gruppe.  Die  mgehörigen  ternären 
Substitutionen  sind  nach  (1)  he^. 

n  n  

(6)  2^  -,rju  r  =  0,l,2,...n-l 

Qy,  =  e  "   ajg,     Qy2==G    "    a;,,     Qy^=x^. 

Bei  den  Transformationen  der  zweiten  Art  bleiben  auf  der  Linie 
x^  =  0  die  beiden  Punkte  mit  den  Coordinaten 

2r7ti 

—  =  +  e 

ungeändert;  bei  der  zugehörigen  binären  Substitution  bleibt  ein 
Punkt  von  /  und  der  zugehörige  von  T  fest.  Jeder  Punkt  des  bi- 
nären Gebietes  geht  in  2n  Punkte  über^  die  nur  dann  theil weise  zu- 
sammenfallen, wenn  es  sich  um  die  Grundpunkte  von  /",  H,  T  han- 
delt. Hieraus  geht  hervor,  wie  bei  Besprechung  analoger  Fälle  später 
gezeigt  werden  wird,  dass  sich  jede  Co  Variante  von  f  als  ganze 
Function  von  f,  H,  T  darstellen  lässt.  Je  2n  so  msammengehörige 
FunJcte  lassen  sich  als   Wurzeln  einer  Gleichung 

(7)  (x,"  -f  x/y  +  ^(jcix^)'»  =  0 

auffassen;  für  ^  =  —  4  finden  wir  insbesondere  je  doppelt  zählend 
die  Punkte  von  T  =  0,  für  welche  H  nicht  gleichzeitig  verschwindet. 
Für  w  =  3  erhalten  wir  den  einfachsten  in  Betracht  kommenden 
Fall.  Als  Grundform  f  ergibt  sich  die  allgemeine  cubische  Form, 
deren  Covariantensystem  in  der  That  mit  H  und  T  geschlossen  ist. 
Bemerkenswerth  sind  noch  die  Formeln,  die  sich  bei  Verlegung  der 
drei  Nullpunkte  von  /  in  die  Stellen  0,  1,  oo  ergeben.  Es  wird 
dann 

T=  —  {2%,  —  ^^){2%.^  —  K,){7c^  +  jfg)  • 
An  Stelle  von  (7)  erhalten  wir  ein  System  von  Formen  sechster 
Ordnung  f^  -\-  ^H^  oder  wegen  der  zwischen  f,  H  und  T  bestehenden 
Identität:  f^-\-vT^.  Die  Nullpunkte  einer  jeden  solchen  Form 
werden  durch  eine  cubische  Gleichung  bestimmt;  die  Form  zerfällt 
sofort  in  die  beiden  Factoren  f  +  ]/v  T  und  f  —  ")/v  T,  also  in  zwei 
zusammengehörige  cubische  Formen  des  bekannten  Systems  hf-\-lT*). 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  224  flf.   —   Die   Covariantc    T   wurde    bei    den    cubiscbeii 
Formen  früher  mit  Q  bezeichnet. 
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Wegen  der  erwäliiitcn  Identität  kann  dasselbe  System  von  Formen 
sechster  Ordnung  in  der  Gestalt  T'^  -\-  qH^  angenommen  werden-, 
und  setzen  wir 

«  =  ii;>    9  =  373, 

so  geht  die  Gleichung  (7)  für  n  =  3  über  in : 

(8)       i\V  +  a)-(2  —  a)\\  -  2aY  —  24/(1  -  «  +  a'Y  =  0, 

also  in  die  bekannte  Gleichung,  welche  die  sechs  Werthe  des  zu 
einer  biquadratischen  Form  mit  den  Invarianten  *  und  j  gehörigen 
Doppelverhältnisses  bestimmt*).  Die  harmonische  Lage  ist  durch 
die  Punkte  von  T  =  0 ,  die  äquianharmonische  durch  diejenigen  von 
H=Q  dargestellt,  während  für  f=0  die  Discrirainante  der  betref- 
fenden biquadratischen  Form  verschwindet.  Da  die  sechs  msammen- 
gehörigen  Werthe  des  Boppelverhältnisses  a  in  bekannter  Weise  aus 
einem  derselben  hervorgehen,  so  können  tvir  auch  die  Grujipe  der  linea- 
ren Transformationen,  durch  welche  alle  Gleichungen  (8)  in  sich  über- 
geführt tverden,  sofort  angeben*''^):  Die  Gruppe  (2)  wird  dargestellt 
durch  die  Formeln: 


«'  =  - ,  wobei  £  und  £~^  fest  bleiben,  während  sich  0,  1,  00 

1  —  a '  '  ' 

und  Y'  ^'  —  ^  cyclisch  vertauschen; 

a'  ==     — ,   wobei  dieselben  Punkte  fest  bleiben,  während  nun  0, 
a      '  ' 

00,  1  und  2,  -_-,  —  1  sich  cyclisch  vertauschen. 

Hierbei  sind  mit  s  und  s^^  die  Nullpunkte  von  II  bezeichnet.  Die 
mit  (2)  zusammen  die  Diedergruppe  bildenden  Gleichungen  (5)  werden 
hier 

«'  =  —  :  es  bleiben  fest  1  und  —  1 ;  es  vertauschen  sich  2  mit 

— ,  0  mit  <X),  £  mit  £~^; 

a'=l  —  a;  es  bleiben  fest  —  und  00;   es   vertauschen   sich   —  1 
mit  2,  0  mit  1,  £  mit  £~"^; 


*)  Vgl.  Bd.  T,  p.  239. 
**)  Vgl.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaedcr,  p.  44  und  Math.  Anna- 
len  Bd.  14,  p.  151.    Dieselbe  Gruppe  gibt  bekanntlich  in  der  Theorie  der  linearen 
Transformation  eines  elliptischen  Integrals   erster  Gattung  die  sechs  zusammen- 
gehörigen Werthe  dos  Legendre'schen  Moduls  k^. 

36* 
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es    bleiben  fest  0    und  2, 

oo,    -    mit  —  1,  £  mit  £~ 
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es   vertauschen  sich   1   mit 


Während   die   Lösung   der   Gleichung  (8)   in  der  Theorie   der  biqua- 

dratischen   Formen    mittelst   der   Substitution  —  ==  1 — t—)     auf  die- 

q  \a  -\-lJ 

jenige  einer  cubischen  Gleichung  zurückgeführt  wird,  deren  Wurzeln 
sich  durch  diejenigen  der  cubischen  Resolvente  m^  —  Y*^  —  \  "^^  ^ 

rational  ausdrücken,  kann  jetzt  umgekehrt  die  Gleichung  (8)  direct 
gelöst  werden  und  somit  als  Resolvente  der  betreffenden  biquadra- 
tischen Gleichung  dienen.  Die  Discriminante  H  von  f  ergibt  sich 
hier  gleich  6;  somit  ist  nach  der  Theorie  der  cubischen  Formen 

folglich  geht  (8)  über  in 

zerfällt  also  direct  in  zwei  cubische  Gleichungen*). 

Im  Falle  w  =  4  gibt  uns  (7)  eine  Schaar  von  Formen  achter 
Ordnung,  deren  jede  in  zwei  biquadratische  Factoren  zerfällt;  und 
alle  diese  Formen  vierter  Ordnung  gehören  derselben  linearen  Schaar 
mit  gemeinsamer  Covariante  T  von  der  sechsten  Ordnung  an.  Wir 
haben 

(Jj  f  =  %^  ~r  ^^2  7  Ji  =  Ztc^  ^2  ,  -t  ==  Xj^jc^^Jc^^  ^2  jv^i  ~r  ^2  )  • 
Im  Allgemeinen  gehören  je  acht  Punkte  der  Ebene  zusammen.  Die 
Ebene  wird  durch  vier  von  einem  Punkte  P  ausgehende  Strahlen  in 
vier  Felder  getheilt;  jedes  Feld  wieder  durch  die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschnitt  in  zwei  Theile.  So  entstehen 
acht  Felder,  in  deren  jedem  sich  einer  der  acht  Punkte  befindet. 
Diese  Theilung  in  Felder  geschieht  durch  reelle  Gerade,  wenn  man 
den  Kegelschnitt  (etwa  den  Kugelkreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene) 
imaginär  voraussetzt;  bringt  man  ihn  in  die  Form 

x,2  + ^2^  +  ^7  =  0, 

so  eutsteheu  aus  (6)  reelle  Transformationsformeln  für  die  elliptische 


*)  Die  Frage,  durch  welche  Invarianteneigenschaft  eine  in  die  Gestalt  (8) 
transformirbare  Gleichung  sechsten  Grades  «^  =  0  charakterisirt  ist,  beantwortet 
sich  nach  Clebsch  (Theorie  der  binären  algebraischen  Formen  p.  443)  dahin, 
dass  die  biquadratiscbe  Covariante  ij  =  {ab)*a^b^  zu  dem  Quadrate  der  Co- 
variante l  ^  (ai)'^  a^  proportional  sein  muss.  Durch  Einführung  der  linearen 
Factoren  von  l  wird  dann  die  Form  sechster  Ordnung  eine  quadratische  Function 
zweier  Guben;  diese  linearen  Factoren  sind  eben  die  Variablen  x,  ,  x,  des  Textes. 
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Ebene.  Die  Punkte  von  T  =  0  befinden  sich  auf  den  Seiten  des 
von  den  Linien  x^^  -\-  X2  =  0,  x^  —  x.^  =  0,  x.^  =  0  gebildeten  Polar- 
dreiecks, d.  h.  auf  den  Linien  X^  =  0,  X^  =  0,  Xg  ==  0  des  neuen 
Coordinatensystemes.  Die  Punkte  von  /"  =  0  liegen  auf  den  Linien 
Xj  +  X2  =  0  und  Xi  —  Z2  =  0,  welche  zu  X^  =  0  und  X^  =  0 
harmonisch  liegen  und  auch  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  einander 
conjugirt  sind,  d.  h.  vs^elche  den  von  X^  =  0  und  X^  =  0  gebildeten 
Winkel  halbiren.  Die  erste  Transformation  (6)  besteht  in  einer 
Drehung  um  den  Punkt  X^  =  0,  Xg  =  0  von  der  Grösse 

^  1t  ,  3  TT 

0,   y,  %     oder      ^■ 

In  den  Variabein  X;  erhalten  wir  die  entsprechenden  Umformungen, 
indem  wir  X^,  X^,  X^  bez.  ersetzen  durch 


(10) 


Während  bei  den  wirklichen  Bewegungen  jede  der  beiden  vom  Punkte 
X^  =  0,  Xg  =  0  an  den  Fundamentalkegelschnitt  gelegten  Tangenten 
fest  bleibt,  vertauschen  sich  bei  der  zweiten  Klasse  von  Transforma- 
tionen (6)  diese  Tangenten  unter  einander.  Die  entsprechendenj  durch 
das  Schema 


X,, 

X,, 

X,, 

X,, 

X,, 

X,, 

X,, 

-x„ 

x„ 

^2  ' 

-X,, 

X.,. 

X,, 

-X,, 

X3, 

X,, 

X,, 

X3, 

x„ 

X2, 

x„ 

X, 

X,, 

Xs 

dargestellten  ternären  Umformungen  gehen  daher  keine  Beivegungeny  wir 
haben  es  hier  vielmehr  mit  uneigentlichen  Transformationen  des 
Fundamentalkegelschnittes  in  sich  zu  thun,  welche  den  symmetrischen 
Spiegelungen  der  gewöhnlichen  parabolischen  Geometrie  zu  vergleichen 
sind  (vgl.  p.  385  und  371),  und  welche  für  sich  keine  Gruppe  bilden. 
Eine  ähnliche  Bemerkung  ist  ßir  alle  Transformationen  der  Bi'cder- 
gruppe  anwendbar,  während  uns  die  im  Folgenden  noch  zu  unter- 
suchenden Gruppen  wirkliche  Bewegungen  der  ebenen  elliptischen 
Geometrie  darstellen. 

Bei  den  allgemeinen  Gruppen  hatten  wir  in  der  Ebene  gewisse 
Systeme  von  Punkten,  welche  sich  bei  den  um  sie  auszuführenden 
Rotationen  unter  einander  vertauschen.   Dann  bleibt  aber  auch  die  Ge- 
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sammtheit  ihrer  Verbindungslinien  ungeändert-,  und  die  Gesammtheit 
ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Fundamentalkegelschnitte  liefert  wieder 
eine  binäre  Form,  welche  durch  die  betreffenden  Substitutionen  in 
sich  übergeführt  wird;  das  Gleiche  gilt  von  den  Polaren  der  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschnitt,  und  von  ihren  Schnitt- 
punkten mit  letzterem.  Zu  der  einfachsten  Figur  in  der  elliptischen 
Ebene  gibt  das  reguläre  Octaeder  Veranlassung;  den  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Axen  desselben  entsprechen  in  der  Ebene  drei  Punkte, 
die  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschuitt  bilden, 
wie  wir  dies  soeben  schon  bei  der  Darstellung  der  Covariante  sechster 
Ordnung  einer  binären  biquadratischen  Form  kennen  gelernt  haben. 
Durch  ihre    drei  Verbindungslinien   wird    also   die   elliptische  Ebene 

in  vier  Dreiecke   zerlegt,  in  deren  jedem  jeder  Winkel  gleich  —  ist 

(im  Sinne  der  elliptischen  Geometrie).  Bei  einer  Viertelumdrehung 
um  irgend  einen  dieser  Punkte  vertauschen  sich  dieselben  unter 
einander.  Ihre  Verbindungslinien  schneiden  auf  dem  Kegelschnitte 
sechs  Punkte  aus  und  liefern  uns  so  eine  binäre  Form  sechster 
Ordnung,  welche  bei  den  entsprechenden  linearen  binären  Substitu- 
tionen ungeändert  bleibt.  Und  zwar  ist  die  Anzahl  der  auszuführen- 
den Drehungen  (wenn  man  die  identische  Substitution  mitrechnet) 
für  jede  Ecke  des  Dreiecks  gleich  vier;  es  kommen  also  zunächst 
zehn  Drehungen  in  Betracht. 

Um  die  entsprechenden  algebraischen  Transformationen  aufzu- 
stellen, behandeln  wir  allgemein  die  Aufgabe,  die  durch  die  Glei- 
chungen (26),  p.  382  dargestellte  lineare  Transformation  eines  Kegel- 
schnittes in  sich  so  m  bestimmen,  dass  sie  eine  Drehung  von  gegebener 
Grosse  darstellt     Es  seien 

(11)  «0:^  =  0     und     {aluy^iw?  =  0 

die  Gleichungen  des  Fundamentalkegelschnittes  in  Punkt-  und  Linien- 
Coordinaten;  dann  lauten  jene  Gleichungen 

(^^)  .        '  u     ^ 

h  =  Y  HUaKi  —  A{uw)i, 

worin  mit  w  die  bei  der  Drehung  festbleiben  sollende  Linie  bezeich- 
net ist,  d.  h.  die  Polare  des  Drehpunktes  in  Bezug  auf  den  Funda- 
mentalkegelschnitt. Zur  Bestimmung  der  Entfernung  r  zwischen  den 
einander  zugeordneten  Punkten  x  und  |  machen  wir  die  folgenden 
Hülfsrechnungen.     Es  ist 
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ttx^  =  -V-  ic^ a^aßiiaii^i  +  icX(auw)a^Uii  -f-  X^(auwy, 
und  hierin: 

üaa^iiaUß  =  (ahc)(ubc)(ade)(ude) 

=  Y  (ahc)(tide)[(ade)(iihc)  —  (hde)(uac)  —  (cde)(uha)\ 

^  ^  (abcf{udey  =  4:Ä  ■  F , 
wenn  wieder 

Ä  =  ^(abcy,        F  =  ^{ahuy 
gesetzt  wird.     Ferner  ist 

a^u^iiauw)  =  (ahc)(tihc){auw) 

=  -^  {ahc)\{ahc){uaw) — {iiac)(huiü)  —  {ii})d)(cmü)\=^0. 
Da  sonach  das  Glied  mit  %l  herausfällt,  wird  a^^  =  a^  und 
cos 


2 Je        ya^^  ■  b^^        7i''A-F  +  Piauiv)^ 

Liegt  insbesondere  x  auf  der  festen  Geraden  w,  und  nehmen  wir 
der  Einfachheit  halber  2h  =  2]c'  =  1,  so  misst  r  gleichzeitig  den 
Drehungswinkel;  sollen  demnach  die  Gleichungen  (12)  eine  Drehung 
um  den  Winkel  t]  darstellen,  so  muss  das  Verhältniss  von  x  m  X 
durch  die  Gleichung 

^^"^J  l^  —  A-F{uf^^^   2 

bestimmt  werden,  worin  u  eine  beliebige  durch  den  festen  Drehjninht 
gehende  Gerade  bezeichnet.  Letzteres  folgt  aus  der  Bedingung  iv^  =  0, 
denn  aus  derselben  ergibt  sich  nach  (12),  da  x  im  Allgemeinen  nicht 
verschwinden  kann,  UaWa  =  0]  und  hierin  ist  die  über  die  Lage  von 
u  gestellte  Bedingung  ausgesprochen.  Welche  Linie  u  des  betreffenden 
Strahlbüschels  aber  gewählt  wird,  ist  gleichgiltig;  in  der  That 
haben  wir 

(auwy(bcvy  —  (avwy(bcuy 

=  [(auiv){bcv)  +  (avw)(bcu)]  [(vuw)(bca)  -\-  (auw)(bcvy\, 
und  man  sieht  leicht,  dass  die  rechte  Seite  vermöge  der  Bedingungen 
UaWa  =  0  und  VatVa  =  0  ideutisch  verschwindet. 

Für  unseren  Fall  haben  wir  nun  für  tv  successive  die  drei  Seiten 
eines  Polardreiecks  in   Bezug  auf  den  Kegelschnitt   zu   wählen   und 

jedesmal  rj  =  —,  n,  —  oder  2:n;  zu  nehmen.    Machen  wir  noch  das 
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Polardreieck   zum   Coordiuatendreiecke    uud   betrachten  die   Drebung 
von  der  Grösse  —  um  die  Ecke  x^  =  ^,  x.^-=  0,  so  wird 

a^^  =  x^  +  ^%   +  ^ii  ^  =  1 7  F  =Uy   •{-  iL^,  {auivf  =  ii^-  -f-  iL^\ 

also  x'"^  ==  X"^,  und  aus  den  Gleichungen  (2)  erhalten  wir 

(14)  ^1  =  ±  ^2  »      I2  =  +  ^1  ;      I3  =  ^3  • 

Soll   das   obere  Vorzeichen  einer  Drehung  um  +  --  entsprechen,   so 

s:ibt  das  untere  eine  solche  um  — —    oder    um    +  — -•      Durch    die 

vier  Rotationen   um    die   betrachtete  Ecke   geht   daher  der  Punkt  x 

über  in 

x^,  ^.'2,     Xg     bei  einer  Drehung  um  27t, 

'S  it 

•^2  7  "^l  7         "^3  ?>  '7  7'  7>  .>     7 


(14a) 


^17  «^2  7         -^3  7'  '7  77  77  ^  ; 

■7t 

X'2   j  X'j    ,  it-^  jf  ,;  „  77  ^ 


Dieselben  Substitutionen  batten  wir  schon  in  (10)  gefunden.  Den 
Drehungen  um  die  beiden  anderen  Ecken  1,  0,  0  und  0,  1,  0  ent- 
sprechen bez.  in  gleicher  Weise  die  Schemata 

^1 »  ^2  >  "^S  7  ^1 7      -^2  7  '^S  7 

/  <    j  1   \  ^17  ^'3  7  "^2  7  -^i  7         -^2  7  '''l  7 

•^1  >  «^2  '  "''S  7  ''^1  7         ''^"2  7         '  -^3  7 

.Tj  ,  X.^,  X.^\  X^  f        X2  f  X^  . 

Während  im  Allgemeinen  sonach  ein  Punkt  x  zehn  verschiedene 
Lagen  annehmen  kann,  gibt  es  offenbar  ausgezeichnete  Punkte,  für 
welche  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lagen  eine  geringere  ist;  es 
sind  dies  diejenigen,  deren  Coordinaten  einander  absolut  gleich  sind, 
oder  für  welche  eine  der  drei  Coordinaten  verschwindet,  während  die 
anderen  beiden  dem  absoluten  Werthe  nach  übereinstimmen. 
Erstens  haben  wir  also  die  vier  Punkte 

1,      1,      1, 
,,.,  -1.  +1.  +1. 

+  1,  +1,  -1 

/u  betrachten.  Dieselben  sind  die  Ecken  eines  vollständigen  Vier- 
ecks, dessen  Nebenecken  unser  Polardreieck  bilden  (vgl.  Bd.  I,  p.  56). 
Sie  werden  aber  nicht  nur  durch  die  bisher  betrachteten  Bewegungen, 
sondern  auch  durch  gewisse  Drehungen  um  irgend  einen  von  ihnen 
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selbst  unter  einander   vertauscht.     In  jedem    schneiden   sich  drei  der 

2  Tt 

sechs  Verbindungslinien;  die  Grösse  der  Drehung  wird  daher  --, 
-^  oder  -^  =  27t  betragen  müssen.  Im  ersten  Falle  wird  cotg^  ~o=  "f- 

3  3  Ä  o  ' 

und,  wählen  wir  den  Punkt  1,  1,  1  als  fest  bleibend,  so  haben  wir 
für  unsere  kanonische  Form  u\  =  iv.^  =  w.^  =  1  zu  nehmen,  u.^  =  0, 
ifjj  =  —  u^^  also  F  =2,  (awuf  =  G  und  hieraus  nach  (13):  3t^  =  /l'^, 
Die  zugehörige  Transformation  ist  folglich 

(IC)  fei   =  ^3  7       62  "^^  ^1  >       fe3  "^^  ^2  5 

sie  besteht  also  einfach  in  einer  gewissen  Vertauschung  der  Coordi- 
naten.  In  entsprechender  Weise  berechnen  sich  die  Rotationen  um 
die  drei  anderen  Punkte;  man  findet: 


(17) 


§1  ^2  >       62 

61  =         ^2  ; 


jCn 


4  TT 


63   ^1  ) 

53  =  a"j . 


Die  Drehungen  von  der  Grösse  --  dagegen  ergeben: 


(17a) 


Jji) 


^2   = 


^3   = 


62  ^15        63 


ll   = 


'l; 


a;.. 


•^3  >        62 


63  '^2 


Sowohl  die  Ecken  des  Polardreiecks  als  die  Punkte  (15)  werden 
durch  Drehungen  von  der  Grösse 

^  Fig.  2a. 

Tt  um  jeden  der  sechs  Punkte 


(18) 


in     sich    übergeführt;    es    sind    . 
dieses  diejenigen  Schnittpunkte 
des  Polardreiecks  mit  den  Seiten 
des  vollständigen  Vierecks,  wel- 
che   nicht    in    die    Ecken    des 

Dreiecks  fallen  (vgl.  Fig.  29,  in  welcher  die  drei  Punkte,  1,  —  1,  0; 
1,0,  — 1;  0,  1,  —  1  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  x^-\-x.j^^x^=^0 


1, 

1; 

0 

1, 

-1, 

0 

1, 

0, 

1 

1, 

0, 

—  1 

0, 

1, 

1 

0, 

1, 

-1 
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liegen).     Hier  wird  nach  (13)  x  =  0,   und  wir  finden  z.  B,  für  eine 
Drehung  um  den  Punkt  a^^  =  a^g  =  1,  x^  =  0 

Ebenso  berechnen  sich  die  zugehörigen  Transformationen.  Statt  aber 
in  jedem  einzelnen  Falle  die  ersten  drei  Gleichungen  (12)  nach  den 
i(i  aufzulösen  und  die  gefundenen  Werthe  in  die  letzten  Gleichungen 
(12)  einzusetzen,  empfiehlt  es  sich,  die  Elimination  der  Ui  zuvor  all- 
gemein auszuführen;  zu  dem  Zwecke  haben  wir  die  Gleichungen  (11), 
p.  358  zu  benutzen,  nachdem  in  ihnen  die  vierreihige  Determinante  A 
durch  die  entsprechende  dreireihige  ersetzt  ist,  deren  Werth  in  Glei- 
chung (28),  p.  383  angegeben  ist.  Wir  finden  so  z.  B. 
All  =  2jc  [(A,i^ii  -f  A,,A,,  +  A,^Ä,,)x, 

+  (^21^11  +   ^22^2  +  Ags^is)^ 

+  (Asi  Ai   +  ^32^12  +   ^33 -413)^3]  —  ^^1  , 

und  hierin  ist 

A,i  =  ^^(^22^33  -  M,)  +  A2^V  =  ^'Äa,,  +  l'w,\ 
A12  =  y^^Aa^^  -{-  xX(Ai^ti\  -f-  ^23 ^^2  +  ^33 «^3)  +  X^i(^itV2, 
A21  =  x^Aa^2  ~  uliA^^Wi  -|-  -423 Wg  +  ^33*^3)  +  l^w^w,^, 

u.  s.  f.     Das  Einsetzen  dieser  Werthe  ergibt 

A^i  =  271^  Ax^  —  —  x^X{aßx)iVaßi^  +  yf'^^'WxiVaCii  —  Ax^, 
und  unter  Berücksichtigung  des  Werthes  von  A,  wenn  wieder 

F(:u)  =  Y  (ahnf  =  —  iij  =  —  u/ 
gesetzt  wird: 

\K^A^  -f  y  X^wjj  «;  =  ic^A^Ua;  —  —  xX{aßx)WaUß 

Hierin  ist 

{aßx)WaUß  =  {a^hx  —  hßaa;)(abw)uß  =  2{ahiü)  a^lixiiß 

2 
==  —(acd)  hxlicii'iv)  (ticd)  —  (chw)  (tiad)  —  {dhw)  (ucd)] 

2 

=  Y  (<^cdy{u'bw)hx  =  AA{u'bw)hx  . 

Die  allgemeinste  eigentlicJie  ternäre  lineare  Transformation,  welcJie  der 
Bedingung  a^^  =  a/  genügt,  lautet  daher: 

^2^^  (x^  A'  +  }  Pwj)  I,  =  {x'A'  -  1  k'Wa')x, 

—  2xXA{hw)ihx  +  l'^WadiWx. 


(21) 
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Gehen  wir  auf  die  schon  in  (14)  benutzte  kanonische  Form  zurück, 
so  haben  wir  zur  Aufstellung  der  zuletzt  besprochenen  Bewegungen 
für  die  tvi  nur  die  in  (18)  angegebenen  Werthe  zu  wählen  und  finden 
so  folgendes  System  von  Transformationen,  unter  denen  (19)  wieder 
einbegriffen  ist: 

li  =       a?2,     I2  =      ^i>     I3  =  —  ^'3  ^^i^  öiue  Drehung  um   1,  1,  0, 

bl  ""^^  ^1;        52"^^  -^3;        53=  ^2        ?;  j;  ;>  «        ' ';     1,     1, 

bi  """^        ^^2;      52^"^        -^l?      &3  """^         '''3      7?         '>  ;?  ?7      ^7  ^j   ^1 

il  =         ^3>      fe2  "^^        ^2  7      ^3  ^^^         ^1      ;>         j;  ?;  77      I7   ^  ^  7 

5l  =  ^1;         §2  ""^  '^S?         §3'^^  *^2        77  77  77  77        ^     ^J  ^' 

Nach  den  obigen  Erörterungen  (p.  565  f.)  stellen  die  sechs  Schnitt- 
punkte unseres  Polardreiecks  mit  dem  Kegelschnitte  eine  binäre  Form 
sechster  Ordnung  dar,  welche  durch  eine  Gruppe  von  binären  linearen 
Transformationen  in  sich  übergeführt  wird;  und  zwar  ist  die  Ordnung 
der  Gruppe  gleich  der  Anzahl  der  von  uns  in  (14a),  (l'^b),  (16), 
(17),  (17a)  und  (21)  aufgestellten  Transformationen,  d.h.  gleich  24. 
Gleichzeitig  geht  aber  auch  diejenige  Form  achter  Ordnung  in  sich 
über,  welche  durch  die  Berührungspunkte  der  von  den  Punkten  (15) 
an  den  Fundamentalkegelschnitt  zu  legenden  Tangenten  repräsentirt 
wird,  endlich  auch  eine  Form  zwölfter  Ordnung,  dargestellt  durch 
die  Punkte,  in  welchen  der  Fundamentalkegelschnitt  die  Polaren  der 
Punkte  (18)  schneidet.  Betrachten  wir  nun  die  zuerst  erwähnte 
Form  sechster  Ordnung  als  Grundform  f,  so  muss  auch  jede  Co- 
variante  von  f  durch  dieselben  24  Transformationen  in  sich  über- 
geführt werden;  die  Formen  achter  und  zwölfter  Ordnung  sind  daher 
Covarianten  von  /";  ihr  Bildungsgesetz  werden  wir  sofort  näher 
kenneu  lernen.  Um  binäre  Variable  einzuführen,  haben  wir  x^,  x^, 
x^  gleich  solchen  quadratischen  Functionen  von  %^,  x.^  zu  setzen,  dass 
die  Summe  ihrer  Quadrate  identisch  Null  ist,  also  z.  B. 

Die  Schnittpunkte  unseres  Coordinatendreiecks  mit  dem  Kegelschnitte 

(23)  x^^  -f  x^^  -\-Xs^  =  0 

geben  gleichzeitig  die  Form  f  also  haben  wir  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  Ausdrucke  für  T  in  (9) 

(24)  f  =  a/ =  6x,x,{x,' -  X,') 

zu  setzen.     Dieselbe  verschwindet  für  die  Werthe 

0,  00,  1,  —  1,  i,  —  i 
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des  Verhältnisses  ic^^:x.^.  Durch  eine  Schluss weise,  die  wir  im  Fol- 
genden (beim  Ikosaeder)  nochmals  anwenden  und  dann  genauer  erörtern 
werden,  ergibt  sich  weiter,  dass  die  Hesse' sehe  Covariante  H  von  f 
in  den  acM  Fmikten  verschwindet,  welche  auf  (23)  durch  die  Linien  mit 
den  Coordinaten  (15)  ausgeschnitten  iverden,  und  dass  die  Functional- 
determinante  T  von  f  und  H  die  in  gleicher  Weise  durch  (18)  le- 
stimmten  FtmJcte  m  Niälpunlden  hat.  Wir  bestätigen  dies  direct 
durch  Berechnung  von  H  und  T\  es  wird: 

E=  {abfa/b/  =  -  2(^1«  +  x/  +  Ux/;«/) 

(25)  =  -  2 {oc,'  +  2}/^=^ X,' x/  +  7C,') 

X  (;f,^  -  2  }/=^;«/x/ +;«/), 
worin  weiter    ' 


und  zwar  entsprechen  den  Punkten  (15)  in  der  dortigen  Reihenfolge 
die  folgenden  Werthepaare  von  %^:  k,^; 

1  —  1/3        M-j/3_      1—  i/3      _    l+}/3^     l  +  |/3       1— V3 

i  —  1    '      i  —  1    '  i-fl    '  i  4-ir '      i-f  1    '      *  +  l    ' 

1  — ]/3     _   1-f  V3 

*  —  1    '  *—  1    ' 

Für  die  Functionaldeterminante  (erste  Ueberschiebung)  von  JJ  und  f 
finden  wir 

T=  (aby{ca)a/b/c/  ==  _  2(j{/2  _  s^jc^s^^i  _  33^^4^^s  _|_  ^_^i2) 

^^*^)       =  -  2i(x,''  +  ;c,^)(;</  +  ;c/  +  6^,'oc,'){k,'  +  x^'^  -  6^^. 

Die  Nullpunkte  von  T  sind  demnach  durch  folgende  Parameterwerthe 
bestimmt,  und  zwar  so,  wie  die  zugehörigen  ternäreu  Coordinaten  in 
(18)  paarweise  unter  einander  stehen: 

+  (l+i),     -^(l  +  ]/2),     -(1+1/2), 

±(l-i),  ^(1+1/2),  (1+1/2). 

Zwischen  /',  H,   T  besteht,  wie  man  leicht  bestätigt,   die  Identität: 

(27)  6T-  +  3^3  +  2^  =  0. 

Auf  der  linken  Seite  ist  jedes  Glied  von  der  24.  Ordnung  in  %^^,  ;<^; 
aber  scheinbar  ist  das  letzte  Glied  von  niedrigerem  Grade  in  den 
Coefficienten  von  /,  als  die  beiden  anderen.  Es  erklärt  sich  dies 
daraus,  dass  bei  unserer  kanonischen  Form  nur  Zahlenfactoren  vor- 
kommen; hieraus  geht  andererseits  hervor,  dass  /  keine  absolute  In- 
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Variante,  also  nur  eine  Invariante  besitzt.  Dieselbe  muss  vom  zweiten 
Grade  sein,  damit  (27)  in  den  Coefficienten  homogen  wird.  Da 
mm  A  =  (ahy  =  12  wird,  so  lautet  die  Identität  allgemeiner: 

(28)  36 T'  -\-lSH'-\-  Af^  =  0  *) . 

Mittelst  der  Substitution  (22)  und  der  entsprechenden 

5j  =  Aj^    -f-  /2  >      52  ^^^  ^(^1  ^2)7      53  ^^^  2^/l^A2 

finden  wir  aus  den  übrigen  ternären  Collineationen  (Gruppen  von 
Bewegungen)  leicht  diejenigen  binären  linearen  Transformationen^  durch 
ivelche  die  Formen  f,  II  und  T  gleichzeitig  in  sich  übergeführt  werden. 
Gemäss  den  Formeln  (16)  und  (17)  ist  nämlieh  der  Quotient  A  =  A^ :  A^ 
bez.  zu  ersetzen  durch 

^      ^  M-j-l'  ^  —  i'      V,  -\-  i'      V,  —  *' 

wo  K  =  'x.^'.x^,  und  gemäss  den  Formeln  (17a)  bez.  durch 

und  zwar  in  der  früheren  Reihenfolge.  Ebenso  geben  die  Transfor- 
mationen (21)  zu  binären  Substitutionen  Veranlassung,  die  entstehen, 
indem  A  bez.  ersetzt  wird  durch 

/oi\               •                •>'  —  *             'X-  —  1        •          .x  +  i       >i4-l 
(öl)         — ^x,     —t — p— ., j—r,     tu,     i .,     T- 

Die  in  (14  a)  und  (14  b)  aufgestellten  Collineationen  ergeben  endlich 
für  A  folgende  Werthe  (wobei  die  identische  Substitution  nur  einmal 
berücksichtigt  ist): 

i  i  »t-fl  Ix  —  1 

(32)  ._,       ,  .»  +  . 

l   —- ;— .  ,        —  ,         —   %  :  • 


*)  Allgemeiner  lautet  diese  Identität: 

2r^  =  ^  1  Ar  +  ^vP  +  Y  '^f"  -  ^'' 

wo  i  =  iy  =  (ab)'^ a^h^,  p  =  (^aiy a^  i~-^  vgl.  Clebsch,  Theorie  der  binären 
algebraischen  Formen,  p.  450.  Die  Gleichung  (28)  entsteht,  wenn  die  Covariante  i 
identisch  verschwindet;  und  hierdurch  ist  auch  eine  Form  f  der  im  Texte  unter- 
suchten Art  (d.  i.  die  Covariante  sechster  Ordnung  von  unendlich  vielen  bi- 
quadratischen Formen,  wie  sogleich  gezeigt  werden  wird)  vollkommen  charakte- 
risirt.  Diese  Formen  sechster  Ordnung  wurden  von  Clebsch  und  Gordan 
eingehend  studirt  (Annali  di  matematica,  Serie  II,  t.  1,  1867);  vgl.  auch  Clebsch 
a.  a.  0.  und  Crelle'g  Journal  Bd.  67,  sowie  Klein  a,  a.  0. 
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Man  sieht,  dass  alle  diese  24  Transformationen  in  dem  Schema*) 

(33)  **x,    — ,    i^—^,   ^^—r-7}   «  — Sj    *  — T-- 

^      >'  'm'         « —  1'         H  +  1'         M  —  i'         H-|-^ 

zusamraengefasst  werden  können,  wenn  h  jedesmal  die  Werthe  0,  1, 
2,  3  durchläuft. 

Durch  die  hiermit  festgelegten  besonderen  Beziehungen  der 
Wurzeln  unserer  drei  Gleichungen  zu  einander  ist  natürlich  die  Auf- 
lösung der  letzteren  sehr  vereinfacht.  Wenn  eine  binäre  Form  f  vor- 
liegt, von  der  wir  wissen,  dass  sie  durch  die  aufgestellten  Substitu- 
tionen in  sich  übergeht,  so  besteht  zwischen  ihr,  ihrer  Invariante  Ä 
und  ihren  Covarianten  H  und  T  die  Relation  (28),  und  ihre  Wurzeln 
zerfallen  nach  (24)  in  drei  Paare,  entsprechend  den  drei  Seiten  un- 
seres Polardreiecks.  Da  nun  nach  (25)  und  (26)  f,  H  und  T  keinen 
Factor  gemein  haben,  so  müssen   wegen  (28)   die  beiden  Ausdrücke 

vollständige  Guben  biquadratischer  Formen  t(,  v  sein;  die  letzteren 
denken  wir  uns  so  bestimmt,  dass 

~A  =  2u^,     T-  \pY^^^  =  2v\    H=  —  2uv 
wird.     Dann  folgt 

—  p  y —  Ä  =  U^  —  V^  =  {u  —  v)  (tl  —  8V)  (tl  —  £^v)  , 

wenn  £"  -j-  £  -j-  1  =  0  ist.  Die  Formen  u  —  v,  u  —  sv,  u  —  s^v 
sind  daher  die  Quadrate  von  den  drei  quadratischen  Factoren  von  /"; 
die  Form  f  verfällt  also  (abgesehen  von  einem  constanten  Factor)  in 
die  drei  quadratischen  Factoren,  tvelche  man  aus  dem  Ausdruclie 


Vv 


T^-\fV-A-E]/T-\py-A 


bilden  Jcann,  indem  man  für  s  die  drei  dritten  Wurzeln  der  Einheit 
setzt.  Aus  den  Wurzeln  von  f=0  ergeben  sich  dann  leicht  die- 
jenigen von  H  ==  0  und  T  =  0. 

Aus  Vorstehendem  geht  bereits  der  enge  Zusammenhang  hervor. 


*)  Vgl.  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  p.  43.  —  Diese  Trans- 
formationen sind  nach  Abel  (Crelle's  Journal  Bd.  3,  1828,  Oeuvres  completes, 
nouvelle  edition,  t.  2,  p.  459)  für  die  lineare  Transformation  des  elliptischen  In- 
tegrals erster  Gattung  von  Wichtigkeit;  vgl.  z.  B.  den  Schluss  von  Thomae's 
Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  (Halle  1873),  oder  Briot  et 
Bouquet,  thöorie  des  fonetions  elliptiques  (Paris  1875),  p.  611  fl". 
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in  welchem  die  Theorie  unserer  besonderen  Form  sechster  Ordnung 
/  mit  der  Theorie  der  allgemeinen  Formen  vierter  Ordnung  steht-, 
in  der  TJiat  kann  f  nach  (24)  als  Covariante  T^p  einer  hiquadratischen 
Form  tjj  und  somit  unendlich  vieler  Formen  ktp  -\-  lH,i,  angesehen 
werden"^).  Die  Lösung  von  f  =  0  kann  demnach  auch  dadurch  ge- 
schehen, dass  man  die  cubische  Resolvente  einer  dieser  Formen  vierter 
Ordnung  bildet  und  durch  deren  Lösung  f  in  seine  drei  quadratischen 
Factoren  zerspaltet.  Die  Formen  vierter  Ordnung  selbst  findet  man 
durch  folgendes  Verfahren.     Sei 

und 

so  ist  identisch: 

wie  man  mit  Hülfe  bekannter  Identitäten  oder  an  der  kanonischen 
Form  leicht  nachweist.  Hier  steht,  wenn  X^  :  k^  als  Parameter  auf- 
gefasst  wird,  links  die  allgemeinste  lineare  Combination  von  t^  und 
H,p\  auf  der  rechten  Seite  können  wir  f  statt  T.p  einsetzen,  und 
dieselbe  wird  dadurch  gleich  4m(:)€A)  ay^ax^,  wenn  m  einen  constanten 
Factor  bezeichnet.  Nun  ist  die  Covariante  T  der  Form  vierter  Ord- 
nung 

A.m{^l)tyHi'  =  c[fl^r^hi^  -  tx^h/] 
gleich**) 

c'-Ty,-  Q{h',  -  tx^)  =  -  2c'Ty,  •  [h'f, 

also  gleich  T^p,  wenn 

_  2c\h'f  =  —  2c\f{X)f  =  1 

gesetzt  wird.  Die  zu  f  gehörige  allgemeinste  biquadratische  Form  ist 
also: 

(34)  t^(jc)  =    ^    ^      -^  ^ 


wobei  Aj  :  "k^  einen  willkürlichen  Parameter  bezeichnet. 

In  der  bei  (24)   zu   Grunde   gelegten   kanonischen  Form   haben 
wir  bekanntlich 

wo  Z",  Z/  Constante  bedeuten.     Diese  Form  geht  vermöge  der  Sub- 
stitutionen 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  247. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  242,  Formel  (30)  und  p.  232,  Formel  (17). 
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welche  iu  unserer  Gruppe  von  24  Collineatiouen  enthalten  sind,  und 
welche  selbst  eine  der  oben  besprochenen  Diedergruppen  (p.  561  f.) 
bilden,  in  sich  über.  Die  anderen  20  Transformationen  führen  da- 
gegen ip  in  andere  Formen  vierter  Ordnung  i{;^,  il^,^,  ^3,  V;^,  t^g  über, 
die  natürlich  alle  zu  /"  in  derselben  Beziehung  stehen,  und  denen 
derselbe  Zahlenwerth  ihrer  absoluten  Invariante  zukommt,  da  sie 
durch  lineare  Umformungen  aus  einander  entstehen.  In  der  That 
gibt  es  in  dem  Systeme  immer  sechs  Formen  mit  derselben  abso- 
luten Invariante*).  Ersetzen  wir  k  = -'^  durch  ^i?^  oder  -j-  7-, 
so  geht  ^  über  in 

v^,  =  Ä-(V  +  V)  -  6i  W; 

wird  dagegen  x  durch  +  .   ,       oder  +  ttEti  6**setzt,  so  kommt: 

^2  =  2(Z  +  3Z)  (A,^  +  A/)  +  12{K  -  L)l,n,' , 

ebenso  erhalten  wir 

^3  =  2{K-  3Z)(A/  +  A/)  -f  12(Z'  +  L)k,%\ 
^,  =  2(^+  3i.)(V  +  V)  -  12{K-  L)X,H,\ 
^5  =  2{K-  3L)(V  +  V)  -  12(^  +  L)l,H, 

bez.  bei  den  Substitutionen 


2 
^2  1 


+  » — TT     oder    +^ — ~,     -\ j— .     oder     H '— ., 

+  *  — j — .     oder     +  *  — '— .  • 

Die  sechs  Formen  ij^  zusammen  geben  sonach  ein  System  von  24  Punlden, 
die  sich    hei   den    Substitutionen   unserer   Gruppen   unter  einander   ver- 
tauschen.    Wie    leicht    einzusehen,    muss    daher    eine    Gleichung    der 
Form 
(35)  t^t/'l^2^3^4^5  =  Kf  +  ^H'^ 

bestehen.  Für  Ä^  =  0 ,  ^  -f  3i  =  0  oder  ^  —  3Z  =  0  ergibt  sich 
die  Form  /"*;  in  jedem  der  drei  Fälle  werden  zwei  der  sechs  Formen 
ip  zu  vollständigen  Quadraten.  Für  L  =  0 ,  L  =  -\-  K  oder  L  =  —  K 
werden  jedesmal  zwei  der  Formen  ip  einander  gleich  und  stellen  ein 
harmonisches  Punktequadrupel  dar;  die  linke  Seite  von  (35)  wird  ein 
vollständiges  Quadrat,  und  zwar  proportional  zu  T'^,  wodurch  die 
Uebereinstimmung  mit  (27)  hergestellt  wird.  Die  zwölf  PiinJde  von 
T  =  0  zerfallen  also  in  drei  Quadrupel  mit  \armonischem  Doppelver- 
Jiältnisse  und  mit  gemeinsamer  Covariante  sechster  Ordnung  f. 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  246. 
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Zweimal  drei  Formen  ^  werden  mit  einander  identisch  für 
JT  =  -h  i  ]/ —  3 .  Dann  ist  die  linke  Seite  von  (35)  ein  vollstän- 
diger Cubus,  d.  h.  K  =  0.  Die  acht  Punkte  von  II==0  zerfallen  also 
in  zwei  Quadrupel  mit  äquianharmonischem  Doppelverhältnisse  und  mit 
gemeinsamer  Covariante  sechster  Ordnung  f.  Letzteres  geht  auch  direct 
aus  (25)  hervor. 

Die  harmonische  Form  a^  -j-  %^^  hat  die  Eigenschaft,  nicht  nur 
bei  den  Substitutionen  +  A,  +  ^~^;  sondern  auch  bei  den  Substitu- 
tionen +  i^,  ih  i^~^  in  sich  überzugehen;  auch  letztere  bilden  für  sich 
eine  Gruppe,  welche  indessen  mit  der  Diedergruppe  für  n  ==  4.  iden- 
tisch ist,  uns  also  nichts  Neues  bietet.  Anders  ist  es  mit  den  beiden 
äquianharmonischen  Formen;  eine  derselben,  z.  B. 


fi*  +  »«2*  +  2l/— 3jfi 


2«  2 
^2 


geht  sowohl  durch  die  Substitution  +  Jf,  +  J«~S  als  durch  die  Sub- 
stitutionen 

H r-r  ,      +  -^^      und       +  l j— . ,      +  l  — !— . 

in  sich  über.  Diese  12  Substitutionen  bilden  ebenfalls  für  sich  eine 
Gruppe  und  zwar  keine  der  bisher  betrachteten.  Für  jede  binäre 
hiquadratische  Form  mit  äquianharmonischem  Doppelverhältnisse  (d.  h. 
mit  verschwindender  Invariante  ^)  cxistirt  daher  eine  für  sie  charaMe- 
ristische  Gruppe  von  12  linearen  Suhstitutionen,  durch  welche  sie  in  sich 
übergeführt  wird.  Gleichzeitig  wird  natürlich  ihre  Hesse'sche  Co- 
variante in  sich  transformirt;  letztere  hat  somit  ebenfalls  ein  äqui- 
anharmonisches  Doppelverhältniss;  sie  ergänzt  die  gegebene  Form 
vierter  Ordnung  zu  einer  solchen  Form  achter  Ordnung  H,  wie  sie 
uns  als  Covariante  von  f  begegnete. 

Gehen  wir  zu  der  Darstellung  auf  der  Kugelfläche  (bez.  im 
Ebenenbündel)  zurück,  so  entspricht  der  Zerlegung  von  H  in  zwei 
äquianharmonische  Quadrupel  von  Punkten  die  Vertheilung  der  acht 
Ecken  des  Würfels  auf  die  Ecken  von  zwei  regulären  Tetraedern, 
welche  auch  nur  auf  zwei  Weisen  geschehen  kann.  Um  dieselbe 
auszuführen,  ziehe  man  von  einer  Ecke  des  Würfels  aus  in  jeder  der 
drei  in  ihr  zusammenstossenden  Seitenflächen  die  Diagonale;  die  End- 
punkte dieser  Diagonalen  ergänzen  die  erste  Ecke  zu  einem  regu- 
lären Tetraeder,  die  anderen  vier  Ecken  bilden  das  zweite  Tetraeder 
So  ist  auch  dem  bisher  nicht  benutzten  einfachsten  regulären  Körper  eine 
binäre  Form  und  eine  Gruppe  von  Transformationen  zugeordnet.  Die 
letztere  finden  wir  durch  das  Schema 

Clebsch,  Vorlesungen.    II,  1.  37 


^1> 

^27 

^3  5 

^17 

^2  7 

^37 

Vgl. 

(14a)  u. 

(14b), 

^17 

^2; 

^3  7 

^17 

^2  7 

^3  7 

77 

(14b), 

X^, 

^3  7 

^2  7 

^17 

'''3  7 

x^, 

77 

(14b)  u. 

(21), 

^17 

''^3  7 

^2  5 

^17 

a?3, 

^2  7 

77 

(21)          77 

(14b), 

^3  7 

^2; 

^17 

^37 

^2  7 

^17 

77 

(14b)   „ 

(21), 

Xq, 

^2  7 

^l5 

^37 

^2  7 

^17 

77 

(14b)   „ 

(21). 
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(36)     +Ä,  +3<   SH — j—,    -\ '-—,    -\-t—j—.,    4-«—^'-^ 

dargestellt.  Die  zugehörige  ternäre  Gruppe,  welche  also  auch  eine 
7ieite  Gruppe  von  Bewegungen  in  der  elliptischen  Ebene  darstellt,  ist  nach 
dem  Obigen  leicht  zusammenzustellen;  in  ihr  sind  die  neuen  Varia- 
bein 1/  bez.  gleich  folgenden  Ausdrücken  zu  setzen  (dabei  sind  die 
beiden  sich  in  (36)  nur  durch  das  Vorzeichen  unterscheidenden  Trans- 
formationen neben  einander  gestellt): 


(37) 


Bei  unseren  Betrachtungen  in  der  Ebene  kam  diese  Gruppe 
nicht  unmittelbar  zur  Geltung,  weil  durch  die  vier  Punkte  (15),  an 
die  wir  anknüpften,  uns  gleichzeitig  die  beiden  biquadratischen  Facto- 
ren  von  H  dargestellt  werden.  Um  sie  von  einander  zu  trennen, 
müssen  wir  in  jedem  der  vier  Punkte  die  beiden  von  ihm  ausgehenden 
imaginären  Tangenten  des  Fundamentalkegelschnittes  dadurch  unter- 
scheiden, dass  wir  den  durch  ihn  gehenden  Strahlen  einen  bestimmten 
Sinn  beilegen.  Wird  demgemäss  in  den  vier  Punkten  (15)  bez.  durch 
die  drei  Strahlen 

X2       x^  —  u ,  x.j  ~~  x^  —  u ,  x^  —  Xa  =^  u  m  1 ,  j. ,        1 , 

Xg       «Xg  —  u ,  Xg  "^    X-^  —  yj ,  Xi  —j    X2  —  vj  „  1 ,  X ,        i  , 

x^  -j-  x^  ==  ö ,  x^       rjjj  ==  U ,  x^  -\-  X.2  =  ^  ,7  1 )  —  1 ,        1 , 

it'2  "T~  x^  —  yj ,  x^  -^  x^  —  u ,  x^       x^  —  u  ,,  j. ,  1 ,  —  J. 

der  Sinn  für  die  entsprechenden  Strahlbüschel  festgelegt,  so  ist  damit 
die  eine  biquadratische  Form  dargestellt;  in  der  That  überzeugt  man 
sich  leicht,  dass  dieser  Sinn  durch  die  Substitutionen  (37)  nicht 
afficirt  wird. 

X.   Fortsetzung.  —  Die  Ikosaedergruppe  und  das  zehnfach 
Brianchon'sche  Sechseck. 

Es  bleiben  jetzt  nur  noch  diejenigen  regulären  Punkt-Anordnungen 
in  der  elliptischen  Ebene  zu  untersuchen,  denen  auf  der  Kugel  die 
Ecken  des  Ikosaeders  und  des  Pentagon-Dodekaeders  entsprechen, 
Dass   es   keine   anderen   regulären  Punktsysteme  in  der  Ebene   gibt, 
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kann  direct  durch  eine  Betrachtung  hewieseu  werden,  welche  der  in  der 
Elementargeonietrie  bei  den  regulären  Körpern  üblichen  genau  ana- 
log ist,  und  a^if  die  wir  deshalb  nicht  näher  eingehen.  Dass  es  ausser 
den  bereits  behandelten  Figuren,  welche  dem  Octaeder  entsprachen, 
nur  noch  die  dem  Ikosaeder  entsprechende  Configuration  gibt,  bei 
der  die  elliptische  Ebene  in  lauter  congruente  Dreiecke  getheilt  wird, 
zeigt  überdies  der  folgende  Ansatz. 

Einem  der  Punkte  des  regulären  Systemes  geben  wir  die  Coor- 
dinaten  0,  0,  1;  einen  zweiten  wählen  wir  auf  der  Axe  ic^  =  0  in 
der  Entfernung  ■0'  vom  ersten,  so  dass  ihm  die  Coordinaten  0,  sin-ö', 
cosO-  zukommen  (vgl.  p.  519).  Eine  wiederholte  Drehung  von  der 
Grösse    £   um   den   Punkt  0,  0,  1   führt  diesen   zweiten  Punkt  nach 

den  Gleichungen   (20),  in  denen  w^  =  W2  ==  0,  w.^  =  1,  %  =  cos  — , 

X  =  sin  —  zu   nehmen   ist,   und   die  sich   wieder  auf  die  kanonische 

Form  (23)  beziehen  mögen,  successive  über  in  die  Punkte 

—  sin '9' sin £,        sinO-cosf,       eos-O", 

—  sin'9'sin2£,     sin-O- cos2£,     cos-S-, 

—  sinO-sinSe,     siu'O'cosof,     cosO', 

und  s.  f.  Soll  sich  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  ergeben, 
so  muss  £  =  —  sein,  wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.  Wir  haben 
dann  die  n  Punkte  mit  den  Coordinaten 

(1)  —  sin 'S-  sin  v£,  sin-O-  cos  v£,  cosO'    für  v  =  0,  1,  2,  ...  n  —  1. 

Eine  Rotation  von  der  Grösse  tj  um  den  Punkt  w^^  iv^,  w^  führt 
nach  (13)  und  (20)  bei  unserer  Wahl  des  Coordinatensystemes  zu 
den  Formeln 

(2)  F{w)i,i  =  XiF(w)cos^  —  {xw)ism'rjy F(w)  +  (1  —  co^7])tüiiv,r; , 
wo 

F(tv)  =  Wj^  -\-  iv.^  +  w^ . 

Machen  wir  hierin  rj  =  £,  so  geht  der  Punkt  (1),  in  Folge  einer 
Drehung  um  unseren  zweiten  Punkt,  über  in  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten 

li  =  —  sin  -O-  ( —  sin  s  cos  vs  —  cos  -O"  sin  ve  -\-  cos  s  cos  0-  sin  vs) , 
I2  =  sin  ■9' (sin  s  sinvs  —  cos-O"  cos  v£  -\-  coss  cos 'S"  cos  ve). 


53 


cos '9'. 


Soll  dieser  Punkt  mit  dem  durch  die  Zahl  v  —  1  oder  v  -\-  1 
charakterisirten  Punkte  (1)  zusammenfallen,  so  ergibt  sich  die  Be- 
dingungsgleichung 

37* 
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(3)  COS  -9"  cos  £  —  cos  E  —  cos  -O"  =  0 , 

welche  nichts  Anderes  aussagt,  als  dass  der  Punkt  0,  0,  1  mit  irgend 
zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  der  Reihe  (1)  ein  gleichseitiges 
Dreieck  bildet,  wie  man  mittelst  der  oben  abgeleiteten  trigonome- 
trischen Formeln  leicht  bestätigt  (p.  519).  Es  wird  dann  in  der  That 
Ij  =  —  sin  &  sin  (v  —  l)s ,     I2  =  sin  -O"  cos  (v  —  1)  5 ,     ^3  =  cos  0' . 

Machen    wir    aber  in  (2)  rj  =  2s,    so    werden    die    Coordinaten    des 

neuen  Punktes  unter  Berücksichtigung  von  (3)  gleich 

sin  2£  sin  -9-,    —  2  (1  +  cos  s)  cos  s  cos  Q-,    —  (1+4  cos  s  -\-  4:  cos  d-) . 

Soll   derselbe  mit  einem   der  n  -\-  1  Punkte  (1)  zusammenfallen,   so 
sind  die  folgenden  drei  Gleichungen  zu  befriedigen: 
-|-  sin  (IE  =  sin2£ 

(4)  +  cos  ^£  =  —  2(1  +  cos  e)  cos  £  , 

-j-  cos  d-     =   1  —  4  cos  d'   —  4  cos  £ . 

Die  doppelten  Vorzeichen  der  linken  Seiten   sind  deshalb  zu  wählen, 
weil  bei  unseren  homogenen  Coordinaten  immer  ein  Factor  willkür- 
lich bleibt,  dieser  Factor  aber  sich  wegen  der  Relation 
X,'  +  X,'  +  X,'  =  i,^  +  1,2  +  ^3^ 

von  der  Einheit  höchstens  durch  das  Vorzeichen  unterscheiden  kann. 
Wählen  wir  zunächst  in  allen  drei  Gleichungen   das  untere  Zeichen, 

so  folgt  aus  der  dritten  cos^  £  =  —  •     Die  Annahme  cos  £  =  -^  würde 

wegen  der  zweiten  Gleichung  (4)  nicht  auf  einen  reellen  Werth  von 

£  führen;   es   muss   also   cos  £  =  —  —  oder  e  = -r-  gesetzt  werden. 

In  Uebereinstimmung  mit  der  zweiten  Gleichung  (4),  wo  ft  gleich  2 

zu  nehmen  ist,  wird  dann  cos2£  = —  und  die  erste  Gleichung  (4) 

ist  ebenfalls  befriedigt.  Wir  sind  auf  das  System  derselben  vier 
Punkte  geführt,  denen  bei  unserer  früheren  Betrachtung  die  unter 
(15)  angegebenen  Coordinaten  zukamen. 

Das   obere  Zeichen  in  der  dritten  Gleichung  (4)  führt  dagegen 
vermöge  (3)  zu  der  Relation 

4cos2£ -|- 2cos£ — 1  =  0,     also     cosf^-'-— j — , 

2  jj                                      ,                                       1        .         . 
oder  £  ^  -7--     Aus  (3)  finden  wir  weiter  cos-O"  = ^t  die  beiden 

ersten  Gleichungen  (4)  sind  dann  von  selbst  befriedigt,  wenn  ^  =  —  1 
gewählt  wird.     Wir  haben  ein  System  von  sechs  Punkten  vor  uns,  die 
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sich  hei  einer  Gruppe  von  6  .  4  -f-  1  =  25  Drehungen  nur  unter  einander 
vertauschen.  Die  15  Verbindungslinien  dieser  sechs  Punkte  schneiden 
sich  in  105  Punkten,  von  denen  60  zu  je  10  in  die  sechs  Punkte 
selbst  hineinfallen.  Von  den  übrigen  45  lässt  sich  zeigen,  dass 
sie  sich  in  zwei  Gruppen  zu  10  und  zu  15  Punkten  vertheilen,  von 
denen  erstere  je  einfach,  letztere  je  dreifach  als  Schnittpunkte  der 
fünfzehn  Verbindungslinien  zählen.  Als  Gleichung  der  Verbindungs- 
linie zweier  durch  die  Zahlen  ft,  v  charakterisirten  Punkte  des  Systemes 
(1)  finden  wir 

x^QO%%'{Q,osybE  —  cosvf)  -|-  x.^cos %•  {^m ^i E  —  sinvf) 

—  Ä^gsin-O- sin  (^  —  v)e  =  0 , 
oder 


(5)    x^  cos # sin 


fi  +  i/ 


x^  cos  ^  cos  —k —  E  -\-  %  sm  \f  cos  — 


:0. 


Eine  analoge  Gleichung  stellt  die  Verbindungslinie  der  Punkte  ^' 
und  v'  dar;  und  als  Coordinaten  des  Schnittpunktes  beider  Linien 
erhalten  wir,  wenn  /*'  =  ft  -j-  s,  v'  =  v  -\-  s  gesetzt  wird, 


(6) 


x^  =  —  sin  %■  cos 


x^  =       sin  '0'  cos 


E  Sin  —  E 

E  cos         '  —  E . 


Xo  =       cos '9' cos  — 

^  2 


Dieser  Punkt  liegt  offenbar  auf  der  Geraden 
(7) 


x-,  cos      V,    —  E  -j-  X2  sm      ^    —  f  =  0 


2  '    ^ —        2 

d.  h,  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktes  0,  0,  1  mit  dem  Punkte 


des   Systemes   (1),    wenn  ^  -{-  v  -\-  s   gleich   einer  geraden 

Zahl  ist.  Wählen  wir  erstens  s  =  1,  so  ergeben  sich  folgende  fünf 
Tripel  von  Verbindungslinien,  welche  sich  in  dem  Punkte  (6),  wo  die 
betreffenden  Werthe  von  ft  und  v  einzusetzen  sind,  schneiden: 


(8) 


^ 

V 

^' 

r 
V 

f^  +  ^  +  1 

2 

0 

3 

1 

4 

2 

1 

4 

2 

5(0) 

3 

2 

5(0) 

3 

6(1) 

4 

0 
0 

6(1) 

4 

7(2) 

5(0) 

4 

7(2) 

5(0) 

8(3) 

6(1) 
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Die  Zahlen  der  letzten  Horizontalreihe  der  Tabelle  sagen  z.  B.  aus, 
dass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  4  und  2  von  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  0  und  3  in  einem  Punkte  getroffen  wird,  durch  den 
auch  die  Verbindungslinie  des  Punktes  0,  0,  1  mit  dem  Punkte  1 
hindurchgeht.  Machen  wir  zweitens  s  ==2,  so  kommen  wir  zu  der 
folgenden  analogen  Tabelle: 


(9) 


f* 

V 

f*' 

v' 

(i-hv  +  2 

2 

0 

4 

2 

6(1) 

3 

1 

5(0) 

3 

7(2) 

4 

2 

6(1) 

4 

8(3) 

5(0) 

3 

7(2) 

5(0) 

9(4) 

6(1) 

4 

8(3) 

6(1) 

10(0) 

7(2) 

Grössere  Werthe  von  s  führen  nicht  zu  neuen  Linientripeln.  Hierin 
ist  eine  besondere  Eigenschaft  des  von  unseren  sechs  Punkten  (1) 
gebildeten  Sechsecks  ausgesprochen,  »denn  die  Diagonalen  eines  be- 
liebigen Sechsecks  schneiden  sich  nicht  in  der  angegebenen  Weise 
zu  dreien  in  einem  Punkte;  wohl  aber  kommt  diese  Eigenschaft 
nach  dem  Brianchon' sehen  Satze  (Bd.  I,  p.  50)  jedem  Sechsseite 
zu,  dessen  Seiten  einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren.  Von 
unseren  fünfzehn  Verbindungslinien  werden  daher  zehn  Kegelschnitte 
berührt  (und  jeder  von  sechs  Linien);  man  kann  das  Sechseck  daher 
auch  als  ein  zehnfach  Brianchon'sches  bezeichnen*).  Je  drei  neben 
einander  stehende  Linien  der  Tabelle  (8)  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  mit  den  Coordinaten 

(10)        — sin ö" sin 3« sin  v£,     sin'9"siu3£  cos  v£,     cos -O" sine, 

wo  V  bez.  gleich  2,  3,  4,  0,  1  zu  nehmen  ist.  Für  die  Tabelle  (9) 
ergeben  sich  ebenso  die  fünf  Schnittpunkte 

(11) — sin  0- sin  4s  sin  v£,     sin'9'sin4£  cos  vf,     2  cos -9' sin  y  sin  2 £. 

In  (10)  und  (11)  haben  wir  die  Coordinaten  der  erwähnten  zehn 
Brianchon 'sehen  Punkte. 


*)  Auf  diese  Sechsecke  wurde  Clebsch  bei  seineu  Uutersuehungeu  über 
die  Gleichung  fünften  Grades  geführt,  Math.  Annalen  Bd.  4,  p.  336  (1871); 
vgl.  auch  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  p.  216.  —  Wie  man  aus  dem 
Texte  ersieht,  erhält  man  ein  solches  besonderes  Sechseck  aus  dem  Ikosaeder, 
indem  man  letzteres  von  seinem  Mittelpunkte  aus  auf  die  unendlich  ferne  Ebene 
projicirt;  vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  12,  p.  530. 
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Von  den  noch  fehlenden  fünfzehn  »Schnittpunkten  ergeben  sich 
zehn,  indem  wir  die  Geraden  (5)  mit  den  Linien  (7)  zum  Schnitte 
bringen;  ihre  Coordinaten  sind  daher,  wenn  2X  =  ^  -\-  v  -\-  s  ge- 
setzt wird: 


sin  -9-  sin  A  £  cos 


(12) 


a?2  ==        sin  ■9' cos  Af  cos  ^—- — £, 
x^  =       cos  d'  cos  V-—~ X)  s  . 


Sollen  diese  Punkte  nicht  mit  den  Punkten  (6)  identisch  sein,  so  muss 


A  =  ^     oder     ==^ 


genommen  werden,  je  nachdem  ^  -{-  v  gerade  oder  ungerade  ist. 
Wir  erhalten  so  für  fi,  v,  l  die  aus  folgender  Tabelle  zu  ent- 
nehmenden Werthe: 


(13) 


I  II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

X 

0     0 

0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

3 

1     2 

3 

4 

2 

3 

4 

3 

4 

4 

3     1 

4 

2 

4 

2 

0 

0 

1 

Es  ist  nun  sehr  bemerkenswerth,  dass  die  Werthe  (12)  proportional 
sind  zu  den  Coordinaten  einer  gewissen  Linie  (5),  d.  h.  zu  den 
Grössen 


(14)    cos  ■0'  sm  - — ' —  E ,     —  cos  d-  cos  ~ —  —  s , 
Um  dies  zu  erkennen,  hat  man  die  Relationen 


sm  &  cos  — 


£ . 


sin  0"  =  —  2  cos  d'  = 


1/5 


s  3s 

cos  —  cos  — 

2  2 


—  =  COS  £C0S2£ 
4 


ZU  benutzen  und  findet  die  Zahlen  (i' ,  v'   aus  den  Gleichungen: 
^'  -\-  v'  ==  21, 

^'  —  v'  =  2,  wenn   ft  —  v  =  +4 
=  3,       „       a~v=  +  l 

=    4,  ;,  (l-V    =    ±2 

=  1;         ;;         ^—  ^  =  +  3. 

Schliesslich  kommt  man  so  für  ft',  v'  zu  der  Tabelle: 


(15)    ^ 
v' 


r 

ir 

111' 

IV' 

y 

vr 

vir 

viir 

IX' 

X' 

2 

3 

2 

3 

3 

4 

3 

4 

0 

0 

4 

5 

1 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

2 

3 

1 

4 

2 

4 

2 

0 

0 

3 

1 
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Wir  sehen,  class  die  Beziehung  eine  wechselseitige  ist:  dem  Punkte  I 
entspricht  die  Linie  I'  mit  den  Coordiuaten  (12),  welcher  dieselben 
Zahlen  zukommen,  wie  dem  Punkte  IX;  und  umgekehrt,  der  Punkt  I 
ist  durch  dieselben  Zahlen  charakterisirt,  wie  die  Linie  IX'. 

Die  letzten  fünf  einfachen  Schnittpunkte  werden  auf  einer  Linie 
(5)  durch  die  Gerade  mit  den  Coordinaten  (14)  ausgeschnitten,  wenn 
zwischen  ft,  v  und  }i',  v'  dieselben  Beziehungen  gelten,  wie  sie  in 
obigen  Tabellen  zum  Ausdrucke  kommen;  und  die  Coordinaten  dieser 
Punkte  ergeben  sich  proportional  zu  cosAe,  sinAf,  0,  wobei  die 
Zahl  A  aus  der  Tabelle  (13)  zu  entnehmen  ist.  Die  hervorgehobene 
Wechselbeziehung  bedingt  es,  dass  so  nur  fünf,  nicht  zehn  Punkte 
gefunden  werden.  Sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  identisch  mit 
denen  einer  Geraden,  so  ist  jener  der  Pol  dieser  in  Bezug  auf  den 
Fundamentalkegelschnitt;  somit  ergibt  sich  der  Satz:  Die  fünßeJin  Ver- 
hindungslinien  unserer  sechs  FunMe  sind  ihren  fünfzehn  einfachen  Schnitt- 
ptmJcten  so  zugeordnet,  dass  jeder  SchnittpunM  Pol  einer  geivissen  Ver- 
hindimgslinie  ist.  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  fünfzehn  ein- 
fachen Schnittpunkte  zu  je  fünf  auf  sechs  geraden  Linien  liegen, 
den  Polaren  unserer  ursprünglichen  sechs  Punkte;  ferner  dass  die- 
selben fünfzehn  Schnittpunkte  zu  dreien  auf  zehn  geraden  Linien 
liegen,  den  Polaren  der  oben  bestimmten  zehn  dreifachen  Schnitt- 
punkte  (8)  und  (9);  jene  sechs  Polaren  bilden  ein  zehnfach  Pas- 
caPsches  Sechseck,  u.  s.  w.  Wir  sehen,  dass  die  vollständige  Figur 
unseres  zehnfach  Brianchon' sehen  Sechsecks  sich  selbst  in  Bezug  auf 
den  Fundamentalkegelschnitt  polar-conjugirt  ist 

Durch  eine  leichte  Rechnung  überzeugt  man  sich,  dass  in  jedem 
der  fünfzehn  einfachen  Schnittpunkte  die  beiden  durch  ihn  hindurch- 
gehenden Verbindungslinien  sich  rechtwinklig  schneiden,  und  dass 
je    zwei    der    drei    durch    einen    der    zehn    dreifachen    Schnittpunkte 

gehenden  Verbindungslinien  sich  unter  einem  Winkel  von  —  be- 
gegnen. Hieraus  lässt  sich  vermuthen,  dass  unsere  ganze  Figur  auch 
durch   gewisse  Drehungen    von   der   Grösse  —  und  -r-  in  sich  über- 

geführt  werde.  Es  lässt  sich  dies  in  der  That  durch  Aufstellung 
der  entsprechenden  Transformationen  mittelst  der  allgemeinen  Glei- 
chungen (2)  bestätigen;  doch  unterlassen  wir  es,  jetzt  darauf  ein- 
zugehen, da  wir  im  Folgenden  neue  Coordinaten  einzuführen  haben, 
mit  deren  Hülfe  sich  die  betreffenden  Rechnungen  übersichtlicher  ge- 
stalten, wie  es  ja  meistens  einfacher  ist,  mit  der  Exponentialfunction 
statt  mit  den  trigonometrischen  Functionen  zu  operiren.  • 
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Mittelst  der  Substitution 

(16)  X  =  x.^  -{-  ix^,     ij  =  X2  —  ix^j     2  =  —  x^ 

führen  wir  neue  Veränderliche  x,  «/,  s  ein;  die  Gleichung  des  Fun- 
damentalkegelschnittes wird  dann 

(17)  xy  +  z^  =  0. 

Die  neuen  Coordiuaten  der  Punkte  (1)  finden  wir  nach  Unterdrückung 
eines  gemeinschaftlichen  Factors  gleich 

(18)  8-\  d\  |,  wo  d=rs 

und  wo  V  =  0,  1,  2,  3,  4  zu  nehmen  ist;  unser  erster  Funkt  behält 
die  Coordinaten  0,  0,  1.  Für  die  zusammengehörigen  zehn  Punkte 
(6)  hat  man  die  Relation 

8^-\-8  _         ^^4-^^  +  1  _  1  1         _  1(9  _  1/5  —  3 

zu  benutzen,  wenn  ^  —  v  entsprechend  der  Tabelle  (8)  gleich  +  3 
ist;  dagegen  die  Relation 

2  coa  — -  £ 
2 

WO  ft  —  "^  ="  dz  4  entsprechend  der  Tabelle  (9).  So  ergeben  sich 
die  Coordinaten 

(19)  d-^,  d^  -^^, 

wo  das  obere  Zeichen  für  die  Punkte  der  zweiten,  das  untere  für 
diejenigen  der  ersten  Tabelle  Gültigkeit  hat. 

Mittelst  derselben  Hülfsgieichungen  finden  wir   die  neuen  Coor- 
dinaten der  zehn  Punkte  (12)  gleich 

(20)  d-\    d\    3L±_^. 

Hierin  sind  für  X  dieselben  Zahlen  einzusetzen  wie  in  der  Tabelle 
(13),  und  das  obere  Vorzeichen  gilt  für  die  Punkte  I,  IV,  V,  VHI, 
X,  das  untere  für  die  Punkte  II,  III,  VI,  VII,  IX.  Diese  zehn 
Punkte  bilden  zusammen  mit  den  fünf  Punkten 

(21)  d-\     —d\0 

die  fünfzehn  einfachen  Schnittpunkte  der  fünfzehn  Verbindungslinien 
unserer    sechs    Ausgangspunkte.      Letztere    Linien    sind    die   Polaren 
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jener  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kegelsclinitt  (17);  die  Gleichungen 
der  fünfzehn  Verbindungslinien  werden  daher*): 

wobei  die  Zuordnungen  zwischen  Pol  und  Polare  in  obiger  Weise 
durch  die  Tabellen  (13)  und  (15)  vermittelt  werden. 

Unseren  Gruppen  von  6,  10  und  15  Punkten  entsprechen  nach 
Obigem  (p.  565  f.)  binäre  Formen  der  Ordnungen  12,  20  und  30,  welche 
durch  die  aufgestellten  Transformationen  in  sich  übergeführt  werden; 
sie  werden  auf  dem  Kegelschnitte  (17)  ausgeschnitten  durch  die 
Polaren  der  betreffenden  Punkte.  Insbesondere  wird  die  Form 
zwölfter  Ordnung,  die  mit  f  bezeichnet  sein  möge,  ausgeschnitten 
durch  die  Polaren  der  Punkte  (18)  und  durch  die  Linie  0  =  0. 
Führen  wir  daher  mittelst  der  Gleichungen 

(23)  a;  =  |,2,     y  =  -k',     ^=1^2 

binäre  Variable  |j^,  Ig  ^i^?  ^o  liefert  die  Gleichung  s  =  0  zunächst 
die  linearen  Factoren  |^  und  I2  von  /.  Um  die  übrigen  Factoreu 
zu  finden,  haben  wir  die  Substitution  (23)  in  den  Gleichungen 

(24)  d^x  +  d~hj  +  ^  =  0 

zu  machen,  und  finden  dadurch  die  übrigen  Wurzeln  -^  von  f=0 
gleich  {d  +  d')d\  (d^  +  d'')d\  wo 

2  '  1-1/5 

Wir  können  daher  setzen 

(25)  f = iM^,^' +  m,%' -  tn  ■ 

Gleichzeitig  mit  /  muss  auch  jede  Covariante  von  f  in  sich  trans- 
formirt  werden.  Sei  nun  f=a,i^  =  ^i^,  so  wird  die  Hesse'sche 
Determinante  H  ==■  {al>f  a^^^h^^^^ ,  und  die  Functionaldeterminante  von 
H  und  f  ist: 

Die  Ausrechnung  ergibt 

12^^=  -  (1,^^  +  l,'')  +  228(1,^^1/  -  ^,%'')  -  494i,'°|/% 

^^^^12r=(|,2o+|,3»)+522(li25|/-|,^|,^V  1005(1/^°  1,^«+!/°^/"), 
wobei  die  Relation 


*)  Hier  und  im  Folgenden  hat  man  x,  y,  2  bez.  durch  A^,  A^,  A^  zu  er- 
setzen, um  die  von  Klein  mitgetheilten  Formeln  zu  erhalten  (vgl.  Math.  Anna- 
len  Bd.  12,  jj.  529  ff.). 
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(27)  T^  =  12p  —  \2^  H^ 

identisch  erfüllt  ist.  Wir  behaupten  nun,  dass  die  Nullpunkte  von  H 
auf  dem  Kegelschnitte  (17)  durch  die  Volaren  der  zehn  Punlde  (19), 
und  die  Ntdlpimlcte  von  T  durch  die  Polaren  der  zusammengehörigen 
fünfzehn  Punlde  (20)  und  (21)  ausgeschnitten  werden.  Die  20  bez. 
30  Verschwindungspunkte  der  Covarianten  H  und  T  bleiben  jeden- 
falls in  ihrer  Gesammtheit  bei  unseren  60  Substitutionen  ungeändert. 
Bei  den  letzteren  ordnen  sich  alle  Punkte  der  Ebene  im  Allgemeinen 
zu  je  60  zusammen,  indem  jedes  der  60  Dreiecke,  in  welche  die 
Ebene  durch  die  fünfzehn  Verbindungslinien  unserer  sechs  Ausgangs- 
punkte getheilt  wird,  einen  solchen  Punkt  enthält*).  Die  Zahl  der 
zusammengehörigen  60  Punkte  sinkt  dann  und  nur  dann  herab  (und 
zwar  bez.  auf  12,  20,  30),  wenn  wir  es  mit  den  Eckpunkten  jener 
Dreiecke  zu  thun  haben.  Ein  Aggregat  von  Punkten,  welches  bei  den 
60  Drehungen  ungeändert  bleibt,  muss  eine  Zusammenfassung  solcher 
einzelnen  Punktgruppen  sein.  Die  Anzahl  der  Punkte,  die  es  um- 
fasst,  lässt  sich  also  in  der  Form  60a  -f-  12/3  +  20^  -f-  30d  ansetzen, 
wo  a,  ß,  y,  d  ganze  Zahlen  sind.  Soll  diese  Anzahl  nun,  wie  im 
Falle  H  =0,  gleich  20,  oder,  wie  im  Falle  T  =0,  gleich  30  sein,  so 
ergibt  sich  nur  eine  Möglichkeit  für  die  Bestimmung  von  «,  ß,  y,  d, 
nämlich  im  ersten  Falle  a  =  ß  =  d  =  0,  y  =  l,  und  im  zweiten 
Falle  a  =  ß  =  y  =  0 ,  d  ==  1.  Damit  ist  unsere  Behauptung  be- 
wiesen. 

Dasselbe  hätten  wir  direct  nachweisen  können  durch  Berechnung 
der  Parameter  1^,  l,,  welche  nach  (23)  zu  den  Schnittpunkten  der 
Polaren  der  Punkte  (19),  (20),  (21)  gehören.  Die  benutzte  Schluss- 
weise führt  indessen  schneller  zum  Ziele  und  ist  überhaupt  für  Pro- 
bleme unserer  Art  charakteristisch.  Sie  lässt  überdies  erkennen,  dass 
jede  Covariante  von  f  eine  ganze  Function  von  f,  H  und  T  sein 
muss,  ferner,  dass  jede  Covariante  von  niedrigerer  als  der  zwölften 
Ordnung  identisch   verschwinden   muss**).     Um  nun  in  den  Coordi- 


*)  Ein  zehnfach  Brianchon'sches  Sechseck  -wii'd  z.  B.  von  den  fünf  Ecken 
eines  gewöhnlichen  regulären  Fünfecks  zusammen  mit  dem  Mittelpunkte  des- 
selben gebildet.  Die  entsprechende  Figur  ist  ganz  besonders  geeignet,  alle  von 
uns  dargelegten  Gruppirungen  zu  veranschaulichen.  Um  die  60  Dreiecke  zu 
erhalten,  rauss  man  die  dvirch  die  unendlich  ferne  Gerade  geth eilten  Stücke  der 
Ebene  als  zusammengehörige  betrachten.  Die  unendlich  ferne  Gerade  selbst  ist 
Polare  des  Mittelpunktes  und  enthält  fünf  von  den  fünfzehn  einfachen  Schnitt- 
punkten der  fünfzehn  Verbindungslinien. 

**)  Auf  binäre  Formen  dieser  Eigenschaft  (Primformen)  wurde  Fuchs  bei 
seinen  Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit 
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naten  x,  ij,  s  unsere  60  fundameiitalen  TraDsformationen  wirklich 
aufzustellen,  gehen  wir  von  den  allgemeinen  Formeln  (13),  p.  567 
und  (20),  p.  570,  aus.  Die  Drehungen  von  der  Periode  5  um  den 
Punkt  0,  0,  1  ergeben  sich,  wenn  wir  w^  =  iv^  =  0,  %v^  =  \,  m^  =  0, 

Tj  =  (IS  =  -~  setzen;    dann  wird  Ä  = — , 

F{u)  =  -u,u,  —  ^u,\     ^  =  -4cotg2f^  =  4(^J^)  , 

und  die  Formeln  (20)  geben 

(28)  x'  =  d^'x,    y'^d-f'ij,    z' =  z , 

wenn  mit  x\  y',  z'  die  neuen  Coordinaten  bezeichnet  werden.  Com- 
plicirter  gestalten  sich  die  Rechnungen  für  die  Rotationen  um  die 
anderen  fünf  Punkte.  Soll  der  Punkt  mit  den  Coordinaten  (10)  fest 
bleiben,  so  haben  wir  zu  setzen 

w^  =  ö" ,     %v^  =  8—^ ,     w^  =  \,    u^  ==  —  (5^  ,     u^  =  d~^' ,    t%  =  0 , 

und  erhalten  aus  (13),  p.  567: 

Ferner  wird 

(hw\h  = -^  ^  —  ^~' '^ >     (bw)^})^  =  zd'' —  \  y , 
{hiv\  h^  =  —yd"  —  —  xd-" ,     tv„  w^  ==  —  d-",     iVa  w^  =  —  8% 

1  2  5 


algebraischen  Integralen  geführt  (Crelle's  Journal,  Bd.  81  und  85,  1876  und  78). 
Gordan  hat  gezeigt,  dass  die  fragliche  Eigenschaft  zur  Charakterisirung  der 
binären  Formen,  welche  in  obiger  Weise  zum  Tetraeder,  Octaeder  und  Ikosaeder 
gehören,  gerade  ausreicht  (Math.  Annalen,  Bd.  12,  1876).  Durch  andere  Be- 
trachtungen war  Schwarz  zu  diesen  binären  Formen,  insbesondere  ihren  kano- 
nischen Darstellungen  und  zu  den  zugehörigen  Gruppen  von  Transformationen 
geführt  (Crelle's  Journal  Bd.  75,  1873).  Im  Zusammenhange  mit  der  Invarianten- 
theorie hat  Klein  die  von  uns  betrachteten  Formen  und  Bewegungen  eingehend 
untersucht  (Math.  Annalen  Bd.  9  und  12,  1875  und  77);  derselbe  zeigt  insbe- 
sondere, dass  jede  Form  zwölfter  Ordnung,  deren  Covariante  i  =  {ab^a^b^  ver- 
schwindet, während  die  Discriminante  nicht  Null  ist,  auf  die  Form  (25)  trans- 
formirt  werden  kann.  Wedekind  erweiterte  diesen  Satz  dahin,  dass  es  ausser 
unseren  Formen  vierter,  sechster,  zwölfter  Ordnung  überhaupt  keine  anderen 
binären  Formen  gibt,  deren  vierte  Ueberschiebung  über  sich  selbst  verschwindet, 
es  sei  denn,  dass  eine  mehrfache  Wurzel  auftritt  (Studien  im  binären  Werth- 
gebiet,  Habilitationsschrift,  Karlsruhe  1876).  Ueber  andere  Arbeiten  von  B  rioschi, 
Cayley,  Halphen,  sowie  für  die  auf  p.  587  benutzte  Schlussweise,  vgl.  Klei  n's 
mehrfach  erwähntes  Werk. 
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Führt  man  nocli  Yb  mittelst  der  Relationen 

auf  die  Grösse  d  zurück,   so  ergeben  sich   schliesslich  folgende  For- 
meln für  die  Drehung  von  der  Grösse  ^s  um  den  Punld  (18) 
bd^^x'  =  zly'x  -  (5-2"(d^  -  Ify  +  28-- ^,{8^'  -  1)8, 

(29)  hd^'y'  =  -  d2v(d."  -  \yx  +  ^.,hj  +  2d''z/2(d"  —  \)z , 

bdf's'  =  d»'z/i {p^'—\)x  +  d-'-^aC^"  -  1) 2/  +  (2(5'''  +  <5'"  +  2)5; 
hierin  ist  zur  Abkürzung 

z/j  =  d2^'(d2  -f  d3)  —  d  -  dS     z^2  =  d^'(d  +  d^)  —  d2  -  d^ 
gesetzt.     Um  zu   erkennen,   wie   die   Schnittpunkte   der  Linie  0  =  0 
mit  dem  Kegelschnitte   successive  mit  den  Polaren   der  Punkte  (10) 
zur  Deckung  kommen,   bedient  man   sich  passend  der  in  Folge  der 
Relation  d^  +  d^'  +  d^  +  d  +  1  =  0  bestehenden  Identität 

(30)  2d^^'  +  d^"  +  2  =  d2.''(d."  —  Vf  (d^  +  1) , 

welche  nur  für  fi  =  0  nicht  anwendbar  ist.    Im  Falle  ft  =  0  führen 
die  Gleichungen  (29)  zur  identischen  Substitution  zurück. 

Versuchen  wir  jetzt,  auch  eine  Drehung  von  der  Grösse  n  um 
den  Punkt  (21)  formal  darzustellen!  Aus  (13),  p.  567,  erhalten  wir 
jt  =  0,  und  somit  geben  die  Gleichungen  (20),  p.  570: 

(31)  x'^^  —  ^-^^y,    y'  =  —  d^--x,     z'  =  —  s. 

Die  Transformation  entsteht  also  einfach  aus  (28),  indem  man  x 
mit  y  vertauscht.  Nun  kann  durch  eine  Substitution  (29)  jeder 
Punkt  (21)  mit  irgend  einem  anderen  der  fünfzehn  zusammengehö- 
rigen Punkte  zur  Deckung  gebracht  werden;  wir  erhalten  daher  die 
zehn  noch  fehlenden  Drehungen  von  der  Grösse  it,  oder  wenigstens 
einige  von  ihnen,  indem  wir  in  den  Gleichungen  (29)  x'  mit  y'  ver- 
tauschen. Dadurch  entstehen  aber  zwanzig  neue  Transformationen, 
und  wir  wissen  zunächst  nicht,  welche  von  ihnen  die  von  uns  ge- 
suchten sind;  die  übrigen  gehören  dann  jedenfalls  zu  den  zwanzig 
Drehungen  von  der  Periode  3.  Es  fehlen  dann  immer  noch  zehn 
von  den  60  Transformationen  des  zehnfach  Brianchon'schen  Sechs- 
ecks in  sich.  Die  Beantwortung  der  noch  offenen  Fragen  ergibt 
sich  sehr  leicht  nach  vorheriger  Umformung  der  Gleichungen  (29). 
Für  fA=  1,  2,  3,  4  nämlich  nimmt  die  obige  Grösse  z/^  bez, 
folgende  Werthe  an 

d(d2— 1),     1-d,     1  -  dS     d\l-8^), 
während  der  Grösse  z/g  bez.  die  Werthe 
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zukommen.  Benutzt  man  ferner  noch  die  Relation  (30)  und  führt 
die  Rechnung  für  die  Werthe  1,  2,  3,  4  von  fi  einzeln  durch,  so  lässt 
sich  das  Resultat  in  folgenden  Relationen  zusammenfassen;  es  ist 

gx'd'-     =  ((52  +  d')d^x  +  {d   -\-  d')d-hj  +  2z, 
(32)  Qy'ä—"-  =  (^   +  d^)d^x  +  (d^  +  d^)  d-hj  -f  2z, 

q/         =  d^x  +  S~'^y  +  0 , 

wenn  die  Zahlen  x,  2.  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt  werden: 
K^v  —  ^ ,     AE^v-f~  f«'(niod.  5)  für  /i.  =  2  oder  3 , 
%^v  -\-  ^ ,     K^v  —  ft(mod.  5)  für  ft  =  1   oder  4; 
wenn  ferner: 
9  =  (^-37^54^+1)  für  ^  =  2,  3;     ^  =  ^-^^— ^^^^^-^  für  ^.=  1,  4. 

Die  Gleichungen  (32)  sind  mit  (29)  vollkommen  äquivalent,  so  lange  ft 
nicht  durch  5  theilbar  ist.  Ist  aber  ft  ^  0  (mod.  5),  so  stellen  die 
Gleichungen  (29)  die  identische  Transformation,  die  Gleichungen  (32) 
dagegen  eine  neue  Transformation  dar,  welche  ebenfalls,  wie  mau 
leicht  erkennt,  unsere  6  Ausgangspunkte  nur  untereinander  vertauscht; 
es  wird  dies  dadurch  erklärlich,  dkss  für  ft  ^  0  (mod.  5)  die  benutzte 
Gleichung  (30)  nicht  mehr  anwendbar  ist.  In  den  Gleichungen  (32) 
können  daher  für  z,  X  alle  Werthe  0,  1,  2,  3,  4  eingesetzt  werden; 
wir  haben  dann  25  Gleichungen  gewonnen,  aus  denen  wir  25  andere 
durch  Vertauschung  von  x  mit  y' ,  d.  h.  durch  Combination  einer 
Substitution  (32)  mit  einer  Drehung  von  der  Grösse  %  erhalten. 
Die  so  gewonnenen  neuen  25  Transformationen  lauten*): 

^x'd'     =  (<5  +  (5^)^^ä;  +  (d^  4-  8'')8-Hj  +  2s, 
(34)  ^y'^-"-  ==  {p'  +  S'')8'^x  +  (d  +  8^)8-hj  +  2s, 

qz  =  8^x-\-  ^~^y  -\- ^  • 

Die  50  Gleichungen  (32)  und  (34)  gehen  uns  zusammen  mit  den  5  Glei- 
chungen (28)  und  den  5  Gleichungen  (31)  die  ganze  Grujype  der  60  Be- 
wegungen, welche  das  Brianchon^sche  Sechseck  in  sich  überführt.  Es 
bleibt  uns  nur  noch  zu  erörtern,  durch  welche  von  ihnen  die  Dre- 
hungen von  der  Periode  2,  durch  welche  diejenigen  von  der  Periode  3 
dargestellt  werden. 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jedes  Mal,  wenn  x  gleich  X 
gewählt  wird,  je  zwei  der  zehn  zusammengehörigen  Punkte  (20)  fest- 
bleiben, und  zwar  die  Punkte 


*)  Die  Formeln  (32)   und   (34)    werden   von  Klein  a.  a.  0.    (ohne  Hinzu- 
fügung einer  genaueren  Discussion)  mitgetheilt. 
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wenn  in  (32)  und  (34)  A  durch  a  ersetzt  wird.  In  der  That  bleibt 
ja  bei  einer  Drehung  von  der  Grosse  %  nicht  nur  der  Drehpunkt 
fest,  sondern  auch  jeder  Punkt  seiner  Polare  in  Bezug  auf  den  Funda- 
mentalkegelschnitt; man  hat  es  mit  einer  perspectivischen  Collineation 
zu  thun.  Die  Drehungen  von  der  Grösse  %  sind  daher,  abgesehen  von 
den  fünf  Gleichungen  (31),  durch  fünf  Gleichungen  (32)  und  durch 
fünf  Gleichungen  (34)  für  %  =  l  dargestellt;  die  übrigen  Gleichungen  (34) 
liefern  folglich  die  noch  fehlenden  20  Drehungen  von  der  Periode  3  um 
die  sehn  Punkte  (19). 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  zeigen  gleichzeitig,  dass  jede 
Drehung  von  der  Periode  5,  combinirt  mit  einer  gewissen  Drehung 
von  der  Periode  2  (z.  B.  Vertauschung  von  x  und  y  oder  von  x' 
und  «/')  mit  einer  Drehung  von  der  Periode  3  äquivalent  ist,  und 
umgekehrt,  dass  dagegen  jede  Rotation  von  der  Grösse  7t  zusammen 
mit  gewissen  anderen  Rotationen  derselben  Grösse  wiederum  eine 
Drehung  von  der  Periode  2  liefert*). 

Welche  Punkte  bei  den  einzelnen  Substitutionen  fest  bleiben, 
bestimmt  sich  am  einfachsten  dadurch,  dass  man  zu  den  entsprechenden 
linearen  Transformationen  der  durch  (23)  eingeführten  Veränder- 
lichen 1^,  I2  übergeht  und  mittelst  derselben  die  festbleibenden  Punkte- 
paare auf  dem  Fundamentalkegelschnitte  bestimmt;  der  dritte  un- 
verändert bleibende  Punkt  ist  als  Pol  der  Verbindungslinie  dieser 
beiden  leicht  zu  finden.  Da  die  Gleichungen  x'  =  0  und  y'  =  0 
Tangenten  des  Kegelschnittes  darstellen,  so  müssen  die  rechten  Seiten 
der  ersten  beiden  Gleichungen  (32)  vermöge  der  Substitution  (23)  zu 
vollständigen  Quadraten  werden,  und  da  0'  =  0  die  zugehörige  Be- 
rührungssehne liefert,  indem  die  Gleichung  x' y' -}- s'^  =  0  erfüllt 
wird,  enthält  die  rechte  Seite  der  dritten  Gleichung  (32)  die  beiden 
linearen   Factoren,    deren    Quadrate    in    x',  y'    vorkommen;    dadurch 

wird  es  bedingt,  dass  —f  und  ^  lineare  Functionen  von  1^,  I2  werden. 

In  der  That  haben  wir 

{8^8^)8%'-{d'^-\-8')d-^t^-\-2l,l,=  {8  ^8')8^[^,-{8'^  +  8')t,f, 
ö%'-8-'t,'-\-l,l,==8^-[l,-{8  +  8^)8-%~\%-{8'  +  8')l,y, 

*)  Mau  verfolgt  die  Augaben  des  Textes  leicht  genauer  an  einem  Modelle 
des  Ikosaeders,  wie  wir  weiterhin  noch  erwähnen  werden  (vgl.  unten  Abschnitt  XII). 
Näheres  über  die  Zusammensetzung  verschiedener  Substitutioneo  findet  man  bei 
Schwarz  a.  a.  0.  und  Klein  (Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  p.  24  ff.). 
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und  hieraus  erhalten  wir  die  den  Gleichungen  (32)  entsprechenden 
Unären  Transformationen: 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  den  Gleichungen  (34)  äquivalenten 
hinären  Substitutionen: 

(36)  ^i  =  d-"  (^  +  ^")gt+^~'l. . 

Hierzu  haben  wir  noch  die  aus  (28)  und  (31)  fliessenden  Gleichungen 

hinzuzufügen,  um  in  (35),  (36)  und  (37)  alle  60  hinären  linearen  Sub- 
stitutionen zu  erhalten,  welche  die  in  (25)  und  (26)  ^aufgestellten 
binären  Formen  f,  H,  T  in  sich  überführen*). 

Wir  haben  uns  bei  den  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen 
länger  aufgehalten,  nicht  nur,  weil  sie  an  sich  hohes  Interesse  bieten, 
sondern  auch  besonders,  weil  sie  mit  mannigfachen  anderen  Unter- 
suchungen in  Beziehung  stehen,  nämlich  nach  Vorstehendem 

1)  mit  der  Theorie  der  gewöhnlichen  regulären  Körper  und  der 
Frage  nach  den  endlichen  Gruppen  von  Rotationen  um  einen 
Punkt  in  der  gewöhnlichen  Euclidischen  Geometrie  des 
Raumes; 

2)  mit  der  Theorie  derjenigen  binären  algebraischen  Formen, 
welche  durch  eine  endliche  Gruppe  von  linearen  Substitutionen 
in  sich  übergehen,  und  mit  der  Frage  nach  diesen  endlichen 
Gruppen  selbst; 

ausserdem  aber  auch,  wie  wir  jetzt  sehen  werden, 

3)  mit  der  Frage  nach  den  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen 
im  gewöhnlichen  Sinne; 

4)  mit  der  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  fünften 
Grades  durch  elliptische  Modulfunctionen. 

In  der  That  ist  das  Studium  der  Gruppen  von  Bewegungen 
identisch  mit  dem  Studium  derjenigen  linearen  Transformationen  des 


*)  Ohne  Benutzung  der  von  Klein  zu  Hülfe  genommenen  geometrischen 
Betrachtungen  hat  Gor d an  alle  endlichen  Gruppen  von  binären  linearen  Trans- 
formationen rein  algebraisch  bestimmt  (Math.  Annalen  Bd.  12,  p.  23  ff.,  1877); 
vgl.  auch  Halphen,  Crelle's  Journal,  Bd.  84  (1878)  und  Atti  della  Reale  Acca- 
demia  di  Napoli,  1880,  sowie  Fuchs  a.  a.  0.;  ferner  für  weitere  Litteratur- 
angaben  Klein,  a.  a  0.  p.  136. 
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Raumes,  welche  den  imaginären  Kugelkreis  ungeändert  lassen;  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  hat  man  es  daher  wieder  mit  den  von 
uns  eingehend  studirten  Gruppen  von  Transformationen  eines  imagi- 
ginären  Kegelschnittes  in  sich  zu  thun*). 

Was  nun  die  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  im  elliptischen 
Räume  angeht,  so  sind  dieselben  durch  die  Aufstellung  aller  end- 
lichen Gruppen  linearer  Transformationen  im  binären  Gebiete  mit- 
bestimmt**). Wir  haben  nämlich  gesehen  (vgl.  p,  371),  dass  sich 
alle  Bewegungen  in  der  nicht-Euclidischen  Geometrie  aus  solchen 
linearen  Transformationen  der  Fundamentalfläche  in  sich  zusammen- 
setzen lassen,  bei  denen  das  eine  oder  das  andere  System  von  Er- 
zeugenden völlig  ungeändert  bleibt.  Da  sich  die  Erzeugenden  jedes 
Systems  rational  durch  einen  Parameter  darstellen  lassen,  sind  die 
Transformationen  dieser  Art,  welche  sich  auf  dasselbe  System  von 
Erzeugenden  beziehen,  geradezu  durch  die  linearen  Transformationen 
des  binären  Gebietes  dargestellt;  weil  ferner  bei  jeder  Transformation 
das  andere  System  nicht  afficirt  wird,  sind  die  beiderlei  Transfor- 
mationen mit  einander  vertauschbar.  Man  wird  sonach  alle  end- 
lichen Gruppen  von  Bewegungen  erhalten,  indem  man  jede  endliche 
Gruppe,  welche  aus  den  Transformationen  der  einen  Art  zu  bilden 
ist,  combinirt  mit  allen,  aus  den  Transformationen  der  anderen  Art 
zusammensetzbaren,  endlichen  Gruppen, 

XL  Das  zehnfacli  Brianchon'sclie  Sechseck  und  die  Auflösung 
der  Gleichungen  fünften  Grades. 

In  Rücksicht  auf  das  allgemeine  Interesse,  welches  die  von 
Hermite  und  Kronecker  zuerst  bewerkstelligte  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  erregt,  sei  es  gestattet,  auf  den  Zu- 
sammenhang derselben  mit  unseren  obigen  Betrachtungen  noch  näher 
hinzuweisen. 


*)  Vgl.  die  Note  zu  p.  372.  Die  Gruppen  von  Bewegungen  im  gewöhn- 
lichen Eaume  stehen  in  engem  Zusammenhange  mit  den  regulären  Gebiets- 
theilungen  des  Raumes  und  dadurch  mit  der  Theorie  der  Krystallsysteme ;  vgl. 
Sohncke:  Entwickelung  einer  Theorie  der  Krystallstructur,  Leipzig  1879,  ferner 
Minnige  rode:  Untersuchungen  über  die  Sjmmetrieverhältnisse  der  Ery  stalle, 
Nachrichten  der  K.  Ges.  d.  Wissenschaften  zu  Göttingen  1884,  1885  und  1887; 
endlich  Schönflies  ebd.  1888. 

**)  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  188. 

C  leb  seh,  Vorlesungen.   II,  1.  38 
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Unter  den  fünfzehn  Verbindungslinien  unserer  sechs  Ausgangs- 
punkte kann  man  sechs  so  auswählen,  dass  sie,  in  gewisser  Weise 
zu  Paaren  geordnet,  die  Ecken  des  Sechsecks  durch  ihre  Schnitt- 
punkte gerade  definiren;  und  die  Gleichungen  solcher  sechs  Linien 
lassen  sich  durch  Combination  von  nur  drei  linearen  Ausdrücken 
aufstellen.  Bezeichnen  wir  nämlich  kurz  mit  v  den  durch  (18)  defi- 
nirten  Punkt,   so  erhalten  wir  z.  B.  die  Gleichungen  der  drei  durch 

3  -1-  l/ö 

den  Punkt  d^,  d^, gehenden  Linien  0  -  3 ,   1  -  4 ,   und   der 

Verbindungslinie  von  0,  0,  1  mit  2  bez.  durch  Nullsetzen  der  drei 
Ausdrücke 

^^^)  Ä'  =  ^'x-ö-hJ^ 

hier'hei  ist  P'  —  Q'  =  {d  —  l)d^Ä'.  Ebenso  sind  die  Linien  1  -  3, 
0-2  und  die  Verbindungslinie  von  4  mit  dem  Punkte  0,  0,  1  durch 
die  Gleichungen  i?'  =  0,  5'  =  0,  B'  =  0  dargestellt,  wenn 

B'  =  d'x  +  d^y  —  2^(d  +  d*) ,    S'  =  dx-{-  dUj  —  20{d  +  d^) , 

Diese  drei  Linien  schneiden  sich  ebenfalls  in  einem  der  10  Punkte 
(19);  und  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  des  letzteren  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Punkte  der  Geraden  P'  =  0,  ^'=0,  A'  =  0 
ergibt  sich,  wenn  man  in  der  Gleichung  P'  —  kS'  =  0  den  Para- 
meter k  so  bestimmt,  dass  sie  erfüllt  wird  für 

x^d\     y  =  8\    B^-"^^- 

Nach  einigen  Umformungen  erhält  man  die  Gleichung  dieser  Ver- 
bindungslinie in  der  Form  M  =  0,  wenn 

M==x{ß  —  28^+  \)  ■\-  yiß^  -  28^  +  1) 
^^^^  -2B{d  -\-d^—d'  —  d3)  {\-  d  —  d^) . 

Nach  Einführung  von  M  werden  die  Gleichungen  von  J2'  =  0  und 

Ä'  =  0  bez. 

M^{d  —  1)8\2  —  d'  —  8')B'  =  0, 

M+{d  —  l)d^yöB'  =  0, 

wobei  Yö  =  d  -{-  d^  —  d^  —  öK     Setzen  wir  also 

B  =  {d-  1)^2(2  -d'-  d')  B',    m  =  — 2— ' 

so  erscheinen  die  Gleichungen  der  Linien  (39)  in  der  Form 
(41)  B-\-M=0,    B-\-mM-=0,    B  =  0. 
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In   analoger   Weise   ergeben   sich    die   Gleichungen    der  Linien  (38), 
nämlich: 

(42)  Ä  +  3I=0,     ^  +  mJf=0,     Ä  =  0, 

wenn 

A  =  id-  l)d'\2-d-  —  d')Ä\ 

während  M  und  m  ebenso  wie  vorhin  definirt  sind.    So  erhalten  wir*) 

den  Punkt  0, 0, 1  durch  den  Schnitt  d. Linien  yl=0  u.B  =  0, 

„        „        0        „        „        „       „      „      Ä-\-M=0    „B-j-mM=0, 
„        „         1         „        „        „       „      .      Ä  +  mM=0„B  +  3I=0, 
2        „       „        „       „      „      Ä=0  „B  +  mM=0, 

„        „       „     „      Ä  +  M=0    ,B  +  M=0, 
„        „       „      „      ^  +  mM=0„J5  =  0. 

Sind  die  Ecken  unseres  Sechsecks  nicht  einzeln,  sondern  nur  in 
ihrer  Gesammtheit  gegeben,  so  kommt  es  darauf  an,  sie  von  einander 
zu  trennen;  und  dies  geschieht  durch  Lösung  derjenigen  Gleichung 
sechsten  Grades,  tvelche  die  Verhindungslinien  eines  teliebigen  PunMes 
der  Ebene  mit  den  sechs  EcJcen  hestimmt  Dieser  Gleichung  kommen, 
wie  wir  zeigen  wollen,  jene  besonderen  Eigenschaften  zu,  die  unser 
Interesse  in  Anspruch  nehmen;  sie  hat  nämlich  eine  Besolvente  fünften 
Grades  und  ist  durch  elliptische  Modulfunctionen  lösbar,  wodurch  dann 
umgekehrt  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  vermittelt  wird. 
Andererseits  wird  hierdurch  auch  die  Bestimmung  der  Wurzeln  einer 
jeden  Gleichung  zwölften  Grades  gegeben,  welche  durch  eine  Gruppe 
von  linearen  Transformationen  in  sich  übergeführt  wird,  denn  diese 
Wurzeln  werden  auf  dem  Fundamentalkegelschnitte  durch  seine  Schnitt- 
punkte mit  den  Polaren  obiger  sechs  Ecken  dargestellt. 

Eliminirt  man  aus  einem  der  sechs  Paare  von  Gleichungen,  die 
wir  mittelst  der  linearen  Ausdrücke  (41)  und  (42)  bildeten,  und  aus 
der  Gleichung  ux  -\-  vy  -{-  wz  -\-  1  =  0  die  Veränderlichen  x,  y,  z, 
so  erhält  man  die  Gleichung  einer  der  sechs  Ecken.  Die  so  ent- 
stehenden Gleichungen  haben  die  Form 

?7=0,     U-\-mV-{-  W=0,     U-{-  V-\-mW=0, 
U^mV=0,     U-\-V+W=0,     U-\-mW=0. 


*)  Diese  Darstellung  ist  eine  einfache  Folge  der  besonderen,  im  zehnfach 
Brianchon'schen  Sechsecke  vorliegenden  Configuration  von  Punkten;  man  kann 
zu  ihr  gelangen  (und  so  geschieht  es  bei  Clebsch,  a.  a.  0.),  ohne  die  Coordi- 
naten  der  sechs  Ecken  und  die  Gleichungen  ihrer  Verbindungslinien  explicite 
aufzustellen. 

38* 
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Setzt  man  hierin  endlich 

U  =  Uq  -\-  Xu^ ,     V  =  Vq  -{-  Iv^ ,     W  =  Wq-\-  Iw^ , 

so  entstehen  Gleichungen  für  die  sechs  Parameter  A  derjenigen 
Strahlen,  welche  den  Schnittpunkt  der  Geraden  Uq,  Vq  und  %,  v^ 
mit  den  Ecken  des  Sechsecks  verbinden.  Bezeichnen  wir  sie  der 
Reihe  nach  mit  X^,  X^,  Ag,  A^,  A5,  Aß  und  mit  Uj,  Vi,  Wi  das,  was 
aus  ü,  V,  W  entsteht,  wenn  man  u,  v  bez.  durch  Uj,  Vi  ersetzt,  so 
haben  wir  die  Gleichungen: 

{Ü,  +  K,U,)  =0, 

{TJ,  +  X,U,)+     (Fo  +  A3  7,)  +  m(Tfo  +  A3Tr,)  =  0, 
{U,-{-X,U,)-\-m{V,-^X,V,)  =0, 

{U,-{-X,U,)-{-     {V,-^rX,V,)+     {W,  +  X,W,)=^0, 
(JJ,  +  X,Ü,)  J^ni{W,  +  X,W,)  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  sechs  Grössen  Üq,  Vq, 
^^01  ^1?  ^i>  ^ly  so  erhält  man  eine  Beziehung  zwischen  den  A, 
deren  Gültigkeit  unabhängig  davon  ist,  von  welchem  Punkte  der 
Ebene  aus  man  die  sechs  Strahlen  gezogen  hat.  Diese  Beziehung  wird 


0. 


Da  m^  —  m  —  1  =  0  ist,  so  findet  man  leicht,  dass  die  letzte  Glei- 
chung sich  in  folgende  umsetzen  lässt: 

^i^KK    \    ^4.K^i  "r  ^4:h^2  "T  K^5^3  ~r  A4A5A1 
~r  AgAgA^  -f~  A4A3A1  +  ^6^2^!  ~r  ^2^3^!  ~r  A5A2A3 


^I 

0 

0 

0 

0 

^2 

m 

mX.2 

1 

h 

h 

1 

h 

m 

mAg 

K 

m 

mX^ 

0 

0 

h 

1 

h 

1 

h 

X, 

0 

0 

m 

mX. 

(43) 


A^AgAg 
Ag  Ag  A3 


An  Kr.  A> 


g/lg/Vg 


A4  A2  Ag 


4    2     1  6     3     1  AeAoA-i    Ae  Aq  Aj    ^=^  K)  • 

Der  Ausdruck  links  ist  die  einfachste  Combination  der  Wurzeln  A, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  durch  Vertauschung  derselben  nur  sechs 
Paare  von  gleichen  und  entgegengesetzten  Werthen  anzunehmen. 
Von  ihr  hat  Joubert*)  gezeigt,  dass  das  Product  der  sechs  Werthe, 


*)  Vgl.  Comptes  rendus,  1867. 
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welche  der  Ausdruck  für  positive  Periuutationen  der  Wurzeln  an- 
nimmt, sich  durch  eine  Invariante  der  Form  sechster  Ordnung 

ausdrückt,  was  hier  ohne  Beweis  mitgetheilt  werden  möge.  Setzen 
wir  nämlich  symbolisch 

F=a/^  =  h./  =  --' 
und  bilden  die  Covarianten  und  Invarianten 

A  =  (abf ,     i  =  (ahfay^hj'  =  «/ , 

B  =  (iij,   r=  {iij{i'i'j{i"iy, 

so  wird  das  Verschwinden  eines  der  Ausdrücke,  welche  aus  (43) 
mittelst  der  erwähnten  Permutationen  zu  bilden  sind,  durch  das  Ver- 
schwinden der  Invariante 

(44)  125r  —  75AB  -  ÖA^ 

angezeigt.  Demnach  haben  wir  folgenden,  für  unser  Sechseck 
charakteristischen  Satz: 

Alle  Systeme  von  sechs  Strahlen,  welche  von  Ptinkten  der  Ebene 
nach  den  EcJcen  eines  sehnfach  Brianchon' sehen  SechsecJcs  gebogen 
werden  Joannen,  haben  die  Eigenschaft,  dass  für  die  durch  sie  repräsen- 
tirten  Formen  sechster  Ordnung  die  Invariante  (44)  verschwindet. 

Die  den  sechs  Strahlen  entsprechende  Gleichung  sechsten  Grades 
besitzt  im  vorliegenden  Falle  eine  Resolvente  sechsten  Grades,  weiche 
infolge  der  Gleichung  (43)  eine  Wurzel  Null  hat  und  sich  demnach 
auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  reducirt.  UmgeJcehrt  ist  die  Lösung 
der  leideren  auf  die  Bestimmung  der  sechs  Grössen  X  mrücJcgeführt ; 
und  diese  wieder  geschieht  mittelst  der  elliptischen  Functionen;  denn  es 
lassen  sich  durch  Lösung  quadratischer  und  cubischer  Hülfsgieichungen 
unendlich  viele  Punkte  der  Ebene  bestimmen  (wie  wir  sogleich  sehen 
werden),  für  welche  die  von  ihnen  ausgehenden  sechs  Strahlen  eine 
binäre  Form  F  mit  verschwindender  Invariante  A,  also  auch,  wegen 
(44),  mit  verschwindendem  T  repräsentiren,  und  andererseits  hat 
Gordan*)  gezeigt,  dass  jede  Gleichung  sechsten  Grades,  deren  In- 
varianten A  und  r  Null  sind,  durch  eine  lineare  Transformation,  zu 
deren  Auffindung  die  Lösung  einer  Gleichung  vierten  Grades  nöthig 
wird,  in   die  Modulargleichung  der  Transformation   fünfter  Ordnung 


*)  Vgl.  Annali  di  matematica,   serie  II,  t.  2,  sowie  Clebsch,  Theorie  der 
binären  algebraischen  Formen,  p.  458. 


598  Dritte  Abtheilung. 

der  elliptischen  Functionen   übergeführt   werden  kann,   d.  h.  in  eine 
Gleichung,  deren  Lösung  als  bekannt  angenommen  werden  darf*). 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  besprochenen  Verhältnisse  an 
unserem  Coordinatensysteme  näher  zu  erörtern.  Die  Gleichung  der 
sechs  Fundamentalpunkte  ist 


IV 


1—4 


oder,    wie    man    durch    Ausführung    der   Multiplicationeu    leicht    be- 
stätigt, 
(45)  Q,'-Q,  =  0, 


wo 


(46) 


ßo  =  uv-{--jtv\ 


Q^  =  u^v^  —  -^  u^v^'W^  +  Y  *^^^^*  ~"  Y  ^''*^  "^  ^^)  ^^' 


2 

Aus   der  linken  Seite   von  (45)  erhalten  wir  die   obige  binäre  Form 
F  mittelst  der  Substitution 

(46a)  II  =  Xj^Uq  +  »«2%  ?  ^  =  ^1^0  +  '^2^1 )  ^  =  '«i^o  +  ^2^1  • 
Um  nun  den  Ort  der  Punkte  zu  finden,  für  welche  die  Invariante  A 
verschwindet,  berechnen  wir  dieselbe  nicht  direct  aus  den  Coeffi- 
cienten  von  F,  sondern  schlagen  einen  indirecten  Weg  ein,  bei  dem 
wir  zugleich  eine  Resolvente  fünften  Grades  von  F  =  0  kennen  lernen 
werden.  Es  ist  nämlich  besonders  bemerkenswerth,  dass  die  Existenz 
einer  solchen  Resolvente  aus  unserer  Figur  des  sehnfach  Brianchon- 
schen  Sechsecks  ganz  von  selbst  hervorgeht;  und  hierin  liegt  der  wesent- 
liche Vortheil  unserer  geometrischen  Betrachtung.  Gehen  wir  von 
irgend  einem  der  fünfzehn  einfachen  Schnittpunkte  (20)  und  (21)  aus, 
so  werden  die  beiden  sich  in  ihm  unter  rechtem  Winkel  begegnenden 
Geraden  von  der  Polare  des  Punktes  zu  einem  Dreiecke  ergänzt, 
welches  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  Fundamentalkegelschnitt  (17) 
ist,  und  auf  dessen  Seiten  sich  je  zwei  unserer  sechs  Ausgangspunkte 
befinden.  Aus  den  fünfzehn  Verhindungslinien  Jiann  man  fünf  solcher 
Dreiecke  bilden,  und  der  Aufsuchung  derselben  entspricht  die  Lösung  der 
envähnten  Eesolvente  fünften  Grades**). 


*)  la  vorstehender  Weise  hat  Clebsch  (Math.  Annalen,  Bd.  4,  1871)  die 
Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades  mit  der  Figur  des  zehnfach  Brian- 
chon' sehen  Sechsecks  in  Verbindung  gebracht. 

**)  In  dieser  Weise  hat  Clebsch  die  Existenz  der  Resolvente  fünften 
Grades  zuerst  geometrisch  gedeutet  (a.  a.  0.);  nur  büdet  er  diese  Dreiecke  nicht 
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Die  Gleichungen  dieser  fünf  Dreiecke  findet  mau  mit  Hülfe  der  obi- 
gen Tabellen  (13)  und  (14)  und  der  Gleichungen  (22)  leicht  in  fol- 
gender Gestalt: 

(d^x-d-hj)[{l-\-yö)0-{-d^x-\-ö-hj][{l  —  yö)z-{-d^x-\-d-^y]=O 

für  A  =  0,  1,  2,  3,  4;  und  nach  Auflösung  der  Klammern  erscheinen 
sie  in  der  Form  yv  =  0,  wenn 

(47)  y,.  =  d'P,  -f  d^'P^  +  d'^P,  +  d^^'P, 
gesetzt  wird  (für  v  =  0,  1,  2,  3,  4),  und  wenn  weiter: 

Pi  =  —  ä;(4^^  —  xy) ,    Pg  =  20x^  —  i/ , 
P,  =  -  20f  -i-x\        P,  =  2/(4^2  -  xy). 

Die  Gleichungen  y^  =  0  stellen  fünf  Curven  dritter  Ordnung  dar^ 
auf  welchen  die  Ecken  unseres  Sechsecks  sich  befinden;  da  aber 
durch  sechs  Punkte  nur  eine  dreifach  unendliche  lineare  Schaar 
solcher  Curven  hindurchgeht,  so  muss  zwischen  den  Ausdrücken  (47) 
eine  lineare  Relation  bestehen;  und  in  der  That  findet  man  leicht 

(48)  2/i  +  2/2  +  2/3  +  ^4  +  2/5  =  0 . 

Ferner  muss  zwischen  je  vier  dieser  Ausdrücke,  da  dieselben  ganze 
homogene  Functionen  dritten  Grades  in  x,  y,  z  sind,  eine  Identität 
dritten  Grades  bestehen;  in  der  That  ist  identisch 

(49)  2/1^  +  2/2^  +  2/3' +  2//  + 2/5' =  0. 

Die  Relationen  (48)  und  (49)  lehren  uns  bereits  zwei  symmetrische 
Functionen  der  y^  kennen,  wodurch  die  Aufstellung  einer  von  den 
Grössen  (47)  befriedigten  Gleichung  fünften  Grades  erleichtert  wird. 
Die  Berechnung  der  fehlenden  symmetrischen  Functionen  führt  zu 
dem  Resultate 

(50)  f  +  10X,^3  -f  5 (9Z,2  -  X,X^y  -  Z)  =  0, 
worin*): 


unmittelbar  an  unserer  ebenen  Figur,  sondern  auf  einer  gewissen  Fläche  dritter 
Ordnung,  deren  eindeutige  Abbildung  durch  das  von  uns  studirte  besondere 
Sechseck  wesentlich  vermittelt  wird.  Ueberträgt  man  unsere  Figur  dualistisch 
auf  ein  Ebenenbündel,  so  treten  beim  Ikosaeder  fünf  Tripel  von  ausgezeichneten 
Ebenen  auf,  deren  Existenz  Klein  seinerseits  bemerkte,  und  zur  Interpretation 
der  Resolvente  fünften  Grades  benutzte.  —  Geht  man  von  dem  regulären  Fünf- 
ecke aus  (vgl.  oben  die  Note  zu  p.  587),  so  geht  eine  Seite  eines  jeden  der  fünf 
Dreiecke  durch  den  Mittelpunkt  des  Fünfecks;  die  anderen  beiden  stehen  zu 
ihr  senkrecht. 

*)  Diese  Ausdrücke  wurden  von  Brioschi  berechnet,   Annali  di  matema- 
tica,  Serie  1,  1858. 
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Xi  =  Ss'^xy  —  2&^x^tf  +  x^if  —  0(^1;^  +  tf) , 

X2  =  2>208^xhf  —  ims^x^if  +  2O02a;*2/*  +  6^^2/^ 
(51)  _  4^ (x^  4-  ^5)  (32^4  _  208^xy  +  öa^^'O  ^  ^10  ^  ^1 

2)  =  (:r5  —  ?/^)(a;5/  —  lOOx^y^»''  +  1200  a;»^^^* 

—  ?>M<dc(?y''z^  +  3840^:2/2'  —  1024^^'^) 
_|_  ^(^io_^io)  (10:^2  i/  -  160  a;?/ ^2  _|_  352^4)  _|_  (^^it>_yVoy 

Man  bemerkt,  dass  die  Ausdrücke  Xq,  X^  aus  Q^,  Q^  entstell eu,  wenn 
man  unter  x,  y,  z  den  Pol  der  Linie  u,  v,  iv  in  Bezug  auf  den 
Fundamentalkegelschnitt  versteht.  Die  Gesammtlieit  der  fünf  Drei- 
ecke^ d.  li.  unserer  fünfzehn  Verbindungslinien,  ist  durch  die  Gleichung 
B  =  0  dargestellt.  Eine  Wurzel  der  Gleichung  (50),  gleich  Null  ge- 
setzt, gibt  die  Gleichung  eines  der  fünf  Dreiecke. 

Diese  Dreiecke  stehen  zu  den  Ecken  unseres  Sechsecks  in  einer 
durch  lineare  Transformationen  unzerstörbaren  Beziehung.  Die  sym- 
metrischen Functionen  der  y^  sind  daher  nothwendig  Covarianten 
der  linken  Seite  von  (45)  und  gehen  bei  den  sechzig  Transforma- 
tionen unserer  Gruppe  in  sich  über.  Jede  solche  Covariante  muss 
den  Kegelschnitt  Xq  =  0  in  Punkten  schneiden ,  welche  auf  dem 
Kegelschnitte  binäre  Covarianten  unserer  Form  zwölfter  Ordnung 
f  darstellen.  Die  letztere  hat  nun  keine  von  f  verschiedene  Co- 
variante zwölfter  Ordnung;  jede  für  uns  in  Betracht  kommende  ter- 
näre  Covariante  sechster  Ordnung  unterscheidet  sich  daher  von 

(52)  lOX,  =  -  I  (y,'  +  y.^  +  y,'  +  V,'  +  V-^) 

nur  um  Glieder,  welche  den  Factor  Xq  enthalten.  Fragen  wir  anderer- 
seits nach  solchen  Punkten,  deren  Verbindungslinien  mit  den  Ecken 
des  Sechsecks  binäre  Formen  F  mit  verschwindender  Invariante  A 
darstellen,  d.  h.  nach  Punkten,  von  welchen  an  die  Curve  (45)  sechs 
Tangenten  mit  verschwindender  Invariante  A  gelegt  werden  können, 
so  lässt  sich  der  Ort  dieser  Punkte  nach  dem  bekannten  Uebertra- 
gungsprincipe*)  leicht  darstellen.     Sei  nämlich  symbolisch 

Qq^  —  Q^  =  Ua'^  =  Uß\ 

so  ist  unmittelbar 

(53)  {aßxf  =  0 

die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  in  homogenen  Coordinaten  x^ 
X2,  Xo,.     Diese  Curve    ist   also   von  der  sechsten  Ordnung,    und  die 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  275  ff. 
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linke  Seite  ihrer  Gleicliung  demnach  von  X^  höchstens  um  Glieder 
verschieden,  die  den  Factor  Xq  enthalten,  und  zwar  muss  man  haben 
(54)  {aßxy==JcX,  +  IX^', 

wenn  unter  /c,  l  Constante  verstanden  werden.  Nun  lässt  sich  die 
linke  Seite  von  (53)  auch  als  simultane  Invariante  der  linearen  For- 
men Ux,  IIa,  Ub,  .  . .  darstellen,  wenn  Ua==  0,  Uß  ==  0 ,  ...  die  Glei- 
chungen der  sechs  Ecken  sind.  Folglich  ist  (aßxy  gleich  einer 
Summe  von  Producten  aus  je  sechs  Factoren  vom  Typus  (ÄBx)  und 
aus  anderen  Factoren,  welche  x  nicht  enthalten.  Diese  Summe  ent- 
hält nothwendig  jede  der  Reihen  Ä,  B,  .  .  .  zur  zweiten  Dimension; 
irgend  eine  der  Reihen  kommt  also  in  jedem  Producte  zweimal  mit 
den  Xi  in  einer  Determinante  vereinigt  vor.  Setzen  wir  also  die  Xi 
z.  B.  gleich  den  Ai,  so  verschwindet  (ccßxy  von  der  zweiten  Ordnung. 
Die  Ciirve  (53)  hat  daher  in  jeder  unserer  sechs  Eclten  einen  Doppel- 
punlct;  dieselbe  Eigenschaft  kommt  der  Curve  X^  =  0  zu,  und  folg- 
lich ist  in  (54)  l  =  0  zu  nehmen,  d.  h.  der  Ausdruck  X^  ist  his  auf 
einen  Zahlenfactor  gleich  der  Invariante  A  derjenigen  binären  Form  F, 
ivelche  aus  (45)  durch  die  Suistitution  (46  a)  hervorgeht. 

Um  nun  Punkte  der  Curve  X^  =  0  zu  finden,  haben  wir  Werth- 
systeme  y,.  zu  suchen,  welche  den  Gleichungen  (48),  (49)  genügen  und 
gleichzeitig  den  Ausdruck  (52),  d.  h.  2JiJv^,  zum  Verschwinden  bringen. 
Eliminiren  wir  mittelst  (48)  etwa  1/5,  so  haben  wir  einen  Punkt  der- 
jenigen Raumcurve  zu  suchen,  in  welcher  sich  die  Flächen  zweiter, 
bez.  dritter  Ordnung  Ui/r^  =  0  und  Ui/v^  =  0  schneiden.  Vermöge 
einer  quadratischen  Gleichung  werden  unendlich  viele  Erzeugende 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  gegeben,  und  auf  jeder  findet  man  dann 
drei  Punkte  jener  Raumcurve  durch  Lösung  einer  cubischen  Gleichung. 
Jedem  Punkte  y  unserer  Fläche  dritter  Ordnung  entspricht*)  ver- 
möge (47)  ein  Punkt  x,  y,  ^;  denn  ein  solcher  Punkt  wird  durch 
drei  lineare  Gleichungen  zwischen  den  y^  dargestellt,  und  diese  geben 
in  unserer  Ebene  drei  Curven  dritter  Ordnung,  welchen  ausser  den 
sechs  Ausgangspunkten  noch  ein  Punkt  gemeinsam  ist.  Die  Be- 
stimmung des  letzteren  geschieht  also  durch  rationale  Operationen. 
Hiermit  hahen  tvir  gezeigt,  dass  es  in  der  That  möglich  ist,  durch  Auf- 
lösung von  nur  quadratischen  und  cubischen  Gleichungen  unendlich  viele 
Funkte  der  Curve  A  =  0  oder  X^  ==  0  m  finden.  Biese  Betrachtung 
besteht  unabhängig  davon,  dass  bei  ihr  die  Wurzeln  unserer  Hülfs- 
gleichung   (50)    bemitzt   wurden.     Sind  nämlich   die    sechs   Ausgangs- 

*)  Das  genauere  Studium  der  besonderen  Fläche  dritter  Ordnung,  deren 
eindeutige  Abbildung  auf  die  Ebene  hier  vorkommt,  wird  uns  in  einem  späteren 
Theile  des  vorliegenden  Werkes  beschäftigen  (vgl.  Clebsch,  a.  a.  0.). 
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punkte  nur  in  ihrer  Gesammtlieit  durch  eine  Gleichung  »/  =  0  ge- 
geben, so  lege  man  durch  sie  vier  beliebige  Curven  dritter  Ordnung 
fj^  =  0,  ^2  =  0,  ■J?3  ==  0,  ^4  =  0  hindurch;  es  kann  dies  durch  ratio- 
nale Operationen  geschehen,  weil  dabei  nur  symmetrische  Functionen 
der  Coordinaten  der  sechs  Punkte  benutzt  werden.  Die  rji  sind  dann 
lineare  homogene  Functionen  der  ?/,;  zwischen  ihnen  besteht  also  eine 
Identität  zweiten  und  eine  solche  dritten  Grades,  d.  h.  wir  haben 
wieder  die  Schnittcurve  einer  Fläche  zweiter,  und  einer  Fläche  dritter 
Ordnung  vor  uns;  und  diese  Curve  wird  durch  die  Functionen  rji 
eindeutig  auf  unsere  Ebene  abgebildet. 

Auch  die  Aufstellung  der  Gleichung  fünften  Grades  (50)  enveist 
sich  hei  näherer  Betrachtung  als  unabhängig  von  der  henuUten  kanoni- 
schen Form.  Der  Ausdruck  X^  ist  nach  (54)  bereits  bis  auf  einen 
Constanten  Factor  bekannt;  ebenso  D,  denn  die  Curve  D  =  0  stellt 
unsere  15  Verbindungslinien  dar,  ergibt  sich  also  als  Ort  der  Punkte, 
von  welchen  man  zwei  zusammenfallende  Tangenten  an  die  Curve 
uj  =  0  legen  kann;  man  hat  zu  dem  Zwecke  die  Discriminante  der 
obigen  binären  Form  F  zu  bilden  und  die  symbolischen  Factoren 
vom  Typus  (ah)  nach  dem  bekannten  Uebertragungsprincipe  in  solche 
vom  Typus  (aßx)  zu  verwandeln.  Zg  endlich  bestimmt  sich  aus  D, 
Xq,  Xi  vermöge  der  Identität 

D'  =  -  112SX,'  -\^  720XoX,3X.  —  SOX.'X^X,' 
^^^)  +  64.V(5Xi2  -  XoX,)  +  XV, 

deren  Richtigkeit  man  mittelst  der  Gleichungen  (51)  nachweist.  Die 
Bestimmung  der  constanten  Factoren  ergibt  sich  in  folgender  Weise. 
Man  bringe  zuerst  die  gegebene  Gleichung  Ua^  =  0  auf  die  Form  (45), 
wodurch  Qq  und  Q^  gefunden  werden;  man  setze  hierin  u,  v,  w  gleich 
den  Coordinaten  der  Polare  des  Punktes  x,  «/,  0  in  Bezug  auf 
Xq  =  0,  dann  geht  Qq  in  X^,  Q^  in  X^  über.  Setzen  wir  ferner 
X,  y,  8  gleich  solchen  quadratischen  Functionen  von  %^f  y,^,  dass  die 
Gleichung  Xq  =  0  identisch  erfüllt  wird,  so  geht  X^  in  unsere  binäre 
Form  zwölfter  Ordnung  — /"über,  gleichzeitig  X^  in  deren  Hesse' sehe 
Determinante  —  1441?  und  B  in  die  Covariante  12  T.  Da  nun  die 
Bildungsgesetze  von  H,  T  aus  /  allgemein  bekannt  sind,  so  unter- 
liegt auch  die  vollständige  Berechnung  von  Xg  und  B  keinen  Schwie- 
rigkeiten. Die  angegebene  Identität  (55)  liefert  dann  natürlich  die 
in  (27)  gefundene  Relation  zwischen  f,  H,  T.  Die  Berechnung  von 
Xg  kann  in  einfacherer  Weise  geschehen,  indem  man  die  Gleichung 
der  zwölf  Tangenten  aufstellt,  die  von  deii  Punkten  ?^/  =  0  an  den 
Kegelschnitt  zu  legen  sind.    Wir  kommen  darauf  sogleich  noch  zurück. 
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Die  Zusammenfassung  unserer  letzten  Betrachtungen  ergibt  Fol- 
gendes: Die  Auflösung  der  Gleichung  sechsten  Grades,  welche  aus 
(45)  durch  die  Substitution  (46  a)  hervorgeht,  kann  dadurch  ge- 
schehen, dass  man  den  Schnittpunkt  der  Linien  Uq,  Vq,  Wq  und  u^^, 
Vi,  %  auf  die  Curve  X^  =  0  legt  (wozu  nur  algebraisch  lösbare 
Gleichungen  nöthig  sind)  und  dann  gemäss  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  verfährt.  Damit  ist  auch  gleichzeitig  die  Glei- 
chung fünften  Grades  (50)  gelöst.  UmgeJcelirt  l'ann  also  die  Lösung 
jeder  Gleichung  fünften  Grades,  in  welcher  die  vierte  und  siveite  Potenz 
der  Unheliannten  nicht  vorTiommt,  durch  elliptische  Functionen  hetverlc- 
stelligt  werden.  Die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  ist  zuvor 
in  diese  specielle  Form  überzuführen,  und  dies  kann  durch  eine  nicht 
lineare  Transformation  geschehen,  bei  der  auch  nur  algebraisch  lös- 
bare Gleichungen  zur  Anwendung  kommen*). 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  unsere  aus  (45)  zu  bildende  Glei- 
chung sechsten  Grades  mit  anderen  Resolventen  desselben  Grades  in 
Verbindung  zu  bringen,  die  bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  auf- 
gestellt zu  werden  pflegen.     Eine  Wurzel  unserer  Gleichung  war 

wenn  x,  y,  z  die  Coordinaten  einer  Ecke  unseres  Sechsecks  bedeuten. 
Zunächst  kann  man  eine  wesentliche  Vereinfachung  dadurch  erreichen, 
dass  man  die  beiden  Linien  u^,  v^,  Wq  zu  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes ß(j  =  0  macht,  was  die  Lösung  einer  Hülfsgleichung  zweiten 
Grades  erfordert.  Zu  einer  anderen  Resolvente  sechsten  Grades  ge- 
langen wir  durch  Verbindung  des  Schnittpunktes  beider  Strahlen  mit 
den  Berührungspunkten  x',  «/',  z'  und  x",  y" ,  z"  der  beiden  von  der 
Ecke  X,  y,  z  ausgehenden  Tangenten.  Sind  A',  A"  die  Parameter 
dieser  Verbindungslinien,  so  ist 

.f  u^x' -\- v^y'  -\- w^z'        .,,  u-^x" -\- v^y"  -{■  w^z" 

u^x'  -\r  t\y'  -\-  iCqZ'  '  u^x"  4-  V'oy"  -f-  tv^z" 

Das  Product  X  =  ^' X"  genügt  natürlich  wiederum   einer  Gleichung 


*)  Es  geschieht  dieses  in  bekannter  Weise  durch  eine  sogenannte  Tschirn- 
hausen'sche  Transformation.  —  Man  kann  die  Frage  aufwerfen,  ob  nicht  in 
ähnlicher  Weise  auch  höhere  Gleichungen  durch  transscendente  Functionen  lös- 
bar seien.  Nach  den  Untersuchungen  des  Herausgebers  (Göttinger  Nachrichten 
1884)  ist  eine  solche  Lösung  in  der  That  mittelst  hyperelliptischer  Functionen 
möglich,  wobei  die  Periodicitätsmoduln  als  Integrale  linearer  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten  und  mit  bekannten  singulären  Punkten 
nach  den  Methoden  von  Riemann  und  Fuchs  aufzufinden  sind. 
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sechsten  Grades,  die  mau  allgemein  aufstellen  kann.  Die  Gleichung 
Qq  =  0  lässt  sich  auf  die  Form 

(tix'  +  vy'  -f-  'ii^^')  («^"  +  ^^"  +  iv0")  +  (ux  -{-vy  +  tv^Y  =  0 
transformiren.      Verstehen    wir    also    insbesondere    unter   tf^,   Vq,   tv^ 
und  Ui,  Vj^,  tü^  wieder  Tangenten  von  Q^  =  0,  so  wird 

(56)  X  =  (^h^^  +  hUphlV  =  ^2  / 

Es  ist  nun  sehr  bemerkenswerth,  dass  sich  für  den  Zähler  und 
Nenner  von  X  einzeln  eine  Gleichung  sechsten  Grades  aufstellen  lässt, 
deren  Coefficienten  in  übersichtlicher  Weise  zu  bilden  sind,  und  zwar 
für  ganz  beliebige  Werthe  von  ti,  v,  w.  Die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung sollen  also  durch  die  Ausdrücke 

(wo  V  =  0,  1,  2,  3,  4)  gegeben  werden.  Führen  wir  noch,  um  mit 
den  gebräuchlichen  Formeln  in  Uebereinstimmung  zu  bleiben,  statt 
der  Linie  u,  v,   w  ihren  Pol  "X,  y,  s  ein,   d.  h.  ersetzen  wir  u,  v, 

—  w  bez.  durch  y,  x,  s,  so  haben  wir  für  die  sechs  Grössen 

(57)  A^  =  5^%     N,  =  {8^x-\-8-'y-]-sy 

durch  Bildung  der  symmetrischen  Functionen  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  aufzustellen;  und  die  Ausführung  der  Rechnung  führt  zu  dem 
Resultate 

(A  -  X,f  -  4X,(A  -  X,f  +  10X,(A  -  X,f  -  X,(A  -  X,) 
^     ^  +5X,2-XoZ,  =  0, 

in  welchem  wiederum  die  in  (51)  definirten  Ausdrücke  X^,  X^,  X,^ 
vorkommen.  Für  A  ^=  0  geht  die  linke  Seite  über  in  (Xq  —  X^)^  =  0, 
stellt  also  nach  (45)  die  Gesammtheit  der  je  doppelt  gezählten  Po- 
laren unserer  sechs  Ecken  dar;  in  der  That  ist  auch  durch  eine  Glei- 
chung '|/A,,  ==  0  eine  von  diesen  sechs  Polaren  gegeben.  Gleichungen 
sechsten  Grades,  deren  Wurzeln  sich  gemäss  (57)  durch  drei  will- 
kürliche Grössen  x,  y,  0  ausdrücken  lassen,  werden  als  Jacob i'sche 
Gleichungen  bezeichnet,  weil  Jacobi  auf  dieselben  in  der  Multipli- 
catortheorie  der  elliptischen  Functionen  geführt  wurde.  Dass  jede 
Gleichung  (58)  durch  elliptische  Functionen  lösbar  ist,  geht  bereits 
aus  unseren  vorhergehenden  Untersuchungen  hervor,  denn  die  Be- 
stimmung der  sechs  erwähnten  Polaren  hängt  auch  nur  von  unserer 
früheren,    aus   (45)    abzuleitenden   Gleichung    sechsten  Grades    ab*). 

*)  Nach  Brioschi  führt  die  Annahme  Xj  =  0  im  wesentlichen  direct  auf 
die   Multiplicatorgleichung,    die   Annahme   X^  =  0   dagegen    auf   die  Modular- 
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Die  genaue  Aufstellung  der  den  Zusammenhang  vermittelnden  For- 
meln können  wir  hier  unterlassen.  Es  sei  nur  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Gleichung  (50)  natürlich  auch  für  (58)  als  Resolvente  zu 
betrachten  ist;  handelt  es  sich  nun  um  Auflösung  einer  gegehenen  Glei- 
chung fünften  Grades  von  der  Form  (50),  so  geivährt  die  Benu'tmng 
von  (58)  den  grossen  Vortheil,  dass  die  Coeffieienten  der  letzteren  in  be- 
sonders einfacher   Weise  von  denjenigen  der  ersteren  abhängen. 

Die  durch  die  Annahme  Xq  =  0  zu  erreichende  Vereinfachung 
entspricht  dem  Umstände,  dass  man  die  Linie  u,  v,  w  in  unserer 
früheren  Betrachtung  zur  Tangente  des  Kegelschnittes  Q^^  =  0  macht. 

Wir  benutzen  endlich  die  Gleichung  (58),  um  eine  vom  Coor- 
dinaiensysteme  unabhängige  Begel  zur  Berechnung  des  AiisdrucJces  X2  an- 
zugeben. Die  Verschwindungspunkte  der  binären  Form  f  liegen  nach 
Obigem  in  den  12  Schnittpunkten  der  Curve  (aßxY  =  0  (oder  X^  =0) 
mit  dem  Kegelschnitte  a^^  =  0  (oder  X^  ^  0);  die  Gesammtheit  der 
Tangenten  des  letzteren  in  ihnen  ergibt  sich  also  durch  Elimination 
der  Xi  aus  den  drei  Gleichungen 

{ccßxy  =  0 ,     aj  ==  0,    ttxGy  ^  0 . 

Das  Resultat  der  Elimination  kann  in  der  Form  L  =  0  als  bekannt 
betrachtet  werden*).  Andererseits  ist  xy  =  0  die  Gleichung  eines 
Paares  zusammengehöriger  Tangenten,  oder,  wenn  wir  die  Wurzeln 
von  (58)  benutzen:  A^  — 5Zo  =  0.  Daher  erhält  man  für  unser 
specielles   Coordinatensjstem    die  Gleichung  L  =  0,   indem    man   in 

(58)  A  =  5Xq  einträgt.     Auf  diese  Weise  kommt**) 

(59)  Z,2  —  X0X2  +  128  X/  X,  =  0. 

Der  durch    die   angegebene  Elimination    gefundene   Ausdruck  L   ist 

gleichung  der  elliptischen  Functionen;  derselbe  hat  seine  früheren  Unter- 
suchungen über  Gleichungen  fünften  Grades  in  Bd.  13  der  Math.  Annalen  zu- 
sammenfassend dargestellt.  Auf  den  Fall  Xg  =  0  beziehen  sich  die  ursprüng- 
lichen Untersuchungen  von  Kronecker  (Brief  an  Hermite,  Comptes  rendus, 
1858  und  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1861).  In  beiden  Fällen  erhält 
man  aus  (50)  besondere  Gleichungen  fünften  Grades,  deren  Auflösung  auf  (58) 
zurückgeführt  ist.     Hermite  war  von  der  noch  einfacheren  Gleichung 

t^  —  t  —  a  ^  0 

(der  sog.  Jerrard'schen  oder  Bring' sehen  Form)  ausgegangen,  welche  stets 
durch,  eine  Tschirnhausen'sche  Transformation  mit  Hülfe  von , auflösbaren 
Gleichungen  erreichbar  ist;  vgl.  Comptes  rendus,  1858.  Nähere  Literaturangaben 
findet  man  bei  Klein  a.  a.  0, 

*)  Clebsch  hat  eine  allgemeine  Methode  zur  Ausführung  solcher  Elimi- 
nationen gegeben:   Cr  eile's  Journal,  Bd.  58,  1860. 

**)  Vgl.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  12,  p.  535. 
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also  bis  auf  einen  Factor  mit  der  linken  Seite  von  (59)  identisch. 
Da  nun  Xq  und  X^  bereits  bekannt  waren,  kann  hieraus  X^  linear 
berechnet  werden. 


XII.   Die  Darstellung  der  binären  Formen  auf  der  Kngelfläche. 

Bei  unseren  Betrachtungen  über  die  endlichen  Gruppen  von  Be- 
wegungen in  der  elliptischen  Geometrie  haben  wir  wiederholt  von 
der  Darstellung  binärer  algebraischer  Formen  durch  die  Punkte  eines 
Kegelschnittes  Gebrauch  gemacht.  Fiel  der  letztere  mit  dem  imagi- 
nären Kugelkreise  der  Euclidischen  Geometrie  zusammen,  so  war 
es  vortheilhaft,  statt  des  Kegelschnittes  den  Kegel  zu  benutzen, 
dessen  Spitze  in  einem  beliebigen  Punkte  31  liegt,  und  dessen  Seiten 
den  imaginären  Kugelkreis  treffen.  Jeder  Punkt  P  der  unendlich 
fernen  Ebene  wird  dann  ersetzt  durch  seine  Verbindungslinie  L  mit  31. 
Durch  P  wurden  uns  zwei  Punkte  des  binären  Werthgebietes  (also 
eine  binäre  quadratische  Form)  dargestellt:  die  Schnittpunkte  der 
Polare  von  P  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  mit  letzterem*). 
Ebenso  stellt  uns  jeder  Strahl  L  des  Bündels  mit  dem  Mittelpunkte  3£ 
eine  binäre  quadratische  Form  dar.  Nichts  liegt  näher,  als  die  beiden 
Nullpunkte  dieser  Form  dadurch  von  einander  zu  trennen,  dass  man 
den  Strahl  L  mit  einer  um  das  Centrum  '31  beschriebenen  Kugel 
zum  Durchschnitte  bringt  und  dem  einen  Nullpunkte  jener  Form  den 
einen  Schnittpunkt,  dem  anderen  Nullpunkte  den  anderen  Schnitt- 
punkt von  L  mit  der  Kugel  zuordnet.  Jedem  reellen  oder  imaginären 
Punhte  des  hinären  Werthgebietes  entspricJit  so  ein  bestimmter,  reeller 
PiinM  der  Kugel.  Jeder  linearen  Transformation  der  binären  Varia- 
bein, welche  durch  eine  reelle  Collineation  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  dargestellt  wird,  entsprach  eine  Rotation  um  eine  bestimmte 
Linie  L  des  Bündels;  die  Schnittpunkte  der  Rotationsaxe  L  geben 
dann  die  beiden  sich  selbst  zugeordneten  Punkte  des  binären  Ge- 
bietes. Je  zwei  solche  Punkte  repräsentiren  zwei  einander  conjugirt 
imaginäre  Punkte  des  imaginären  Kugelkreises,  deshalb  aber  nicht 
zwei  einander  conjugirt  imaginäre  Werthe  der  binären  Variabein; 
denn  gebraucht  man  für  den  Kugelkreis  x^  -\-  y^  -jr  ^~  ==  0  z.  B.  die 
schon  in  (22),  p.  571  benutzte  Parameterdarstellung 

(1)  QX  =  V,^  -\-  %^  ,       QIJ  ==  i{x^  —  H.^^)  ,       QS  =  2  iXi  7C.>  , 


*)  Dieses  Verfahren  entspricht  genau  dualistisch  demjenigen,  welches  man 
nach  Sturm  und  Klein  (vgl.  oben  p.  107)  anwendet,  um  die  imaginären  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes  durch  reelle  Punkte  der  doppelt  überdeckten  Ebene 
darzustellen. 
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so  werden  die  Parameter  von  je  zwei  einander  diametral  gegenüber- 
liegenden KugeliDunkten  durch  eine  Gleichung  der  Form 
(2)  w^{x^^  +  x.^'^)  +  iw2(iCj^  —  ic/)  -\-  2iwzyt^y..^  =  0 

vermittelt,  in  der  w^,  iv^,  w.^  reelle  Constante  bedeuten. 

Zwei  Punktepaare ;  welche  durch  zwei  einander  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelkreis  conjugirte  (kurz  „absolut  conjugirte^')  Gerade 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  bestimmt  werden,  geben  vier  Punkte 
mit  harmonischem  Doppelverhältnisse.  Die  entsprechenden  Kugel- 
durchmesser gehen  also  durch  zwei  „absolut  conjugirte"  unendlich 
ferne  Pole,  stehen  somit  zu  einander  senkrecht  (p.  183).  Jedes  durch 
einen  Durchmesser  auf  der  Kugel  bestimmte  Punhtepaar  liegt  harmonisch 
m  allen  in  gleicher  Weise  definirten  PunJctepaaren ,  deren  Durchmesser 
(j^Äxen")  m  ersterem  senlcrecht  stehen.  Gehen  wir  insbesondere  von 
der  Parameterdarstellung  (1)  aus,  so  geben  die  Werthepaare  1,  i 
und  1,  —  i  von  x^,  ^Cg  zwei  Punkte  auf  einem  Durchmesser  der  Kugel; 
zu  diesem  stehen  alle  Durchmesser  senkrecht,  für  welche  w^  =  0  ist; 
die  zugehörigen  Punktepaare  sind  also  nach  (2): 

«1  ^  'Ifs  _L.  V«<^2^  +  ^^'s^ 


W2  —  ««-'s 

Denselben  kommen  reelle  Parameterwerthe  zu.  Den  reellen  Wertheu 
von  Xj  :  x^  entsprechen  daher  Punkte  eines  grössten  Kreises;  ebenso 
erkennt  man,  dass  den  rein  imaginären  Werthen  die  Punkte  eines 
zu  diesem  rechtwinkligen  grössten  Kreises  zugeordnet  sind.  Schon 
dieses  erinnert  an  die  bei  der  stereographischen  Projection  der  Kugel 
eintretenden  Verhältnisse,  wenn  man  die  Punkte  der  Bildebene  in 
der  bekannten  Weise  zur  Darstellung  der  complexen  Variabein  x-^ :  x^ 
benutzt.  Dass  die  Beziehung  unserer  Kugelpunkte  zu  den  Wertheu 
von  Xi  :  x.^  in  der  That  keine  andere  ist,  als  wie  sie  durch  die  stereo- 
graphische Projection  vermittelt  wird,  lehrt  die  folgende  Betrachtung. 
Es  werde  x^ :  x^  =  i,  -\-  irj  gesetzt,  wo  |  und  rj  reelle  Werthe 
bezeichnen  sollen,  und  es  sei  x',  y',  /  der  zu  x,  y,  s  conjugirt  ima- 
ginäre Punkt  der  unendlich  fernen  Ebene;  dann  geben  die  Glei- 
chungen (1): 

öx  =  (I  +  inf  +  1 ,         öx'  =^{l-  inf  +  1 , 

6y  =  *[(§  +  inY  -  1] ,     6y'  =  -  i[{l  -  ifiY  -  1], 

öz  =  2i(|  +  iT}) ,  0z'  =  —  2i(l  —  ^v) ' 

Die  Goordinaten  w  der  Verbindungslinie  sind  reell  und  werden: 
fiWi  =  4:i7]  (1^  -\-  rj^  -}-  1) , 

^iv,  =  Aii{^'  +  n'  +  ^), 
iiiv,^2i[{l'-i-ny-n' 
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Die  Linie  iv  schneidet  den  imaginären  Kugelkreis  in  zwei  Punkten; 
und  letztere  werden  auf  der  Kugel  durch  denjenigen  Durchmesser 
ausgeschnitten,  dessen  unendlich  ferner  Punkt  mit  dem  absoluten  Pole 
von  w  zusammenfällt.     Auf  der  Kugel 

(3)  X2  +  r^  +  ^2  _  ^2 

entsprechen  daher  dem   Werthe  ^  -\-  ifj  von  %  :  x^  die  beiden  Punlcte: 

Durch  unsere  Beziehung  der  Kugel  auf  die  unendlich  ferne  Ebene  ist 
dieselbe  also  gleichseitig  stereographisch  auf  diejenige  Ebene  abgebildet, 
welche  nach  Arg  and  und  Gauss  mr  Barstellung  der  complexen  Varia- 
bein ^  -{-  irj  =  x^  :  ^2  dient.  In  der  That  sind  die  Gleichungen  (4) 
mit  den  früher  für  jene  Projection  aufgestellten  Gleichungen  (6), 
p.  428  im  Wesentlichen  identisch.  Für  irgend  einen  Punkt  |,  rj 
kann  man  das  in  (4)  nicht  bestimmte  Vorzeichen  willkürlich  an- 
nehmen; dann  ist  es  für  alle  anderen  vollkommen  bestimmt. 

Wir  haben  mehrfach  gesehen,  dass  den  linearen  Transformationen 
der  Variabein  ^  -{-  irj,  soweit  sie  durch  reelle  Collineationen  der  un- 
endlich fernen  Ebene  und  des  Kugelkreises  in  ihr  zur  Darstellung 
kommen,  Drehungen  der  Kugel  um  ihre  Durchmesser,  also  räum- 
liche lineare  Transformationen  der  Kugel  in  sich  entsprechen. 
Während  wir  schon  wiederholt  den  üebergang  von  der  ternären  zur 
binären  Substitution  an  Beispielen  gemacht  haben  (vgl.  p.  573, 
577  f.,  591),  soll  derselbe  jetzt  im  Anschlüsse  an  die  Parameter- 
darstellung (2)  allgemein  angegeben  werden.  Bleibt  in  der  unend- 
lich fernen  Ebene  die  Gerade  w  und  ihr  absoluter  Pol  fest,  so  lautet 
die  betreffende  Transformation  zwischen  den  Variabein  l^,  Ig?  is  und 
Xi,  x^,  x^  (vgl.  p.  570): 

(5)  D|j  =  zlXi  —  2x}.{xw)i  -f-  2k^WiiV:c , 

wo 

I)  =  ic'-{-  ;i\lV^''  -f  M;/  +  W^"")  ,       ^  =  Jf2  _  ;^2  (^^^2  _|_  ^^^2  _|_  ^^,_^2)  ^ 

Sei  nun  in  (1)  x,  y,  z  durch  x^,  x^,  x^  ersetzt  und  ebenso  für  die  |,: 

?'il  =  V  +  V;      ?'l2  =  «(V  —  V);      Q'li  =  2il,k^, 

SO  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (5): 

ft(Ai^  +  K^)  =  ^i\i^  —  i^iv^y  +  /i^(«<^i  +  i^^y] 

-f-  4:iXj^X2^{xW2  +  Xiv^w^) 

=  (—  iax^  -f  /Jxg)  {ifK^  +  S%.^ , 
wenn : 
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K  ==  X  -}-  A(wi  —  w^  —  iiv.^  ,     y  =  %  -\-  A( —  iwy  +  '^^t  —  ^'^^z)  i 
ß  =  X  -}-  l(iiv^  -{-  iv^  +  iiv,^ ,     d  =  %  -\-  A( —  iw^  —  w.^ -\-  iiv.^ . 
Ebenso  findet  man  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (5): 

somit 

und  durch  Auflösung: 

Wendet  man  für  die  FimJcte  des  imaginären  Kugelh-eises  die  Para- 
meterdarstellimg  (2)  an,  so  entspricht  einer  Rotation,  um  die  Axe  w^, 
w^,  w.^  die  durch  (6)  dargestellte  lineare  Transformation  des  Farameters 
iCi  :  «2*).  Die  Grösse  der  Rotation  ist  dabei  durch  das  Verhältniss 
x:X  gemäss  Gleichung  (13),  p.  567  bestimmt. 

Auch  den  imaginären  Collineationen  der  unendlich  fernen  Ebene, 
welche  den  Kugelkreis  in  sich  überführen,  entsprechen  lineare  Trans- 
formationen des  Parameters  ^iXg.  Bei  ihnen  ist  die  fest  bleibende 
unendlich  ferne  Gerade  w  imaginär;  die  soeben  durchgeführte  Rech- 
nung bleibt  gültig,  also  auch  die  Formel  (6),  wenn  man  in  ihr  nur 
für  tv^,  W2,  iv^  complexe  Zahlen  einsetzt.  Ein  reeller  Punkt  der  un- 
endlich fernen  Ebene  wird  jetzt  in  einen  imaginären  Punkt  übergeführt; 
die  beiden  zusammengehörigen,  auf  der  Kugel  einander  diametral 
gegenüberliegenden  Punkte  werden  also  in  zwei  nicht  mehr  auf  dem- 
selben Durchmesser  befindliche  Punkte  der  Kugel  transformirt.  Um 
den  analytischen  Charakter  der  entsprechenden  räumlichen  Trans- 
formation zu  erkennen,  benutzen  wir  die  in  (4)  aufgestellte  stereo- 
graphische Projection.     Die   Eigenschaften   einer   beliebigen  linearen 

Umformung  der  complexen  Variabein  t,  =  i,  -\-  iif]  =  —  sind  aus  der 

Functionentheorie  hinreichend  bekannt**)  und  sollen  hier  nur  kurz 
erwähnt  werden.     Vermöge  der  Substitution 

in  welcher  t,^,  t,^  beliebige  complexe  Zahlen,  c  eine  reelle  Constante 
bedeutet,  geht  das  System  der  concentrischen  Kreise  um  den  Anfangs- 


*)  Die  Gleichung  (6)  ist  im  Wesentlichen  identisch  mit  einer  von  Cayley 
(Math.  Aunalen,  Bd.  15)  aufgestellten  Relation;  vgl.  Klein,  Vorlesungen  über 
das  Ikosaeder,  p.  34. 

**)  Vgl.  unten  Abschnitt  XIII,  sowie  die  Literaturangaben  auf  p.  429. 

Clebscli,  Vorlesungen.    11,  1,  39 


610  Dritte  Abthellung. 

puukt  t,"  =  0  über  in  eine  lineare  Scliaar  von  Kreisen  mit  gemein- 
samer Chordale*),  welche  zwei  Kreise  (Grenzcurven)  vom  Radius 
Null  mit  den  Mittelpunkten  ^^  und  ^^  enthält.  Der  Punkt  t,^  ent- 
spricht dem  Anfangspunkte  t,"  =  0,  der  Punkt  ^-^  dem  Punkte  ^"  =  oo. 
Bei  einer  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Drehung  gehen  die  erwähnten  coucentrischen  Kreise  in 
sich  über;  die  entsprechende  Transformation 

(7)  e'  =  c-e^'-|^ 

führt  also  alle  Kreise  der  linearen  Schaar  mit  gemeinsamer  Chordale 
je  in  sich  über.  Alle  diese  Kreise  werden  von  den  durch  die  festen 
Punkte  ^Q  und  ^^  gehenden  Kreisen  orthogonal  geschnitten,  und 
letztere  werden  bei  der  Transformation  unter  einander  vertauscht. 
Diesem  zweiten  Kreisbüschel  entspricht  aber  nach  (4)  auf  der  Kugel 
eine  Schaar  von  Kreisen,  welche  durch  die  festen,  zu  ^^  und  ^^  ge- 
hörigen Kugelpunkte  Pq  und  P^  hindurchgehen;  und  da  die  Winkel 
bei  der  stereographischen  Projection  erhalten  bleiben,  so  entsprechen 
jener  ersten  ebenen  Kreisschaar  mit  gemeinsamer  Chordale  auf  der 
Kugel  ebenfalls  Kreise,  welche  die  durch  Pq  und  Pj  hindurchgehenden 
Kreise  orthogonal  schneiden  und  sich  um  diese  Punkte  in  ähnlicher 
Weise  herumlegen,  wie  jene  ebenen  Kreise  um  ^^^  und  ^j.  Ihre 
Ebenen  gehören  einem  und  demselben  Büschel  an,  und  die  Axe  des 
letzteren  fällt  mit  der  conjugirten  Polare  von  Pq  -  P^  in  Bezug  auf 
die  Kugel  zusammen.  Bei  der  gesuchten  räumlichen  Collineation  (welche 
die  Kugel  ungeändert  lässt)  geht  also  jede  Ebene  dieses  Büschels  in  sich 
iiber,  und  die  Ebenen  des  conjugirten  Büschels  drehen  sich  um  die 
Axe  des  letzteren.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  es  sich  um  diejenige 
uns  bekannte  Collineation  der  Kugel  in  sich  handeln  muss,  bei 
welcher  der  betreffende  lineare  Complex  in  einen  speciellen  aus- 
geartet ist  (vgl.  Nr.  3,  p.  363).  Bei  einer  solchen  bleiben  in  der 
That  vier  Punkte  der  Kugel  fest,  nämlich  unsere  Punkte  Pq  und  P^ 
und  die  Schnittpunkte  der  conjugirten  Polare  von  Pq  -  P^  mit  der 
Kugel.  Letztere  sind  imaginär  und  kommen  deshalb  für  uns  nicht 
weiter  in  Betracht. 

Der  allgemeinen  linearen  Transformation  der  complexen  Variahein 
i,  -\-  irj  (des  Parameters,  durch  welchen  die  PunJcte  des  imaginären  Kugel- 
hreises  dargestellt  werden)  entspricht  hiernach  auf  der  Kugel  eine  solche 

*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  151. 
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Bemehung  mischen  ihren  Pimlden,  ivie  sie  durch  eine  lineare  Trans- 
formation der  Kugel  in  sich  vermittelt  wird;  vnd  ^war  kommen  hierbei 
nur  solche  räumliche  Collineationen  in  Betracht,  hei  denen  der  zugehörige 
lineare  Complex  in  einen  speciellen  ausartef^'). 

Ist  die  Transformation  von  Xj^  :  Xg  =  |  -f-  ir]  wieder  durch  (6) 
gegeben,  wo  jetzt  unter  iVy,  %,%  complexe  Zahlen  zu  verstehen 
sind,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  entsprechenden  räumlichen 
Collineatiou  die  beiden  Punkte  des  imaginären  Kugelkreises  zu  suchen, 
welche  sich  selbst  entsprechen,  d.  h.  diejenige  quadratische  Gleichung 
zu  lösen,  welche  aus  (6)  für  ;«^  :  Xg  =  l^  :  A^  hervorgeht.  Aus  (4) 
erhalten  wir  dann  die  beiden  festbleibenden  Kugelpunkte;  ihre  Ver- 
bindungslinie ist  die  Axe  des  für  die  Collineation  charakteristischen 
speciellen  Complexes.  Die  gesuchte  Collineation  des  Raumes  ist  somit 
bis  auf  eine  leicht  zu  bestimmende  Constante  (k:  X  in  unserer  früheren 
Bezeichnungsweise)  vollständig  bekannt  (vgl.  p.  363). 

Die  gewonnenen  Resultate  und  die  daran  zu  knüpfenden  weite- 
ren Untersuchungen  lassen  sich  kürzer  und  übersichtlicher  aus- 
sprechen, wenn  man  die  Kugelfläche  als  „Fundamentalfläche"  für 
eine  allgemeine  (nicht-Euclidische)  Maassbestimmung  einführt.  Die 
Transformation  der  Kugel  in  sich  stellt  dann  „im  verallgemeinerten 
Sinne"  eine  Bewegung  des  Raumes  dar.  Wir  können  also  sagen, 
dass  jeder  linearen  Umformung  der  Variahein  |  -j-  ^1^  eine  Beivegung 
des  Baumes  entspreche,  und  zwar  eine  Rotation  um  eine  gewisse  Axe. 
Ist  letztere  insbesondere  ein  Durchmesser  der  Kugel,  so  fällt  die  ver- 
allgemeinerte Bewegung  mit  einer  wirklichen  Rotation  zusammen. 
Durch  eine  solche  Bewegung  können  beliebige  drei  Kugelpunkte  in 
beliebige  drei  andere  Punkte  der  Kugel  übergeführt  werden. 

Insbesondere  kann  jedes  Punktepaar  mit  jedem  anderen  Punkte- 
paare zur  Deckung  gebracht  werden.    Dadurch  sind  wir  in  den  Stand 


*)  Dass  der  linearen  Transformation  complexer  Variabein  eine  lineare 
Transformation  der  Kugel  in  sich  zur  Seite  steht,  ist  von  Riemann  in  seiner 
1867  von  Hattendorf  herausgegebenen  Abhandlung  über  die  Fläche  vom 
kleinsten  Inhalte  bei  gegebener  Begrenzung  (Gesammelte  Werke,  p.  291  f.)  be- 
merkt worden;  vgl.  auch  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  5,  p.  265,  sowie:  Vor- 
lesungen über  das  Ikosaeder,  p.  32  ff.;  hier  wird  des  Zusammenhanges  mit  der 
Quaternionentheorie  gedacht  (vgl.  Stephanos,  Math.  Annalen,  Bd.  22).  —  Die 
Darstellung  der  complexen  Variabein  |  -\-  irj  auf  der  Kugelfläche  für  Zwecke 
der  Functionentheorle  ist  von  Riemann  in  seinen  Vorlesungen  einge- 
führt worden  (vgl.  das  Vorwort  zu  G.  Neumann's  Vorlesungen  über  Rie- 
mann's  Theorie  der  Abel'schen  Integrale,  Leipzig  1865).  Derselbe  Gedanke 
findet  sich  gelegentlich  bei  Möbius  in  seiner  Theorie  der  Kreis  verwand  tschaft 
(vgl.  oben  p.  429). 
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gesetzt,  allgemein  alle  Punktepaare  P„  -  P^  zu  construiren,  die  zu 
einem  gegebenen  Paare  harmonisch  liegen.  Wenn  nämlich  die  Linie 
Pß  -  Pj  zunächst  mit  einem  Durchmesser  der  Kugel  zusammenfällt,  so 
liegen  die  Endpunkte  aller  zu  ihm  rechtwinkligen  Durchmesser  har- 
monisch zu  Pq- P^.  Bei  einer  linearen  Transformation,  welche  Pq 
und  Pj  fest  lässt,  dreht  sich  die*  zu  Pq- P^  senkrechte  Diametral- 
ebene um  die  conjugirte  Polare  von  Pq  -  P^  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
fläche. Da  nun  Doppel  Verhältnisse  bei  solchen  Transformationen  un- 
geändert  bleiben,  so  liegt  auch  jedes  Punktepaar  zu  Pq  und  P^  har- 
monisch, dessen  Axe  die  Linie  P^  -  P^  und  die  conjugirte  Polare 
dieser  Linie  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  gleichzeitig  trifft,  d.  h.  in 
verallgemeinertem  Sinne  zu  Pq  -  P^  senkrecht  steht  (p.  291  u.  508). 
Mittelst  einer  neuen  linearen  Substitution  bringen  wir  Pq  und  Pj  in 
eine  beliebige  Lage  auf  der  Kugelfiäche  und  gelangen  so  zu  dem 
Resultate,  dass  die  Axen  aller  sii  P^  und  P^  harmonischen  Piinkte- 
paare  in  verallgemeinertem  Sinne  2u  Pq  -  P^  senkrecht  stehen.  Umge- 
kehrt findet  mau  demnach  die  Doppelelemente  einer  durch  zwei  Punkte- 
paare defmirten  Involution,  indem  man  (in  verallgemeinertem  Sinne) 
die  gemeinsame  Normale  der  Axen  beider  Punktepaare  construirt  und 
mit  der  Kugel  zum  Schnitte  bringt.  Allerdings  gibt  es  zwei  solche 
gemeinsame  Normalen  (p.  507);  aber  von  diesen  schneidet  nur  eine 
die  Kugel  in  reellen  Punkten,  nur  diese  eine  ist  daher  für  uns  zu 
berücksichtigen. 

Wenn  wir  so  die  Punkte  x^:  y,.^  =  0  und  y,^:y,2  =  <x>  (d.  h. 
Xj  =  Q  und  %  =  0),  welche  bei  unserer  früheren  Betrachtung  einander 
diametral  gegenüber  lagen,  durch  lineare  Transformation  an  beliebige 
Stellen  der  Kugel  (bez.  des  imaginären  Kugelkreises)  verlegen,  so 
ersehen  wir,  dass  der  Ort  der  reellen  Parameterwerthe  stets  ein 
durch  die  Punkte  0  und  oo  hindurchgehender  Kreis  ist,  und  dass  die 
Punkte  mit  rein  imaginären  Parameterwerthen  stets  einen  dazu 
senkrechten  Kreis  erfüllen.  Die  zweite  Ebene  geht  hiernach  durch 
den  Pol  der  ersten  in  Bezug  auf  die  Kugel ;  sie  muss  auch  die  Punkte 
0  und  oo  enthalten,  und  ist  dadurch  bestimmt.  Es  folgt  unmittel- 
bar, dass  je  vier  Punkte  der  Kugel,  deren  Parameter  a^  :  01.2  =  i,  -{-  irj 
ein  reelles  Doppelverhältniss  hilden,  auf  einem  Kreise  liegen,  und  um- 
gekehrt, dass  vier  Punkte  desselben  ebenen  Schnittes  stets  ein  reelles 
Doppelverhältniss  bestimmen. 

In  der  unendlich  fernen  Ebene  heissen  je  zwei  Gerade  zu  ein- 
ander senkrecht,  wenn  sie  einander  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis  polar  conjugirt  sind;  sie  schneiden  den  letzteren  in  zwei 
zu    einander    harmonischen    Punktepaaren.     Bei    unserer  Darstellung 
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der  Punkte  des  imaginären  Kugelkreises  durch  die  reellen  Punkte 
einer  Kugel  gehen  daher  je  swei  zu  einander  senkrechte  Gerade  der  un- 
endlich fernen  Ebene  über  in  sii  einander  {in  verallgemeinertem  Sinne) 
senkrechte  und  sich  schneidende  Gerade  des  Baumes.  Drei  sieh  in  dem- 
selben Punkte  schneidende  Gerade  der  Ebene  bestimmen  drei  Punkte- 
paare einer  Involution;  drei  demselben  Büschel  zugehörige  Gerade  der 
unendlich  fernen  Ebene  gehen  folglich  über  in  drei  gerade  Linien  des 
Maumes  mit  gemeinsamer  Normalen.  Eine  bemerken swerthe  Anwen- 
dung hiervon  erlaubt  uns  der  PascaPsche  Satz  zu  machen.  Nach 
demselben  liegen  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  eines  in  den 
Kegelschnitt  eingeschriebenen  Sechsecks  auf  einer  Geraden  (Pascal- 
schen  Linie);  die  Polaren  dieser  Schnittpunkte  gehen  also  durch  einen 
Punkt;  die  Polaren  sind  in  der  unendlich  fernen  Ebene  (im  Sinne 
der  elliptischen  Geometrie)  die  gemeinsamen  Perpendikel  (vgl.  p.  508) 
der  Gegenseiten.  Die  Uebertragung  auf  den  Raum  führt  also  zu 
folgendem  Satze: 

Die  drei  gemeinsamen  Normalen  der  drei  Paare  von  Gegenseiten 
eines  in  die  Kugel  eingeschriebenen  Sechsecks  iverden  von  einer  und  der- 
selben vierten  Linie  senkrecht  geschnitten*). 

Eine  andere  Anwendung  des  von  uns  erörterten  Uebertragungs- 
principes  lässt  sich  in  folgender  Weise  machen.  Wie  in  der  para- 
bolischen, so  gilt  auch  in  der  elliptischen  und  hyperbolischen  Geo- 
metrie der  Satz,  dass  die  drei  Höhenlothe  eines  Dreiecks  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Ist  nämlich  uj  =  0  die  Gleichung  des  Funda- 
mentalkegelschnittes in  Liniencoordinaten,  und  seien  Ui,  Vi,  Wi  bez. 
die  Coordinaten  der  drei  Seiten  des  Dreiecks,  so  sind,  wie  man  leicht 
nachweist,  die  Gleichungen  der  drei  Höhenlothe: 

VxtVaUa  tVxVattrx  =  0,       tV^UaVa  Uxf-VaVa  =  0, 

UxVaWa   —  Vxlla^Va  ==  0, 

und   aus  ihrer  Form   erhellt  die  Richtigkeit   des  Satzes  sofort.     Die 


*)  Dieser  Satz,  sowie  der  im  Texte  mitgetheilte  Beweis  desselben  sind  von 
Klein  gegeben;  vgl.  oben  p.  147.  —  Der  Satz  bleibt  gültig,  wenn  die  Kugel 
durch  irgend  eine  andere  Fläche  zweiter  Ordnung  ersetzt  wird.  Ist  letztere 
geradlinig,  so  tritt  eine  gewisse  Unbestimmtheit  ein,  da  zwei  Gerade  zwei  ge- 
meinsame Normalen  zulassen;  nur  durch  Beschränkung  auf  das  Innere  der  nicht 
geradlinig  vorausgesetzten  reellen  Fläche  wird  die  Construction  zu  einer  ein- 
deutigen gemacht.  Nach  Wedekind  (Beiträge  zur  geometrischen  Interpretation 
binärer  Formen,  Inauguraldissertation,  Erlangen  1875)  benutzt  man  den  Klein- 
schen  Satz  zur  Construction  der  sich  selbst  entsprechenden  Elemente, 'wenn  auf 
der  Kugel  durch  drei  Paare  einander  entsprechender  Elemente  eine  lineare  Trans- 
formation von  ^  -\-  iri  bestimmt  ist. 
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UebertraguDg  auf  die  Kugel  führt  liier  zu  folgendem  Resultate: 
Wird  die  Kugel  von  drei  Geraden  u,  v,  iv  getroffen,  und  sind  P««,, 
■Pwti,  Puv  (i'^  verallgemeinertem  Sinne)  die  gemeinsamen  Lothe  von  je 
zweien  von  ihnen,  und  ist  hyi  die  gemeinsame  Normale  von  u  und  Pow, 
entsprechend  h^^u.  diejenige  von  v  und  P,ou,  h^t!"J  diejenige  von  w  und  Pu„, 
so  haben  die  drei  Geraden  hol,,  h^u,  h^o   eine  gemeinsame  Normale. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  bezogen  sich  auf  die  Darstellung 
der  Beziehungen  zwischen  mehreren  quadratischen  binären  Formen. 
Aber  auch  für  höhere  Formen  ist  die  Benutzung  der  von  uns  ent- 
wickelten Hülfsmittel  vortheilhaft,  insbesondere  für  Formen  mit  linea- 
ren Transformationen  in  sich,  wie  sie  uns  durch  die  Ecken  der  regu- 
lären Körper  auf  der  Kugel  repräsentirt  wurden.  Da  uns  die 
wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Formen  bereits  bekannt  sind  (vgl. 
p.  561 — 587),  so  genügt  hier  eine  kurze  Zusammenstellung. 

1)  Cubische  Formen*).  Die  drei  Nullpunkte  der  cubischen  Form 
f  kann  mau  sich  durch  drei  äquidistante  Punkte  eines  grössten 
Kreises  darstellen.  Fasst  man  letzteren  als  Aequator  auf,  so  liegen 
die  beiden  Nullpunkte  der  Hess  ersehen  Covariante  A  in  den  beiden 
Polen.  Die  Transformationen  der  cyclischen  Gruppe,  welche  f  in 
sich  überführen,  bestehen  in  den  Drehungen  der  Kugel  um  ihre  Axe 
(Verbindungslinie    der  Pole),    wobei  jede    Drehung   von    der  Grösse 

— -,  — -  oder  2it  sein  muss.    Die  Covariante  Q  wird  durch  diejenigen 

drei  Punkte  repräsentirt,  welche  den  Grundpunkten  von  f  diametral 
gegenüberliegen.  Gleichzeitig  geht  jede  Form  Q^  +  Xf^  in  sich  über; 
haben  die  Punkte  f=0  die  geographische  Länge  O*',  120",  240°,  so 
sind  die  geographische  Breite  a  und  die  Länge  ß  der  sechs  Punkte 
Q^  +  ^P  i^  folgendem  Schema  enthalten: 


/5 


a  cc 


120«  — /3   I  240*^  — /3, 


—  a 

ß  +  120*^   I  ß  +  240*^      —  ß 

wobei  a  und  ß  beliebige  Winkel   bedeuten.     Für  a  ==  0  und  ß  =  0 
erhalten  wir  f  selbst;  für  a  =  0,  ß  =  ISO''  ergeben  sich  (je  doppelt 


*)  Vgl.  den  Schluss  von  Klein's  Schrift:  Vergleichende  Betrachtungen 
über  neuere  geometrische  Forschungen,  Erlangen  1872.  —  In  der  complexen 
Ebene  hatte  schon  Beltrami  die  Theorie  der  quadratischen  und  cubischen 
Formen  näher  studirt:  Accademia  di  Bologna,  1870.  —  Den  im  Folgenden  be- 
tonten Zusammenhang  der  Theorie  der  Gruppen  und  gewisser  binärer  Formen 
mit  den  regulären  Körpern  bemerkte  Klein;  vgl.  dessen  mehrfach  erwähnte 
Arbeiten. 
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zählend)  die  Nullpunkte  von  Q.  Führen  wir  eine  Drehung  von 
180"  um  einen  Durchmesser  der  Kugel  aus,  der  durch  einen  Null- 
punkt von  f  geht,  so  bleibt  auch  der  diametral  gegenüberliegende 
Punkt  von  ^  =  0  fest;  die  beiden  Punkte  A  =  0  vertauschen  sich 
unter  einander,  ebenso  die  beiden  anderen  Nullpunkte  von  f  und  die 
beiden  anderen  Nullpunkte  von  Q.  Diese  Drehungen  von  der  Grösse  n 
geben  zusammen  mit  jenen  Rotationen  um  die  Axe  die  Diedergruppe 
für  den  Fall  n  ==  3  (p.  562  f.). 

Vermöge  einer  linearen  Transformation  der  binären  Veränder- 
lichen kann  man  die  drei  Punkte  von  /'=  0  an  drei  beliebige  Stellen 
der  Kugel  verlegen.  Da  dasselbe  durch  eine  Collineation  der  Kugel 
in  sich  erreicht  wird,  so  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man  dann  die 
Punkte  A  ==  0  findet.  Man  suche  diejenige  ternäre  Collineation, 
welche  die  Schnittlinie  der  Kugel  mit  der  Ebene  der  drei  Punkte 
/"  =  0  in  sich  überführt,  und  bei  der  sich  diese  drei  Punkte 
unter  einander  vertauschen.  Es  bleibt  dann  im  Innern  des  iu  sich 
transformirten  ebenen  Schnittes  ein  Punkt  M  fest;  in  ihm  errichte 
man  auf  der  Ebene  (im  verallgemeinerten  Sinne)  die  Senkrechte, 
d.  h.  man  verbinde  M  mit  dem  Pole  der  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Kugel;  diese  Verbindungslinie  trifft  die  Kugel  in  den  beiden  Null- 
punkten von  A.  Die  Punkte  ^  =  0  sind  diejenigen,  in  denen  die 
Kugel  von  den  Verbindungslinien  des  Punktes  M  mit  den  Punkten 
f  =  0  zum  zweiten  Male  getroffen  wird. 

2)  Die  biquadratischen  Formen  mit  harmonischem  DoppelverhäU- 
nisse.  Die  Nullpunkte  kann  man  durch  vier  äquidistante  Punkte  des 
Aequators    darstellen.      In    der    That    gehen    sie    dann    durch    vier 

Drehungen  der  Kugel  um  ihre  Axe  (bez.  von  der  Grösse  -^j  ^;  "^j  2äJ 

in  sich  über.  Dasselbe  wird  erreicht  durch  Drehungen  von  der 
Grösse  x  um  diejenigen  beiden  Durchmesser  des  Aequators,  welche 
zu  den  Seiten  des  von  den  vier  Punkten  f  ==  0  gebildeten  Quadrates 
senkrecht  stehen.  Diese  letzteren  Durchmesser  schneiden  die  Kugel 
in  zwei  Punktepaaren,  welche  zusammen  mit  den  beiden  Polen  die 
Covariante  T  darstellen;  in  den  beiden  Polen  liegen  nach  (9),  p.  564 
gleichzeitig  die  Nullpunkte  der  Hesse'schen  Covariante  H.  Die 
Drehungen  um  die  Pole  geben  uns  die  cyklische  Gruppe,  die 
Drehungen  um  die  anderen  Axen  von  T  =  0  ergänzen  diese  Gruppe 
zur  Diedergruppe  für  n  =  4. 

Die  Tangente  des  Aequators  in  einem  der  vier  Punkte  f  ==  0 
und  seine  Verbindungslinien  mit  den  anderen  drei  Punkten  bilden 
offenbar    ein  Linienquadrupel  mit  harmonischem   Doppelverhältnisse. 
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Um  daher  die  Darstellung  unserer  Form  f  unabhängig  vom  Coor- 
dinatensysteme  zu  machen,  braucht  man  nur  auf  irgend  einem  ebenen 
Schnitte  der  Kugel  vier  Punkte  so  zu  wählen,  dass  sie  ein  harmo- 
nisches Doppelverhältniss  bestimmen.  Die  Punkte  von  T  =  0  werden 
dann  auf  der  Kugel  durch  drei  Axen  ausgeschnitten,  die  in  verall- 
gemeinertem Sinne  auf  einander  senkrecht  stehen,  und  durch  den- 
selben (als  einzige  im  Innern  der  Kugel  gelegene  Nebenecke  des  von 
den  vier  Punkten  f  ==  0  bestimmten  vollständigen  Vierecks  leicht  zu 
bestimmenden)  Punkt  in  der  gewählten  Ebene  hindurchgehen. 

3)  Die  allgemeine  Bieder  form  n^^^  Ordnung  (p.  561).  Sie  wird 
durch  n  äquidistante  Punkte  des  Aequators  dargestellt.  Als  Neben- 
axen  bezeichnen  wir  die  vom  Mittelpunkte  auf  die  Seiten  des  ge- 
gebenen M-Ecks  gefällten  Lothe.  Ist  n  ungerade,  so  enthält  jedes 
Loth  einen  Punkt  von  f  =  0  und  einen  solchen  von  T=0;  ist  n 
gerade,  so  liegen  auf  jeder  Nebenaxe  zwei  Punkte  von  T  =  0.  Die 
cyklische  Gruppe  enthält  die  n  Drehungen  um  die  beiden  Pole 
(Punkte  JT=  0);  treten  die  Drehungen  (ümklappungen)  um  die 
Nebenaxen  hinzu,  so  haben  wir  die  Diedergruppe. 

4)  Die  biquadratisclie  Form  mit  äqiiianharmonischem  Doppelverhält- 
nisse  {Tetraeder form).  Die  Covariante  sechster  Ordnung  werde  wieder 
durch  die  drei  Axen  eines  rechtwinkligen  Axenkreuzes  bestimmt, 
dessen  Scheitel  im  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt.  Die  drei  Ekenen, 
in  deren  jeder  zwei  der  Axen  liegen,  theilen  die  Kugel  in  acht 
Octanten.  Mau  wähle  vier  Octanten  so  aus,  dass  je  zwei  derselben 
nur  in  einem  Punkte  zusammenstossen,  was  auf  zwei  Weisen  ge- 
schehen kann.  Die  vier  Mittelpunltte  dieser  vier  Octanten  bilden  dann 
ein  regidäres  Tetraeder;  sie  stellen  eine  hiquadratische  Form  mit  äqiii- 
anliarmonischem  Doppelverliältnisse  dar,  weil  das  Tetraeder  durch  zwölf 
Drehungen  in  sich  übergeht.  In  der  That  bleibt  jeder  Eckpunkt 
bei  drei  Drehungen  ungeändert,  nämlich  bei  der  identischen  Drehung 
und  bei  zwei  Drehungen  von  der  Periode  3  (vgl.  p.  577  f.).  Die  Mittel- 
punkte der  vier  anderen  Octanten  bilden  die  conjugirt  imaginäre  bi- 
quadratische Form  und  gleichzeitig  die  Hesse' sehe  Covariante  der 
Grundform. 

5)  Die  Octaederform.  Sie  ist  Covariante  von  unendlich  vielen 
Formen  vierter  Ordnung,  also  wieder  durch  das  erwähnte  rechtwink- 
lige Axenkreuz  bestimmt.  Die  Mittelpunkte  der  acht  Kugeloctanten 
bilden  einen  Würfel  und  zerfallen  in  zwei  reguläre  Tetraeder.  Die 
auf  die  Kanten  des  Octaeders  gefällten  Lothe  treffen  die  Kugel  in 
•zwölf  Punkten;  von  diesen  liegen  vier  in  jeder  der  drei  „Haupt- 
ebenen" und  bilden  ein  Quadrat,  stellen  also  eine  biquadratische  Form 
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mit  harmouischem  Doppel  Verhältnisse  dar.  Die  Drehungen  der  Gruppe 
bestehen  erstens  aus  den  zwölf  Drehungen  der  Tetraedergruppe,  dann 

aus   sechs   Drehungen    von   der  Grösse   +  ^  ^^  ^^^  ^^^i  Octaeder- 

diagonalen,  endlich  aus  sechs  Drehungen  von  der  Grösse  7t  um  die 
sechs  Diagonalen  der  erwähnten  drei  Quadrate.  Die  zugehörigen 
24  räumlichen  Collineationeu  sind  direct  in  den  Formeln  (14  a), 
(14b),  (16),  (17),  (17a),  (21),  p.  568  ff.  enthalten,  wenn  wir  x^,  x^^, 
x^  als  rechtwinklige  Coordinaten  auffassen,  und  wenn 
x^  +  ^i  +  ^z  =  const. 

die  Gleichung  der  Kugel  ist.  Die  24  Punkte,  in  welche  ein  Punkt 
der  Kugel  durch  sie  übergeführt  wird,  zerfallen  in  sechs  Quadrupel 
von  gleichem  Doppelverhältnisse;  jedes  dieser  Quadrupel  hat  die 
sechs  Ecken  des  Octaeders  zur  Covariante  (vgl.  p.  576).  Gehen  wir 
vom  Punkte  x,  y,  0  aus,  so  bildet  er  mit  den  Punkten 

^,   —y,    —^, 

.  —  x,     —y,  s 

zusammen  ein  solches  Quadrupel. 

Man  bemerkt,  dass  die  Verbindungslinie  je  zweier  Punkte  des 
Quadrupels  eine  Axe  des  Octaeders  rechtwinklig  schneidet,  und  dass 
die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Punkte  dieselbe  Axe  schneidet. 
Die  beiden  anderen  Axen  schneiden  diese  selbe  dritte  Axe  in  der 
Mitte  zwischen  jenen  beiden  Schnittpunkten  und  sind  die  Winkel- 
halbirenden  für  die  Projectionen  jener  beiden  Verbindungslinien  auf 
ihre  Ebene.  Sind  also  irgend  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  PimTcte 
der  Kugel  als  Bepräsentanten  einer  hiquadratischen  Form  gegeben,  so 
findet  man  die  mgehörige  Covariante  T  in  folgender  TFez'se*).  Man 
verbinde  die  vier  Punkte  paarweise  und  construire  (in  verallgemeiner- 
tem Sinne)  das  gemeinsame  Perpendikel  der  beiden  Verbindungs- 
linien; dies  kann  auf  drei  Weisen  geschehen,  da  sich  vier  Punkte 
auf  drei  Weisen  in  Paare  theilen  lassen;  die  drei  so  erhaltenen 
Perpendikel  gehen  dann  durch  einen  Punkt;  auf  jedem  ist  dieser 
Punkt  der  eine  Doppelpunkt  derjenigen  Involution,  welche  durch 
die  Schnittpunkte  des  Perpendikels  mit  der  Kugel  und  mit  den 
beiden    zu     ihm     senkrecht    stehenden    Verbindungslinien    bestimmt 


*)  Statt  der  Kugel  kann  man  eine  beliebige  gesclilossene  Fläche  zweiter 
Ordnung  benutzen;  für  die  Theorie  des  Doppelverhältnisses  und  der  biquadra- 
tischen Form  auf  einer  solchen  Fläche  vgl.  Wedekind,  Math.  Annalen,  Bd.  17. 
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wird.  Siud  zwei  quadratische  Formen  statt  einer  biquadratischen 
gegeben,  so  ist  eine  Theilung  der  vier  Punkte  in  Paare  ausgezeich- 
net, also  auch  das  eine  Perpendikel  von  den  beiden  anderen  zu  trennen; 
dasselbe  liefert  die  Doppelelemente  der  durch  die  beiden  Punktepaare 
bestimmten  Involution  (vgl.  p.  612).  Die  beiden  anderen  Perpendikel 
geben  die  Doppelelemente  derjenigen  beiden  Involutionen,  welche 
durch  kreuzweises  Verbinden  der  Punkte  beider  Paare  erhalten 
werden;  sie  sollen,  um  im  Folgenden  die  Ausdrucksweise  abzukürzen, 
als  Axen  der  leiden  Neheninvolutionen  hemchnet  tverden. 

Unter  Benutzung  dieses  Begriffes  erlaubt  der  Satz,  nach  welchem 
die  Winkelhalbirenden  eines  Dreiecks  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
eine  ähnliche  Uebertragung  auf  den  Raum,  wie  sie  mit  dem  Satze 
vom  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  der  Höheulothe  möglich  war 
(vgl.  p.  613  f.).  Zunächst  bemerken  wir,  dass  dieser  Satz  in  der  nicht- 
Euclidischen  Geometrie  ebenso  gilt^  wie  in  der  Euclidischen  Geo- 
metrie. Das  Dreieck  werde  zum  Coordinatendreiecke  gewählt;  die 
Gleichung  des  Fundamentalkegelschnittes  in  Linieucoordinaten  Ui  sei 

^  ^  AikUiitk  =  0. 

Die  beiden  Geraden,  welche  die  von  den  Seiten  x^^  =  0  und  a^g  =  0 
gebildeten  Winkel  halbiren,  liegen  (ganz  wie  in  der  parabolischen 
Geometrie,  vgl.  p.  532  f.)  gleichzeitig  harmonisch  zu  diesen  Seiten  und 
zu  den  durch  die  Ecke  gehenden  Tangenten  des  Fundamentalkegel- 
schnittes. Die  Gleichungen  der  letzteren  sind  x^  +  X'x2  =  0  und 
x^  +  ^"^2  =  0,  wenn  mit  A'  und  X"  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  (vgl.  p.  196) 

A,,  -f  2A,,X  +  A,^X'  =  0 

bezeichnet  werden.  Wir  erhalten  daher  die  Gleichung  der  fraglichen 
Winkelhalbirenden,  indem  wir  die  Functionaldeterminante  der  beiden 
binären  Formen 


2x^X2     und    A.y^Xj^  —  2Aj^2^i^2  +  Ai^: 


gleich  Null  setzen*).  Diese  Functionaldeterminante  ergibt  sich  bis 
auf  einen  Zahlenfactor  gleich  -^22^1^  —  A^iX^"]  sie  kann  sofort  in 
zwei  lineare  Factoren,  die  linken  Seiten  der  gesuchten  Gleichungen, 
gespalten  werden.  Die  Gleichungen  der  sechs  WinTielhdlhirenden  des 
Dreiecks  sind  daher: 


0  Vgl.  Bd.  I,  p.  216. 
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x^YA^^  —  x.-^y A^,  =^  0 ,     X., YA,,,  +  x^ YA2  =  0 , 

^3  VAi  —  ^i  Y^z  =  0 ,  x.^  YAi  +  ^1  VAi  ==  0 . 

Es  gehen  also  in  der  That  erstens  die  drei  links  stehenden  Linien 
durch  einen  Punkt,  dann  aber  auch  jede  links  stehende  und  die  zwei 
nicht  neben  ihr  rechts  stehenden  Geraden.  Da  nun  bei  unserer 
Uebertragungsmethode  rechtwinklige  Linien  übergehen  in  rechtwink- 
lige sich  schneidende  Linien  des  Raumes  (p.  613),  so  ergibt  sich  fol- 
gender Satz  der  Raumgeometrie: 

Sind  auf  der  Kugel  drei  Punlitepaare  gegeben  und  construirt  man 
zu  je  siveien  derselben  die  (m  einander  rechtwinldigen  und  sich  soivie  die 
Axe  der  Haiiptinvolution  schneidenden)  Axen  der  beiden,  soeben  defmirten 
Nebeninvolutionen,  so  ergeben  sich  sechs  Gerade;  aus  diesen  Jcann  man 
viermal  drei  so  ausivählen,  dass  sie  ein  gemeinsames  Perpendikel  be- 
sitzen. 

6)  Die  Iliosaeder-  und  Dodeliaederformen  (vgl.  p.  578  ff.).  Den 
sechs  Diagonalen  des  Ikosaeders  entsprechen  die  sechs  Ecken  des 
zehnfach  Brianchon' sehen  Sechsecks  in  der  unendlich  fernen  Ebene. 
Die  Drehungen  der  Kugel  um  diese  Diagonalen,  bei  denen  die  Ecken 
des  Ikosaeders  sich  unter  einander  vertauschen,  geben  die  Beweguugeu 
von  der  Periode  5  in  der  elliptischen  Ebene.  Die  15  Lothe,  welche 
man  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Kanten  des  Ikosaeders 
fällen  kann,  treffen  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  15  einfachen 
Schnittpunkten  der  Diagonalen  des  erwähnten  Sechsecks;  zu  ihnen 
gehören  die  Drehungen  von  der  Periode  2.  Die  Verbindungslinien 
des  Kugelmittelpunktes  mit  den  Mittelpunkten  der  20  Seitenflächen 
endlich  geben  die  zehn  dreifachen  Schnittpunkte  der  Diagonalen  des 
ebenen  Sechsecks;  um  diese  Verbindungslinien  sind  die  Rotationen 
von  der  Priode  3  auszuführen.  Dieselben  Linien  treffen  die  Kugel 
in  20  Punkten,  welche  als  Ecken  eines  regulären  Pentagon -Dode- 
kaeders aufzufassen  sind,  und  welche  gleichzeitig  die  Hesse' sehe 
Covariante  H  der  durch  die  Ecken  des  Ikosaeders  gegebenen  Grund- 
form zwölfter  Ordnung  f  repräsentiren*).  Die  Covariante  T  wird 
durch    die    30    Punkte    dargestellt,    in    denen    die   Kugel    von    den 


*)  Es  sei  noch  hervorgehoben,  dass  auch  Möbius  die  von  den  regulären 
Körpern  auf  der  Kugel  bestimmten  regelmässigen  Punktsysteme  analytisch 
studirt  und  durch  Constrnction  der  mittelst  stereographischer  Projection  er- 
haltenen Figuren  erläutert  hat.  Vgl.  den  von  Reinhardt  bearbeiteten  Nach- 
lass:   Gesammelte  Werke,  Bd.  2,  Leipzig  1886,  p.  653  fF. 
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in  angegebener  Weise  auf  die  30  Kanten  gefällten  Lotben  getroffen 
wird.  Es  ist  leicbt,  die  Vertheilung  dieser  30  Punkte  T  =  0  auf 
die  Ecken  von  fünf  regulären  Octaedern  an  einem  Modelle  des  Iko- 
saeders  genauer  zu  verfolgen.  Die  Auffindung  der  fünf  Octaeder  ge- 
schiebt mittelst  unserer  obigen  Resolvente  fünften  Grades  (p.  599). 

Die  endliclien  Gruppen  von  Bewegungen  in  der  elliptischen 
Ebene  zeigten  sich  uns  abhängig  von  gewissen  Gruppen  binärer 
Substitutionen.  Da  wir  aber  nur  reelle  Bewegungen  im  Auge  hatten, 
bleibt  es  zweifelhaft,  ob  nicht  noch  andere  endliche  Gruppen  exi- 
stiren.  Die  von  uns  besprochenen  Gruppen  waren  dadurch  ausge- 
zeichnet, dass  ihnen  bei  der  Darstellung  der  binären  Formen  auf  der 
Kugelfläclie  Drehungen  der  Kugel  (im  verallgemeinerten  Sinne)  um 
einen  und  denselben  festen  Punkt  entsprachen.  Nahmen  wir  den 
letzteren  im  Mittelpunkte  der  Kugel  an,  so  hatten  wir  es  mit  ge- 
wöhnlichen Rotationen  um  diesen  Punkt  zu  thun,  auf  welche  wir 
durch  Uebertragung  der  in  der  unendlich  fernen  Ebene  gültigen 
elliptischen  Geometrie  auf  den  Strahlenbündel  direct  geführt  wurden 
(p.  609).  Es  Ueibt  demnach  mir  die  Frage  zu  erörtern,  ob  nicht  eine 
Gruppe  auch  aus  (in  verallgemeinertem  Sinne  zu  verstehenden)  Drehungen 
der  Kugel  um  getvisse  Äxen  gebildet  iverden  Tiann,  die  sich  im  Baume 
nicht  schneiden.  Dass  es  solche  Gruppen  nicht  gibt,  beweist  man 
durch  folgende  üeberlegungen*). 

Bei  einer  Rotation  bleibt  jeder  Punkt  der  Axe  fest.  Soll  also 
die  Combination  zweier  Rotationen  wieder  eine  Rotation  ergeben, 
so  müssen  Punkte  existiren,  welche  aus  der  neuen  Lage,  in  die  sie 
durch  die  erste  Transformation  versetzt  werden,  vermöge  der  zweiten 
Drehung  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückgeführt  werden.  Da  sich 
aber  jeder  Punkt  bei  einer  Rotation  auf  einem  Kreise  bewegt,  auf 
dessen  Ebene  die  Axe  (in  verallgemeinertem  Sinne)  im  Mittelpunkte 
senkrecht  steht,  so  sind  die  Axen  der  beiden  fraglichen  Rotationen 
zwei  Perpendikel,  welche  in  den  Mittelpunkten  zweier  sich  in  zwei 
Punkten  schneidenden  Kreise  senkrecht  zu  ihren  Ebenen  errichtet 
werden.  Zuxi  solche  Axen  aber  ^missen  sich  schneiden.  Man  beweist 
dies  hier,  wo  es  sich  um  verallgemeinerte  Maassbestimmung  handelt^ 
in  ganz  ähnlicher  Weise  durch  Symmetriegründe,  wie  man  es  bei 
gewöhnlicher  Maassbestimmung  thun  würde.  Der  Schnittpunkt  kann 
nun    entweder  innerhalb    oder   ausserhalb   der  Kugel   liegen.     Wäre 


*)  Vgl.  Klein  (Matb.  Annalen,  Bei,  9,  p,  186  f.),  dessen  Beweis  im  Texte  mit 
einigen  vereinfachenden  Aenderungeu  wiedergegeben  ist.,  sowie  die  Note  zu  p.  592. 
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letzteres  der  Fall,  so  würde  der  vom  Schnittpunkte  um  die  Kugel 
zu  legende  Taugentenkegel  (sowie  dessen  Berührungscurve)  fest 
bleiben  müssen.  Dieser  Kegel  aber  ist  ein  Rotationskegel  in  ge- 
wöhnlichem Sinne;  jede  lineare  Transformation,  welche  ihn  und  die 
Kugel  (folglich  auch  den  imaginären  Kugelkreis)  gleichzeitig  in  sich 
überführt,  ist  identisch  mit  einer  gewöhnlichen  Rotation  um  die  Axe 
des  Rotationskegels.  Alle  Rotationen  der  Gruppe  würden  also  aus 
Drehungen  um  dieselbe  Axe  bestehen;  sie  würden  dann  eine  Gruppe 
bilden,  wenn  sie  alle  durch  Wiederholung  einer  und  derselben 
Drehung  erzeugt  werden  köunen ;  und  solche  Gruppen  haben  wir  in 
der  That  früher  betrachtet  (p.  560  f.). 

Sollen  jetzt  mehrere  Rotationen  durch  Combination  zu  einer 
endlichen  Gruppe  Anlass  geben,  so  werden  ihre  Axen,  da  sie  sich 
gegenseitig  im  Innern  der  Kugel  schneiden  müssen,  entweder  einen 
und  denselben  im  Innern  gelegenen  Punkt  gemein  haben,  oder  alle 
in  einer  Ebene  liegen.  In  letzterem  Falle  müssten  die  gleichzeitigen 
Rotationen  um  die  (in  Bezug  auf  die  Kugel)  conjugirten  Polaren 
dieser  Axen  ebenfalls  eine  Gruppe  bilden;  diese  conjugirten  Polaren 
aber  schneiden  sich  alle  ausserhalb  der  Kugel  in  dem  Pole  der  den 
Axen  gemeinsamen  Ebene;  aus  den  Drehungen  um  sie  eine  Gruppe 
zu  bilden,  ist  nach  den  soeben  gemachten  Erörterungen  nicht  mög- 
lich, es  sei  denn,  dass  alle  Axen  zusammenfallen.  Gruppen  von  (ver- 
allgemeinerten) Bewegungen  der  Kugel  in  sich  entstehen  also  nur, 
wenn  alle  Axen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  im  Innern 
der  Kugel  (den  man  dann  zum  Mittelpunkte  machen  kann)  schneiden. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  es  ausser  den  von  uns  bereits  studirten  keine 
anderen  Gruppen  von  linearen  Transformationen  der  binären  Veränder- 
lichen geben  hann. 

XIII.    Die  Darstellung  der  Werthe  einer  complexen  Variabein 
durch  die  Punkte  der  Ebene. 

Bei  verschiedenen  Gelegenheiten  haben  wir  von  der  Repräsen- 
tation der  Werthe  einer  complexen  Veränderlichen  x  -\-  iy  durch  die 
Punkte  einer  Ebene,  wie  sie  nach  Argand  und  Gauss  allgemein 
üblich  ist,  Gebrauch  gemacht  (vgl.  p.  105,  429,  608).  Diese  Dar- 
stellung beruht  wesentlich  auf  der  Benutzung  rechtwinkliger  C arte- 
sischer Coordiuaten,  d.  h.  auf  metrischen  Begriffen  der  gewöhn- 
lichen Geometrie;  sie  liegt  deshalb  zunächst  ausserhalb  des  Rahmens 
der  von  uns  stets  in  den  Vordergrund  gestellten  Betrachtungsweise, 
und  wir  füllen  eine  wesentliche  Lücke  aus,  wenn  wir  im  Folgenden 
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zeigen,  dass  jene  Darstellung  durch  Vermittlung  der  imaginären  Kreis- 
pimJcte  mit  der  von  Staudt' sehen  Repräsentation  des  Imaginären  in 
völlige  TJehereinstimmung  gebracht  werden  Jcann. 

Betrachter)  wir  sämmtliche  Strahlen  eines  Büschels  mit  imagi- 
närem Scheitel!  Jeder  Strahl  wird  nach  von  Staudt  durch  einen 
reellen  Punkt  repräsentirt  (seinen  reellen  Träger)  und  eine  in  diesem 
Punkte  gegebene  Involution  mit  zugehörigem  „Sinne".  Diese  Invo- 
lution und  dieser  Sinn  sind  für  alle  Punkte  der  Ebene  dadurch  be- 
stimmt, dass  zur  Definition  des  imaginären  Büschelscheitels  eine  ge- 
rade Linie  als  sein  reeller  Träger  und  auf  ihr  eine  gewisse  Involution 
mit  gewissem  Sinne  gegeben  sein  müssen  (vgl.  p.  109  ff.).  Jedem 
Punkte  der  Ebene  entspricht  hiernach  eine  gewisse  complexe  Zahl: 
der  Parameter  des  imaginären  Strahles  unseres  Büschels,  welcher 
durch  den  Punkt  hindurchgeht.  Die  Parameter  der  Strahlen  sind  in 
Folge  der  bekannten  Constructionen  (p,  447)  vollkommen  bestimmt, 
wenn  man  dreien  beliebigen  Strahlen  (d.  i.  reellen  Punkten  der  Ebene) 
die  Parameterwerthe  0,  1,  oo  willkürlich  beigelegt  hat.  Auch  das 
Doppelverhältniss  von  vier  Strahlen  des  imaginären  Büschels  hat 
einen  völlig  bestimmten  Werth  (p.  454);  wir  wollen  dem  ent- 
sprechend kurz  von  einem  Doppelverhältnisse  der  vier  reellen  Träger 
sprechen;  in  diesem  Sinne  ist  je  vier  PunMen  der  Ehene  eine  bestimmte 
Zahl  als  ihr  Doppelverhältniss  beizulegen. 

Wir  fragen  zuerst  nach  dem  Orte  eines  Punktes  A^,  der  mit 
drei  gegebenen  Punkten  Aj,  A^,  A3  ein  reelles  Doppelverhältniss  bil- 
den soll.  Das  imaginäre  Centrum  unseres  Strahlbüschels  werde  mit 
P  bezeichnet,  der  conjugirt  imaginäre  Punkt  mit  P'.  Ist  das  Doppel- 
verhältniss P{li,  Ag,  A3,  A4)  reell,  so  ändert  es  sich  nicht,  wenn  P 
mit  P'  vertauscht  wird;  wir  haben  also 

P(Ai,  Ag,  A3,  Aj  7\  P  {Ky  Kj  ^3)  ^J } 
d.  h.  A4  liegt  auf  demjenigen  reellen  Kegelschnitte,  welcher  durch  die  Punkte 
Ai,  Ag,  A3,  P,  P'  hindurchgeht.  Derselbe  reducirt  sich  insbesondere 
auf  eine  gerade  Linie,  wenn  die  Punkte  Aj,  Ag,  A3  auf  einer  geraden 
Linie  liegen.  Das  reelle  Doppelverhältniss  ist  offenbar  identisch  mit 
demjenigen,  welches  durch  die  vier  Verbindungslinien  eines  beliebigen 
fünften  Punktes  des  Kegelschnittes  mit  Aj,  A^,  A3,  A^  bestimmt  wird. 
Wählt  man  nun  die  Strahlen  0,  1,  00  so  aus,  dass  ihre  reellen  Träger 
in  einer  Geraden  liegen,  so  folgt,  dass  alle  Punlie  mit  reellem  Para- 
meter eine  gerade  Linie  erfüllen.  Insbesondere  erreicht  man  dieses, 
indem  man  dem  reellen  Träger  von  P  den  Parameterwerth  00  bei- 
legt;  dann  liegen  aucli  die  Punkte  0,  i  (=  ]/ —  l)  ?  "^  ^^^^^  folglich 
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alle  Punkte  mit  rein  imaginärem  Parameter  in  gerader  Linie.  Wir 
specialisiren  die  Betrachtung  nur  scheinbar,  indem  wir  jenen  reellen 
Träger  von  P  und  P'  zur  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene 
machen,  die  Punkte  P  und  P'  ferner  in  die  imaginären  Kreispunkte 
gelegt  denken,  denn  es  ist  hinlänglich  bekannt,  wie  alle  Sätze  über 
Kreise  auf  Kegelschnitte  mit  zwei  gemeinsamen  imaginären  Schnitt- 
punkten übertragen  werden  können;  wir  haben  dadurch  den  Vortheil, 
dass  sich  die  folgenden  Betrachtungen  wesentlich  kürzer  und  präciser 
fassen  lassen.     Unsere  bisherigen  Resultate  lauten  dann; 

Sind  die  Punkte  0  und  1  in  der  JEhene  heliebig  gewählt,  so  ent- 
spricht jedem  Pmikte  der  Ebene  eine  bestimmte  complexe  Zahl  als  Para- 
meter eines  durch  den  einen  imaginären  Kreispunht  gehenden  Strahles. 
Dieser  Strahl  selbst  wird  durch  die  Involution  der  rechten  Winkel, 
deren  Scheitel  in  seinem  reellen  Punkte  liegt,  und  einen  beigegebenen 
Sinn  definirt.  Der  gewählte  Sinn  muss  natürlich  bei  allen  derartigen 
Involutionen  derselbe  sein*). 

Vier  PunJcte  {d.  h.  die  vier  imaginären  Strahlen,  deren  reelle  Träger 
sie  sind)  bilden  ein  reelles  Doppelverhältniss,  sobald  sie  auf  einem  Kreise 
oder  in  einer  Geraden  liegen,  und  umgekehrt . 

Schon  diese  Sätze  sind  mit  den  entsprechenden  der  gewöhn- 
lichen Darstellung  von  x  -\-  iy  in  der  „complexen  Ebene"  identisch. 
Um  die  völlige  Uebereinstimmung  zu  erkennen,  müssen  wir  noch  die 
Lage  des  Punktes  i  (==  ]/ —  l)  näher  feststellen.  Da  jeder  Para- 
meter im  Strahlbüschel  durch  ein  Doppelverhältniss  definirt  ist,  so 
führt  uns  dazu  direct  eine  früher  für  reelle  Strahlbüschel  gelöste  Auf- 
gabe, die  in  Gleichung  (7),  p.  118  zum  Ausdrucke  kam,  wenn  wir 
nur  die  entsprechenden  Constructionen  nach  der  von  Staudt" sehen 
Methode  auf  imaginäre  Strahlen  übertragen.  Die  erwähnte  Gleichung 
lautete 


Setzen  wir  hierin  l^  =  0 ,  Ag  =  oo,  Ag  =  1 ,  folglich  tt  =  —  1,  so 
geht  sie  über  in:  fi^  =  —  1.  Der  früher  construirte  Punkt  ^  ent- 
spricht also  in  der  That  dem  jetzt  gesuchten  Strahle  i  unseres  ima- 
ginären Büschels.  Wir  übertragen,  wie  in  Fig.  16,  zunächst  die 
Punkte  0,  1,  oo,  —  1  auf  einen  Kegelschnitt,  und  als  solchen  wählen 
wir  den  um   den  Punkt  0   mit  dem  Radius   1   beschriebenen  Kreis. 


*)  Auch  sonst  macht  sich  bei  Constructionen  in  der  complexen  Ebene  die 
Nothwendigkeit  fühlbar,  dieser  Ebene  einen  bestimmten  Sinn  beizulegen,  vgL 
Wedekind,  a.  a.  0.  p.  13  und  Math.  Annalen,  Bd.  9,  p.  209. 
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Auf  ihn  projiciren  wir  die  erwähnten  vier  Paukte  vom  imaginären 
Kreispunkte  P  aus.  Die  Linie  0-P  ist  dann  Asymptote  des  Kreises; 
dem  Strahle  0  unseres  Büschels  entspricht  also  auf  dem  Kreise  der 
Punkt  P;  dem  Strahle  1  entspricht  auf  dem  Kreise  der  Punkt  1, 
dem  Strahle  —  1  der  Punkt  —  1,  dem  Strahle  oo  der  Punkt  P'. 
Wir  haben  jetzt  die  Linien  l^  -  Ag  und  Ag  -  jr  zu  ziehen,  wenn  unter 
^17  h}  h}^  die  entsprechenden  Punkte  des  Kreises  verstanden  werden, 
und  von  ihrem  Schnittpunkte  M  Tangenten  an  den  Kreis  zu  legen. 
Die  erstere  Linie  ist  durch  die  Gerade  P'  -  oo  gegeben,  fällt  also 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen,  die  andere  ist  der  Ort 
aller  Punkte  mit  reellem  Parameter.  Durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  letzteren,  d.  h.  zu  ihr  parallel,  haben  wir  an  den  Kreis 
Tangenten  zu  ziehen;  die  Berührungspunkte,  verbunden  mit  P,  geben 
die  Strahlen  i  und  —  i  unseres  Büschels,  sind  also  selbst  die  ge- 
suchten reellen  Punkte  dieser  Strahlen.  Die  Punkte  i  und  —  i  liegeti 
hiernach  in  der  Entfernung  1  vom  Änfangspimlde  auf  einer  mr  „reellen 
Axe"  senkrechten  Geraden.  Dieselbe  ist  gleichzeitig  der  Ort  aller 
Punkte  mit  rein  imaginärem  Parameter.  Hiermit  ist  die  Uebereiu- 
stimmung  unserer  Darstellung  von  x  -{-  iy  mit  der  in  der  Functionen- 
theorie  üblichen  für  die  beiden  „Axen"  nachgewiesen,  denn  z.  B.  der 
reelle  Werth  x  ist  das  Doppelverhältniss  der  Strahlen  0,  1,  x,  cx), 
also  auch  der  zu  ihnen  perspectivisch  liegenden  Punkte  0,  1,  x,  oo; 
folglich  ist  X  die  Entfernung*)  des  Punktes  x  vom  „Anfangspunkte"  0. 
Auch  für  die  übrigen  Punkte  der  Ebene  wird  die  Uebereinstim- 
mung  sofort  deutlich,  wenn  wir  die  Aufgabe  behandeln,  die  Summe  6 
zweier  beliebigen  Punkte  [i  und  v  in  der  Ebene  zu  construiren.  Diese 
Aufgabe  ist  bekanntlich  (p.  458)  als  besonderer  Fall  in  einer  früher 
behandelten  enthalten.  In  der  That  geht  die  Gleichung  (5),  p.  116 
durch  die  Substitution  A^  =  0,  ^3  =  00,  A3  =  1  über  in 

6  =  II  -\-  V . 

Es  bildet  daher  0  zusammen  mit  A^  ein  Paar  der  durch  das  Paar 
fi,  V  und  das  Doppelelement  Ag  bestimmten  Involution;  d.  h.  6  ist- 
der  vierte  harmonische  Punkt  von  A^  in  Bezug  auf  L2  und  00,  wenn 
mit  Ag'  das  zweite  Doppelelement  der  Involution  bezeichnet  wird. 
Dabei  ist  A/  als  vierter  harmonischer  Punkt  von  00  in  Bezug  auf 
^  und  V  leicht  zu  construiren.  Da  nämlich  die  vier  durch  P  gehenden 
Strahlen  ^,  v,  A2',  00  ein  reelles  Doppelverhältniss  (=  —  1)  bilden 
sollen,  liegen  nach  Obigem  ihre  reellen  Punkte  in  gerader  Linie; 
das   Doppelverhältniss   dieser  Punkte   auf  der   Geraden   ist    ebenfalls 


")  Vgl.  Bd.  I,  p.  150. 
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gleich  —  1,  und  da  einer  von  ihnen  der  unendlich  fernen  Geraden 
angehört,  halbirt  der  zugehörige  (k^)  die  Verbindungslinie  des  Paares 
ft,  V.  Mittelst  derselben  Schlüsse  ergibt  sich,  dass  6  auf  der  Ge- 
raden /tj  -  Ag'  liegen  muss  (wobei  A,  =  0),  und  zwar  so,  dass  Ag'  sich 
in  der  Mitte  zwischen  X^  und  6  befindet.  Wir  haben  also  die  Strecke 
jA-v  zu  halbiren,  den  Halbirungspunkt  X,^  mit  0  zu  verbinden  und 
diese  Strecke  über  Ag'  hinaus  um  sich  selbst  zu  verlängern;  der  so 
gefundene  Punkt  ist  der  gesuchte  0.  p.    ^^ 

Dasselbe  wird  auch  durch  die  bekannte 
Parallelogramm-Construction  der  Func- 
tionentheorie  erreicht  (vgl.  Fig.  30), 
womit  der  Beweis  für  die  behauptete 
Uebereinstimmung  erbracht  ist.  Das 
gewonnene  Resultat  darf  um  so  mehr 
Interesse  beanspruchen,  als  bei  der 
von  uns  durchgeführten  Darstellung 
der  Werthe  x  -\-  iy  durch  die  Punkte 
der  Ebene  jener  Widerspruch  fort- 
fällt, der  sich  sonst  zwischen  der  Behandlung  unendlich  ferner  Punkte 
in  der  Geometrie  und  in  der  Functionentheorie  geltend  macht  (vgl. 
p.  504  f.).  Wenn  man  in  der  letzteren  der  Ebene  nur  einen  unend- 
lich fernen  Punkt  beilegt,  so  finden  wir  dafür  jetzt  eine  Erklärung 
in  dem  Umstände,  dass  jeder  Geraden  unseres  imaginären  Strahl- 
büschels, also  auch  der  einzigen  reellen  (d.  i.  der  unendlich  fernen) 
Geraden  nur  ein  Parameterwerth  zukommt. 

Die  harmonische  Lage  von  vier  Punkten,  von  der  wir  soeben 
Gebrauch  machten,  insbesondere  die  durch  sie  bedingte  Involution 
beanspruchen  zunächst  unsere  Aufmerksamkeit.  Nach  unseren  bis- 
herigen Bemerkungen  liegen  je  vier  harmonische  Punkte  der  Ebene  auf 
einem  Kreise,  und  die  Verbindungslinien  der  Paare  sind  einander  in 
Bezug  auf  den  Kreis  conjugirte  Polaren.  Sind  daher  die  Doppelelemente 
einer  Involution  beliebig  gegeben,  so  kann  man  alle  Punktepaare  der- 
selben in  folgender  Weise  construiren.  Durch  die  Doppelelemente  Q 
und  Q'  lege  man  einen  beliebigen  Kreis  und  coustruire  den  Pol  B 
der  Sehne  Q  -  Q'  (Schnittpunkt  der  Tangenten  des  Kreises  in  den 
Endpunkten  der  Sehne);  jede  Gerade  durch  P,  welche  den  Kreis 
trifft,  schneidet  auf  ihm  ein  Punktepaar  der  gesuchten  Involution 
aus;  indem  man  durch  Q,  Q'  alle  möglichen  Kreise  legt,  findet  man 
so  alle  Punktepaare  der  Involution. 

Umgekehrt  bietet  sich  uns  die  Aufgabe,  die  Doppelelemente  einer 
durch  zwei  Paare  1,  1'  und  2,  2'  bestimmten  Involution  m  construiren. 

Clebsch,  Vorlesungen.    II,  1.  40 
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Wir  behaupten  zunächst,  dass  auch  die  Ecken  3,  3'  des  von  den 
beiden  gegebenen  Paaren  bestimmten  vollständigen  Vierseits  der 
durch  diese  Paare  bestimmten  Involution  angehören*).  Zum  Be- 
weise betrachten  wir  alle  Kegelschnitte,  welche  die  Seiten  des  Vier- 
seits berühren;  die  Tangentenpaare,  welche  an  sie  von  einem  be- 
liebigen Punkte  aus  gelegt  werden  können,  bilden  eine  Involution, 
insbesondere  also  auch  die  von  dem  imaginären  Kreispunkte  P  aus- 
gehenden Paare.  Unter  diesen  sind  aber  die  Verbindungslinien  von 
P  mit  den  Punkten  1,1'  und  2,  2'  enthalten,  sowie  auch  diejenigen 
mit  3,  3';  diese  drei  Paare  von  Verbindungslinien  gehören  also  der- 
selben Involution  an,  folglich  auch  ihre  reellen  Punkte,  w.  z.  b.  w. 
Dasselbe  gilt  von  den  reellen  Punkten  irgend  zweier  zusammen- 
gehörigen Strahlen  der  benutzten  Involution;  diese  reellen  Punkte 
sind  als  Schnittpunkte  mit  den  conjugirt  imaginären  Tangenten  keine 
anderen  als  die  Brennpunkte  der  betreffenden  Kegelschnitte**).  In 
der  complexen  Ebene  gehören  daher  die  Paare  von  Brennpunkten  aller 
Kegelschnitte  mit  vier  gemeinsamen  reellen  Tangenten  m  derselben  In- 
volution, welche  durch  irgend  zwei  der  drei  vorkommenden  Punktepaare 
bestimmt  wird. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  aber  nicht  alle  Paare  der  Involution; 
denn  in  der  Seh  aar  gibt  es  nur  einfach  unendlich  viele  reelle  Brenn- 
punkte, die  eine  Curve  erfüllen.  Die  letztere  ist  leicht  zu  bestimmen. 
Seien  F  =0  und  0  =  0  die  Gleichungen  der  beiden  Panktepaare 
1,  1'  und  2,  2'  in  Liniencoordinaten  u,  v,  so  sind  alle  Kegelschnitte 
unserer  linearen  Schaar  in  der  Form  F -j- X<t)  =  0  darstellbar;  ihre 
Brennpunkte  sind  also  die  in  dem  Geivebe 
(,1)  F  +  AcD  +  ii{u^  +  «;2)  =  0 

vorkommenden  unendlich  vielen  Punktepaare.  Von  allen  diesen  Puukte- 
paaren  aber  wissen  wir,  dass  sie  eine  Curve  dritter  Ordnung  erfüllen: 
die  Hermite'sche  Curve  des  Gewebes,  und  dass  die  Punkte  jedes 
Paares  auf  dieser  Curve  ein  „Polepaar^'  bilden***),  da  die  Curve  gleich- 
zeitig die  Jacobi'sche  Curve  des  dem  Gewebe  conjugirten  Netzes 
ist.  Die  Axen  der  Kegelschnitte  umhüllen  die  Jacobi'sche  Curve 
des  Gewebes  und  die  Hermite'sche  Curve  des  conjugirten  Netzes. 
Aus  dem  Gewebe  kann  man  unendlich  viele  lineare  Kegelschnitt- 
schaaren  herausgreifen;  sie  führen  alle  zu  derselben  Curve  dritter 
Ordnung  als  dem  Orte   ihrer  Brennpunkte.     Da   von  der  Curve  drei 


*)  Vgl.  Möbius,  Gesammelte  Werke,  Bd.  2,  p.  227  (1853). 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  161. 
***)  Vgl.  Bd.  T,  p.  520  f.  lind  527  ff. 
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JPolepaare,  nämlicli  1-1',  2-2'  und  P -  P'  gegeben  sind,  so  kann 
die  Construction  beliebig  vieler  Punkte  der  Curve  nach  der  Seh  rö- 
ter'sehen  Methode  erfolgen*). 

In  jeder  dem  Gewebe  (1)  angehörigen  linearen  Schaar  befindet 
sich  eine  Curve,  von  der  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  wird? 
also  eine  Parabel.  Der  eine  Brennpunkt  derselben  liegt  unendlich 
weit,  der  andere  (im  Endlichen  gelegene)  werde  mit  C  bezeichnet. 
In  der  Strahleninvolution  mit  dem  Centrum  P  gibt  es  nur  einen 
Strahl,  welcher  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  einem  Paare  der  In- 
volution ergänzt.  Es  ist  daher  C  der  reelle  Punkt  dieses  Strahles 
und  gemeinsamer  Brennpunlit  aller  in  dem  Gewebe  (1)  vorkommenden 
Parabeln.  Da  der  Punkt  C  auch  nur  durch  einen  anderen  Punkt  zu 
einem  Punktepaare  des  Gewebes  (1)  ergänzt  werden  kann,  so  folgt, 
dass  die  erwähnten  Parabeln  eine  gemeinsame  Axe  haben,  dass  sie 
also  ein  „confocales  System"  bilden**). 

Zur  Construction  von  G  gelangen  wir  durch  folgende  Ueber- 
legungeu.     Durch  die  Involution  wird  jedem  Punkte  der  Ebene  ver- 

Fig.  31. 


möge  einer  linearen  binären  Transformation   ein   anderer  Punkt  der- 
selben Ebene   zugeordnet.     Das  Doppelverhältniss   von   vier  Punkten 


*)  Vgl.  Bd.  I,  p.  529,  541,  902.  Der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegel- 
sclmittschaar  ward  von  Salmon  bestimmt:  Analytische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte, Aufgabe  7  und  8  in  art.  310  der  zweiten  Auflage  von  Fiedler'a 
Bearbeitung;  dieser  Ort  ist  von  Schröter  und  Durege  in  Bd.  5  der  Math. 
Annalen  eingehend  studirt. 

**)  Wie  bei  dem  Systeme  confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  gehen  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  zwei  Curven  des  Systems,  die  sich  rechtwinklig  durch- 
schneiden. Man  erhält  die  Gleichung  eines  solchen  Systems  leicht  durch  dua- 
listische Uebertragung  aus  Bd,  I,  p.  136,  wenn  man  bedenkt,  dass  von  den  vier 
gemeinsamen  Tangenten  aller  confocalen  Parabeln   zwei  in   die  unendlich  ferne 

40* 
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wird  also  bei  dieser  Zuordnung  nicht  geändert.  Ist  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  Punkten  reell,  so  ist  auch  das  Doppelverhältniss 
der  entsprechenden  Punkte  reell,  d.  h.  Punläe,  welche  auf  einer  Geraden 
oder  auf  einem  Kreise  liegen,  gehen  in  ebensolche  Punkte  über.  In 
unserem  durch  die  Paare  1-1'  und  2-2'  bestimmten  vollständigen 
Vierseite  liegen  die  Punkte  1',  2,  3',  oo  in  gerader  Linie,  folglich 
die  zugeordneten  Punkte  1,  2',  3,  C  auf  einem  Kreise  (vgl.  Fig.  31), 
da  1,  2',  3  nicht  Punkte  derselben  Geraden  sind;  ebenso  ergibt  sich, 
dass  die  Punkte  1,  2,  3',  C,  ferner  1',  2,  3,  C  und  1',  2',  3'  C  je 
auf  einem  Kreise  liegen.  Wir  erhalten  so  beiläufig  den  Satz:  Die 
vier  Kreise,  welche  sich  um  die  vier  von  den  Seiten  eines  Vierseits  ge- 
bildeten Dreiecke  beschreiben  lassen,  schneiden  sich  in  einem  gemeinschaft- 
lichen Punkte.  Dieser  gemeinschaftliche  Punkt  ist  der  Brennpunkt  C 
unserer  Parabeln;  der  Brennpunkt  also  wird  durch  Vermittelung 
jener  Kreise  gefunden.  Die  durch  F  gehende  Axe  des  confocalen 
Parabelsystems  (in  Fig.  31  mit  y  bezeichnet)  enthält  den  unendlich 
fernen  Mittelpunkt  (Pol  der  unendlich  fernen  Geraden)  aller  unserer 
Parabeln,  sie  ist  also  parallel  zu  derjenigen  Geraden,  welche  als 
Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  das  Vierseit  berühren, 
die  Strecken  1-1',  2-2'  und  3-3'  gleichzeitig  halbirt. 

Bisher  betrachteten  wir  nur  eine  gewisse  einfach  unendliche 
Reihe  von  Punktepaaren  unserer  Involution,  welche  sich  auf  einer  be- 
stimmten Curve  dritter  Ordnung  zu  Polepaaren  anordneten.  Um  alle 
Punktepaare  der  Involution  zu  erhalten,  müssen  wir  uns  einfach  un- 
endlich viele  derartige  Curven  construirt  denken.  Zu  allen  diesen 
Curven  muss  der  Punkt  C  in  derselben  Beziehung  stehen.  Sei  nun 
4-4'  ein  nicht  auf  der  bisher  untersuchten  Hermite'schen  Curve 
gelegenes  Paar  der  Involution,  so  muss  man  von  1-1'  und  4-4' 
aus  zu  demselben  Punkte  G  durch  die  entsprechenden  Constructionen 
gelangen;  die  Linie  y  aber  wird  jetzt  eine  andere  Lage  annehmen. 
Umgekehrt  können  wir  durch  G  eine  beliebige  Gerade  ziehen  und 
sie  als  Axe  eines  Systems  confocaler  Parabeln  benutzen.  Der  unend- 
lich ferne  Punkt  dieser  Axe  liefert  uns  zusammen  mit  G  ein  Polepaar 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  die  durch  ein  weiteres  Polepaar 
(etwa  1-1')  vollkommen  bestimmt  ist  (da  ausserdem  die  Kreis- 
punkte P  und  P'   ein  Polepaar   bilden   müssen).     Alle  anderen  Pole- 


Gerade  zusammengefallen  sind,  während  die  beiden  anderen  den  Brennpunkt 
mit  den  imaginären  Kreispunkten  verbinden.  Die  Gleichung  einer  solchen  Schaar 
ergibt  sich  auch  für  y  =  0  aus  (44),  p.  304  in  Variabein  x  und  r.  Möbius 
bezeichnet  C  als  den  Centralpunkt  der  Involution. 
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paare  desselben  Systems  auf  dieser  Curve  gehören  dann  offenbar  eben- 
falls m  den  PunJctepaaren  unserer  Involution.  In  dem  imaginären 
Strahlbüschel,  das  von  P  ausgeht,  ist  nur  ein  Strahl,  der  mit  dem 
durch  C  gehenden  ein  Paar  bildet;  dieser  Strahl  aber  ist  reell,  wird 
also  durch  jeden  seiner  (unendlich  fernen)  Punkte  dargestellt;  und 
deshalb  kann  C  mit  jedem  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  zu- 
sammen ein  Polepaar  der  erwähnten  Art  bilden.  Sei  nun  F=0 
die  Gleichung  des  Paares  1  -  1 ',  und  U=0  die  Gleichung  des 
Punktes  C,  so  ist  die  Gleichung  des  Polepaares,  dessen  einer  Punkt 
mit  C  zusammenfällt,  von  der  Form  U(u  -j-  vv)  =  0.  Alle  mit 
diesen  beiden  Paaren  auf  derselben  Curve  dritter  Ordnung  liegenden 
Polepaare  sind  die  in  dem  Gewebe*) 

(2)  F+  XU  («  +  vv)  +  ^(w^  +  v')  =  0 , 

dessen  Gleichung  analog  zu  (1)  gebildet  ist,  vorkommenden,  in 
Punktepaare  zerfallenden  Kegelschnitte.  Die  doppelt  unendlichen 
vielen  Punktepaare  der  Involution  tverden  daher  von  denjenigen  Paaren 
gebildet,  welche  als  Curven  zweiter  Klasse  in  dem  dreifach  unendlichen 
linearen  Systeme  von  Kegelschnitten  enthalten  sind,  das  durch  die 
Gleichung 

(3)  lF+lUu  +  müv-\-  niu^  -\- v^)  =  0 

dargestellt  wird,  wenn  k,  l,  m,  n  variable  Parameter  bedeuten.  Die 
Punktepaare  der  Involution  sind  gleichzeitig  die  reellen  Brennpunkte- 
paare aller  Kegelschnitte  der  viergliedrigen  Schaar  (3). 

Die  Involution  enthält  zwei  reelle  Doppelelemente;  an  zwei 
Stellen  der  Ebene  muss  es  also  vorkommen,  dass  die  Brennpunkte 
eines  Paares  zusammenfallen,  d.  h.  dass  die  entsprechenden  Kegel- 
schnitte in  Kreise  übergehen.  Um  diese  Stellen  zu  bestimmen,  be- 
trachten wir  den  Büschel  von  Curven  zweiter  Ordnung,  dessen  Curven 
sämmtlich  zu  allen  Kegelschnitten  des  Systems  (3)  conjugirt  (mit 
ihnen  in  vereinigter  Lage)  sind**).  Jeder  der  vier  Basispunkte  dieses 
Büschels  stellt,  doppelt  gezählt,  eine  Curve  zweiter  Klasse  dar,  die 
zu  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  conjugirt  ist;  denn  ein  Doppel- 
punkt muss  auf  der  Curve  zweiter  Ordnung  liegen,  um  die  Forderung 
der  „vereinigten  Lage"  zu  erfüllen***).   In  dem  Kegelschnittsysteme  (3) 

*)  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  das  allgemeinste  Gewebe,  in  dem  die 
imaginären  Kreispunkte  vorkommen,  durch  eine  Gleichung  der  Form  (2)  dar- 
gestellt wird. 

**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  385,  wo  M  =  2,  r  =  3  zu  nehmen  ist. 
***)  Vgl.  Bd.  I,  p.  525.  —  Es  sei  hier  bemerkt,   dass  man   (nach  dem  Vor- 
gange von  Reye)   zwei  zu  einander   conjugirte   (oder  in  einer  vereinigten  Lage 
befindliche)  Kegelschnitte  auch  als  zu  einander  apolar  bezeichnet. 
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kommen  daher  vier  doppelt  zählende  Punkte  vor:  die  gemeinsamen 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  des  conjugirten  Büschels.  Hiernach 
müssten  auch  vier  Brennpunktepaare,  d.  i.  Paare  unserer  Involution, 
in  Doppelpunkte  ausarten;  da  die  Involution  aber  nur  zwei  Doppel- 
elemente besitzt,  so  sind  von  diesen  vier  Punkten  stets  zwei  ima- 
ginär. Der  m  (3)  conjugirte  Büschel  hat  dalier  zwei  imaginäre  und 
zivei  reelle  BasispunMe;  die  leideren  stellen  in  der  complcxen  Ebene  die 
Boppelelemente  der  durch  1-1'  imd  2-2'  gegebenen  Involution  dar. 

Es  muss  jetzt  nur  noch  angegeben  werden,  wie  man  diese 
Doppelelemente  constructiv  bestimmt.  Für  alle  Kegelschnitte  des 
erwähnten  Büschels  bildet  der  Punkt  C  mit  jedem  Punkte  der  un- 
endlich fernen  Geraden  ein  Paar  conjugirter  Pole;  die  unendlich 
ferne  Gerade  ist  daher  die  Polare  des  Punktes  C,  d.  h.  C  ist  der 
gemeinsame  Mittelpunkt  aller  Kegelschnitte  des  Büschels*).  Da 
ferner  auch  die  imaginären  Kreispunkte  ein  conjugirtes  Polepaar 
bilden  sollen,  so  bestehen  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  aus  concen- 
trischen  gleichseitigen  Hyperbeln  (d.  i.  Hyperbeln  mit  zu  einander  recht- 
winkligen Asymptoten).  Näher  definirt  werden  sie  dadurch,  dass  sie 
alle  ein  in  der  Ebene  beliebig  gegebenes  Punktepaar  1-1'  zu  con- 
jugirten Polen  haben  sollen.  Dieses  Punktepaar  stellt  also  die 
Doppelelemente  derjenigen  Involution  dar,  welche  von  den  Hyperbeln 
des  Büschels  auf  der  Verbindungslinie  von  1  mit  1'  ausgeschnitten 
wird.  Letztere  Verbindungslinie  wird  daher  in  den  Punkten  1,  1' 
von  je  einer  Hyperbel  des  Büschels  berührt**),  die  leicht  zu  con- 
struiren  ist.  Die  in  1  berührende  Hyperbel  z.  B.  muss  auch,  da  sie 
ihren  Mittelpunkt  in  C  hat,  durch  den  auf  der  Linie  1-0  gelegenen 
Punkt  I  gehen,  der  von  C  in  entgegengesetzter  Richtung  ebenso  weit 
entfernt  ist,  wie  der  Punkt  1.  Da  die  beiden  Taugenten  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  einander  parallel  sein  müssen,  so  ist 
auch  die  Tangente  der  Hyperbel  in  I  bekannt,  ferner  der  zu  beiden 
parallele  conjugirte  Durchmesser.  Die  beiden  Winkelhalbireuden  der 
conjugirten  Durchmesser  liefern  dann  sofort  die  Asymptoten  der  Hy- 
perbel***). Wir  kennen  also  vier  Tangenten  und  deren  Berührungs- 
punkte für  die  gesuchte  Hyperbel,  so  dass  wir  jetzt  beliebig  viele 
Punkte  derselben  linear  constuiren  können.  Ebenso  wird  die  zweite 
Hyperbel,  von  der  die  Gerade  1-1'   in  1'  berührt   wird,  näher  be- 


*)  Gleichzeitig  ist  C  der  „Mittelpunkt"  aller  in  Betracht  kommenden  Cur- 
ven    dritter    Ordnung.      Ueber    solche    Curveu    mit    Mittelpunkt   vgl.   Küpper, 
Schlömilch's  Zeitschrift,  Bd.  10  und  14. 
**)  Vgl.  Bd.  I,  p.  134  f. 
***)  Vgl.  Bd.  I,  p.  81  f.  und  92  ff. 
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stimmt;   von  den  vier  Schnitlpimlden  heider  sind  zwei  reell  und  liefern 
in  der  covn;plexen  Ebene  die  Doppelelemente  der  gegebenen  Involution. 

Die  Auffindung  der  letzteren  hängt  von  einer  quadratischen 
Gleichung  ab;  die  biquadratische  Gleichung,  welche  die  vier  Basis- 
punkte des  Büschels  von  Hyperbeln  bestimmt,  muss  sich  daher  auf 
zwei  quadratische  reduciren.  In  der  That  ist  auch  das  eine  in  dem 
Büschel  enthaltene  reelle  Liuienpaar  bekannt;  somit  ist  nur  die  eine 
der  beiden  Hyperbeln  mit  den  Linien  dieses  Paares  zum  Durchschnitte 
zu  bringen;  die  Coustruction  der  zweiten  Hyperbel  ist  nicht  uoth- 
wendig.  In  der  That  muss  ja  jenes  Linienpaar  gleichzeitig  zu  den 
beiden  Verbindungslinien  von  C  mit  den  imaginären  Kreispunkten 
vmd  zu  denjenigen  mit  1  und  1'  harmonisch  liegen;  es  ist  also  durch 
die  beiden  Winkelhalbirenden  dieser  letzteren  Linien  gegeben.  Von 
der  gegenseitigen  Lage  der  gleichseitigen  Hyperbeln  macht  man  sich 
leicht  ein  Bild,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Gleichung  des  Büschels 
in  der  Form 

x^  —  1  -  y^  -{-  2lxy  =  0 

geschrieben  werden  kann.    Dabei  haben  die  vier  gemeinsamen  Punkte 
die  Coordinaten 

ic  ==  +  1  ?  y  =  ^     und     X  ==  0,  2/  =  ib  ^  • 
Das  reelle  Linienpaar  ist  xy  =^  0*). 

Die  nunmehr  bekannten  Doppelelemente  der  Involution  mögen 
mit  Q  und  Q'  bezeichnet  werden.  Jedes  Punktepaar  auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie, das  zu  beiden  harmonisch  liegt,  gehört  dann  ebenfalls 
der  Involution  an.  Schlagen  wir  ferner  um  die  Strecke  Q  -  Q'  als 
Durchmesser  einen  Kreis,  so  schneidet  jede  auf  Q  -  Q'  senkrechte 
Linie  diesen  Kreis  in  einem  Paare  der  Involution.  Dieser  Kreis 
bildet  mit  der  Linie  Q  -  Q'  msammen  eine  der  unendlich  vielen  Curven 
dritter  Ordnung,  deren  Polepaare  unsere  Involution  darstellen.  In  der 
That  wird  man  durch  die  bekannte  Vierseitsconstruction  (p.  627)  von 
zwei  der  erwähnten  Punktepaaren,  die  nicht  beide  auf  Q  -  Q'  liegen, 
stets  zu  einem  dritten  Paare  geführt  (vgl.  Fig.  32).  Je  vier  Linien 
eines  solchen  Vierseits  werden  von  zwei  Kreisen  berührt,  deren  Mittel- 
.punkte  in  Q  und  Q'  liegen.  Die  Brennpunktepaare  aller  Kegel- 
schnitte, welche  dieselben  vier  Geraden  berühren,  liegen  auf  der  er- 


*)  Demselben  Hyperbeln -Systeme  begegnet  man  bei  der  durch  die  Trans- 
formation ^  =  2  -\-  2~^  vermittelten  conformen  Abbildung;  vgl.  z.  B.  Tafel  XIV 
in  Holzmüller's  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften, 
Leipzig  1882. 
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wähnten  zerfallenden  Curve  dritter  Ordnung*),  Zu  jedem  solchen 
Paare  gehören  unendlich  viele,  einander  confocale  Kegelschnitte  des 
Systems   (3) ;  insbesondere  erhält   man   so   alle  reellen  Kreise,  ivelche 


Fig.  32. 


in   dem   dreifach   unendlichen  Systeme  (3)    von  Ourven  mveiter  Klasse 
vorkommen:  die  Systeme  concentrischer  Kreise  um  die  PunMe  Q  und  Q\ 


Dass  in  der  That  nur  eine  einzige  Gleichung  zweiten  Grades 
zur  Bestimmung  der  Doppelelemente  einer  Involution  nöthig  ist, 
wird  auch  geometrisch  vollkommen  deutlich,  wenn  man  nach  von 
Staudt's  Theorie  des  Imaginären  diese  Construction  in  der  com- 
plexen  Ebene  ausführt.  Es  seien  die  beiden  Paare  ^  -  v  und  A^  -  X^ 
in  der  Ebene  gegeben.  Durch  die  fünf  Punkte  ft,  v,  A^,  X^  und  den 
imaginären  Kreispunkt  P  denken  wir  uns  einen  (imaginären)  Kegel- 
schnitt gelegt.  An  ihn  haben  wir  von  dem  Schnittpunkte  N  der 
Linien  fi-v  und  X^-X^  die  beiden  Tangenten  zu  legen;  ihre  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  der  reellen  Polare  von  N  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt.  Die  reellen  Punkte  der  Verbindungslinien  von  P 
mit  diesen  Berührungspunkten  sind  die  gesuchten  Doppelelementc  der 
Involution.  Die  vollkommene  Durchführung  der  verlangten  Con- 
structionen  mit  Hülfe  der  früher  entwickelten  Methoden  (p.  1 10  ff.) 
bietet  keinerlei  Schwierigkeiten  und  dürfte  auch  nicht  umständ- 
licher sein,  als  die  Bestimmung  der  Doppelelemente  durch  die  vorhin 
benutzten  gleichseitigen  Hyperbeln. 


*)  Diese  ausgeartete  Curve  wird  von  Durege  a.  a.  0.  als  Ort  der  Brenn- 
punkte einer  Kegelschnittschaar  betrachtet. 
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In  dieser  Weise  lässt  sieh  jede  der  früher  im  reellen  oder  immji- 
nären  Strahlhüschel  ausgeführten  Constructionen  auf  die  eomplexe  Ehene 
übertragen,  wenn  auch  durch  solche  Uebertragung  nicht  immer  die 
einfachsten  Constructionen  gewonnen  werden.  Eine  grosse  Erleich- 
terung für  die  eomplexe  Ebene  wird  dadurch  erreicht,  dass  man  die 
Punkte  0,  1,  oo  zunächst  bei  der  Construction  auszeichnet  und  erst 
nachträglich  durch  beliebige  Punkte  der  Ebene  ersetzt.  Es  möge 
dies  im  Folgenden  an  einigen  Beispielen  erläutert  werden. 

1)  Aufgabe  5,  p.  110.  Es  soll  ein  Punkt  6  gefunden  iverden, 
ivelcher  zusammen  mit  einem  gegebenen  Punläe  l^  ein  Paar  einer  Invo- 
lution bildet,  die  bestimmt  ist  durch  ein  anderes  Paar  ^,  v  und  einen 
ihrer  reellen  DoppelpunJde  X^. 

Für  ;i^  =  0,  Ag  =  oo,  Ag  =  1  wurde  <?  =  |*  -j-  ^5  ^iitl  durch 
Uebertragung  der  von  St audt' sehen  Construction  fanden  wir  oben 
die  gebräuchliche  Construction  der  Summe  zweier  complexen  Zahlen 
(vgl.  Fig.  30,  p.  625).  Legen  wir  jetzt  A^,  Ag,  A.  au  beliebige  Stellen 
der  Ebene,  so  haben  wir  einfach  folgende  Regel  zur  Auffindung  von  6\ 
Man  lege  einen  Kreis  K^  durch  \i,  v  und  Ag,  einen  Kreis  K^  durch 
A^  und  ft,  so  dass  er  den  Kreis  K^  in  ^  rechtwinklig  schneidet, 
ebenso  durch  A^  und  v  einen  Kreis  K^,  welcher  mit  K^  in  v  einen 
rechten  Winkel  bildet.  Der  zweite  Schnittpunld  von  K^  und  K^  ist 
der  gesuchte  PunJct  <?.  In  der  That  liegen  auch  in  Fig.  30  die  Punkte 
0,  ft,  (?  und  0,  V,  (3  je  auf  einem  Kreise,  welcher  von  der  Geraden 
(i-v  orthogonal  geschnitten  wird.  Diese  Gerade  aber  geht  bei  Ver- 
legung des  Punktes  oo  (durch  lineare  Transformation)  in  einen 
Kreis  über. 

Man  kann  auch  zuerst  das  zweite  Doppelelement  Ag'  aufsuchen. 
Zu  dem  Zwecke  zieht  man  in  A^  die  Taugente  von  K^,  bringt  die- 
selbe in  M  mit  der  Linie  (i-v  zum  Schnitte  und  legt  von  31  aus 
die  zweite  Tangente  an  K^;  ihr  Berührungspunkt  ist  Ag'.  Man 
braucht  nur  noch  den  Kreis  K^  mit  einem  durch  A^,  X^  und  Ag'  ge- 
legten Kreise  K^  zum  Schnitte  zu  bringen,  um  6  zu  finden. 

2)  Aufgabe  6,  p.  117.  Es  soll  ein  PunJct  %  gefunden  iverden, 
welcher  einen  gegebenen  Punkt  Ag  zu  einem  Paare  einer  Involution  er- 
gänzt, die  durch  zwei  gegebene  Paare  ft,  v  und  A^,  A^  definirt  ist. 

Für  Ag  =  oo  wurde  die  Aufgabe  im  Vorstehenden  von  uns  be- 
handelt-, wir  haben  jetzt  nur  in  Fig.  31  das  Paar  1-1'  durch  fi-v, 
das  Paar  2-2'  durch  A^  -  Ag  zu  ersetzen.  Der  Punkt  C  ist  dann 
identisch  mit  dem  von  uns  gesuchten  Punkte  jt.  Legen  wir  nun  Ag 
an  eine  beliebige  Stelle  der  Ebene,  so  gehen  die  Geraden  der  Fig.  31 
in  Kreise  über,   und  wir  erhalten  folgende  Construction:    Man  lege 
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einen  Kreis  K^^  durch  fi,  A^,  A3, 


^2 
Z3 


z; 


V,  Ai,  A3, 

ft;    A2,    A3, 

v,  Ag    und    deu    zweiten    Schnittpunkt    (A/) 


von  ^3  mit  Ä^, 


Fig.  33. 


|w.,   Ag    und    den    zweiten    Schnittpunkt   (A^) 
von  Äj  mit  Ägj 

^«e  beiden  Kreise  K^  und  K^  treffen  sich  in  dem  gesuchten  Funkte  «; 
und  durch  denselben  Punkt  gehen  die  beiden  Kreise  hindurch,  auf 
denen  bez.  die  Punkte  }i,  A^,  A/  und  v,  A^,  A^  gelegen  sind. 

Lassen  wir  jetzt  insbesondere  1^=0,  Ag  ==  00,  A3  =  1  werden, 
so  geht  die  oben  erwähnte  (p.  623),  für  unsere  Aufgabe  charakte- 
ristische Gleichung  über  in: 

Unsere  Construction  lost  also  in  diesem  Falle  die  Aufgabe^  das  Product 

zweier  complexen  Zahlen  con- 
structiv  m  bestimmen*).  Man  hat 
zu  dem  Zwecke  einen  Kreis  K^ 
durch  ^,  0  und  1  zu  legen  (vgl. 
Fig.  33),  den  Punkt  v  mit  1 
durch  eine  Gerade  K^  zu  ver- 
binden, welche  K^  in  A4  trifft, 
sodann  den  Kreis  K^  durch  v, 
0  und  1  zu  legen  und  mit  der 
Verbindungslinie  Kj^  der  Punkte 
ft,  und  1  in  A/  zum  Schnitte  zu 
bringen,  endlich  den  gesuchten 
Schnittpunkt  n  der  Geraden 
V  -  A/  und  fA  -  A4  zu  bestim- 
men. Der  Punkt  n  liegt  dann 
sowohl   mit  den  Punkten  ^i,   A^ 

(=  0),   A4',   als   mit  den  Punkten  v,  Aj,  A4  auf  je  einem   (in  Fig.  33 


*)  Diese  Aufgabe  wird  sonst  durch  Vermittlung  gewisser  ähnlicher  Dreiecke 
gelöst;  vgl.  z.  B.  Holzmüller,  a.  a.  0.  p.  11.  Das  Dreieck  0  - 1  -  f t-  wird  durch 
eine  Aehnlichkeitstransformation  in  die  neue  Lage  0  -  v  -  n  übergeführt.  Wird 
^  =  V,  so  erhält  man  successive  alle  Punkte  /(i*,  fi^  ....  Dass  alle  diese  Punkte 
auf  einer  logarithmischen  Spirale  liegen,  ist  eine  Consequenz  des  Satzes,  dass 
sich  bei  einer  Aehnlichkeitstransformation  alle  Punkte  auf  logarithmischen  Spi- 
ralen bewegen  (vgl.  oben  die  Note  zu  p.  546). 
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punktirten)  Kreise.  Ist  ja  reell,  so  geht  K^  in  eine  gerade  Linie 
über;  sind  ft  und  v  reell,  so  hat  man  die  frühere  von  St  au  dt' sehe 
Construction  anzuwenden. 

Für  ^  =  V  wird  die  Construction  unbrauchbar.  Die  dann  ent- 
stehende Aufgabe,  das  Quadrat  fi^  =  7f  einer  gegebenen  Zahl  zu  con- 
struiren,  wird  offenbar  in  der  folgenden  Weise  gelöst.  Man  ver- 
längere die  Strecke  O-ft  über  0  hinaus  um  sich  selbst;  dadurch 
findet  man  den  Punkt  fi',  der  mit  [i  zusammen  die  Doppelelemente 
der  Involution  bildet.  Durch  ^,  ^'  und  1  lege  mau  einen  Kreis 
und  construire  dessen  Tangenten  in  ft  und  fi' ]  dieselben  mögen  sich 
in  31  schneiden;  die  Gerade  M-  1  schneidet  dann  auf  dem  Kreise 
den  gesuchten  Punkt  fi^  aus. 

Die  umgekehrte   Aufgabe,   aus  einer   gegebenen  Zahl  tc  zu   der 

Zahl  -j-  y^t  durch  Construction  zu  gelangen,  führt  zu  der  schon  be- 
handelten (p.  630)  zurück,  die  Doppelelemente  einer  durch  zwei 
Paare  (0  -  oo  und  Jt  -  A3)  bestimmten  Involution  aufzusuchen. 

3)  Es  soll  ein  Punkt  v  gemäss  der  Gleichung  (8),  p,  119  con- 
struirt  werden.  Die  Aufgabe  ist  in  der  Umkehrung  der  vorhergehenden 
enthalten.  Für  den  Fall  A^  =  0,  Ag  =  00,  A3  =  1  gibt  sie  die  oben 
besprochene  Construction  des  Punktes  i  (p.  623  f.)  Die  Verallgemei- 
nerung der  letzteren  durch  Verlegung  des  unendlich  fernen  Punktes 
führt  also  zur  Construction  der  Doppelelemente  einer  Involution,  welche 
durch  zwei  Pimlctepaare  eines  und  desselben  Kreises  definirt  ivird,  falls 
diese  Paare  su  einander  harmonisch  liegen.  Auf  dem  Kreise  K  mögen 
Ai  und  A2  harmonisch  zu  A3  und  A4  liegen;  dann  lege  man  durch  A3 
und  A4  einen  Kreis  K^,  welcher  K  in  beiden  Punkten  rechtwinklig 
schneidet,  ebenso  einen  zweiten  Kreis  K^  durch  A^  und  Ag,  der  eben- 
falls K  unter  rechtem  Winkel  begegnet.  Die  beiden  Schnittpunkte 
von  K^  und  K^  sind  die  gesuchten  Doppelelemente. 

Nächst  der  harmonischen  Lage  von  vier  Punkten  ist  die  äqiii- 
anharmonische  Lage  in  Betracht  zu  ziehen.  Da  dieselbe  in  bekannter 
Weise  bei  den  binären  cubischen  Formen  zur  Anwendung  kommt, 
so  können  wir  auf  die  Theorie  der  letzteren  verweisen*),  welche 
auf  der  Kugel  schon  hinreichend  besprochen  wurde  (p.  614).  Nimmt 
man  insbesondere  die  drei  Grundpunkte  auf  dem  durch  sie  zu  legenden 
Kreise  äquidistant  an,  so  wird  die  Covariante  Q  durch  die  drei  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkte  dargestellt,  und  die  Hesse' sehe 
Covariante  durch   den  unendlich   fernen  Punkt  und  den  Mittelpunkt 


*)  Vgl.  Beltrami  und  Wedekind  a.  a.  0. 
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des  Kreises.  Bringt  man  dann  den  unendlich  fernen  Punkt  durch 
lineare  Transformation  in  eine  beliebige  Lage,  so  bildet  er  zusammen 
mit  dem  anderen  Punkte  der  Hesse'schen  Covariante  die  beiden 
„Grenzpunkte"  eines  Systems  von  Kreisen,  die  sich  in  zwei  imagi- 
nären Punkten  schneiden  (vgl.  p.  610),  und  auf  deren  jedem  unend- 
lich viele  Formen  dritter  Ordnung  liegen,  welche  alle  dieselbe 
Hesse' sehe  Covariante  besitzen. 

Bei  der  geometrischen  Definition  des  allgemeinen  complexen 
Doppelverhältnisses  a  -\-  iß  von  vier  Punkten  legten  wir  früher  Ge- 
wicht darauf,  dass  man  stets  vier  reelle  Punkte  construiren  kann, 
deren  Doppelverhältniss  gleich  einem  Vielfachen  von  «,  und  vier 
andere,  deren  Doppelverhältniss  gleich  einem  Vielfachen  von  ß  ist 
(p.  123  fi'.).  In  der  complexen  Ebene  dagegen,  wo  das  Doppelver- 
hältniss von  vier  auf  einem  Kreise  befindlichen  Punkten  stets  direct 
durch  dasjenige  von  vier  reellen  Strahlen  dargestellt  wird  (p.  623), 
können  wir  uns  darauf  beschränken,  einen  vierten  Funkt  anzugeben, 
der  mit  dreien  der  gegebenen  PimJcte  auf  einem  Kreise  liegt  und  mit 
ihnen  das  Doppelverhältniss  2a,  sowie  einen  andern,  der  mit  ihnen  in 
gleicher  Weise  das  Doppelverhältniss  2/3  bestimmt.  Seien  X^,  l^,  Ag,  l^ 
die  gegebenen  Punkte,  so  denken  wir  uns  durch  lineare  Transforma- 
tion A^,  ^2,  Ag  bez.  an  die  Stellen  0,  1,  oo  gebracht;  dann  geht  A^  in 
a  -\-  iß  über.  Mit  Hülfe  des  Punktes  a  —  iß  construiren  wir  nach  1) 
die  Summe  («  +  iß)  +  («  —  iß),  d.  h.  den  Punkt  2a.  Sodann  pro- 
jiciren  wir  von  einem  Punkte  M  des  durch  A^,  Ag,  Ag  gelegten 
Kreises  die  Punkte  0,  1,  2a,  oo  auf  diesen  Kreis;  dann  lässt  sich 
durch  M  in  bekannter  Weise  ein  Strahl  M  -  ^  so  construiren,   dass 

die  Relation 

Jf(0,  oo,  1,  2a)  A  M{X,,  k,,  A3,  ii) 

besteht;  der  Schnittpunkt  ft  dieses  Strahles  mit  dem  Kreise  ist  der  ge- 
suchte Punkt,  welcher  mit  Aj,  Ag,  A3  msammen  das  Doppelverhältniss 
2a  bestimmt;  ebenso  ergibt  sich  durch  Benutzung  der  Subtraction 
ein  Punkt,  der  mit  A^,  Ag,  A3  ein  Quadrupel  vom  Doppelverhältnisse 
2ß  bildet*).  Wenig  complicirter  wäre  es,  Punkte  zu  construiren,  die 
mit  dreien  der  gegebenen  zusammen  die  Doppelverhältnisse  a  bez.  ß 
ergeben. 

Wenn  es  unser  Zweck  war,  in   den   letzten  Untersuchungen   zu 


*)  Wedekind  definirt  a.  a,  0.  ein  complexes  Doppelverhältniss  mit  Hülfe 
der  Winkel,  unter  welchen  die  durch  je  drei  der  vier  Punkte  zu  legenden  Kreise 
sich  gegenseitig  schneiden. 
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zeigen,  wie  die  Vorstellungen  der  allgemeinen  projeetivischen  (Cay- 
ley' sehen)  Maassbestimmung,  also  auch  der  nieht-Euclidischen 
Geometrie  für  mannigfache  Probleme  von  Vortheil  sind,  ganz  un- 
abhängig davon,  welchen  Dienst  diese  Vorstellungen  bei  Prüfung 
der  Grundlagen  der  Geometrie  bieten,  so  muss  hervorgehoben  werden, 
dass  unsere  Betrachtung  über  die  Darstellung  der  complexen  Werthe 
X  -f-  iy  in  der  Ebene  nicht  mehr  zu  diesen  Problemen  zu  zählen  ist. 
Wir  glaubten  nur,  auf  dieselbe  eingehen  zu  sollen,  da  wir  ihrer 
wiederholt  bedurften,  und  da  es  nothwendig  schien,  den  Zusammen- 
hang mit  der  von  Staudt'schen  Theorie,  welche  sonst  der  projeeti- 
vischen Denkweise  näher  liegt,  klar  zu  legen  und  an  Beispielen  näher 
zu  verfolgen.  In  der  Mathematik  ist  es  an  sich  erlaubt,  sich  eines 
jeden  Hülfsmittels  zu  bedienen,  das  zum  vorgesteckten  Ziele  führt. 
Dem  methodischen  Gedankengange  zu  Liebe  verschmäht  man  oft  das 
eine,  bevorzugt  das  andere,  auch  wenn  letzteres  für  den  Augenblick 
weniger  handlich  erscheint.  Wenn  man  sich  aber  entschliesst,  die 
verschiedenen  Methoden  und  Hülfsmittel,  wie  sie  sich  gerade  dar- 
bieten, zu  benutzen,  so  ist  es  stets  ausserordentlich  lehrreich,  sich 
bei  jedem  Schritte  doch  des  Zusammenhanges  dieser  Methoden  unter 
einander  bewusst  zu  bleiben;  und  aus  diesem  Grunde  durften  wir  noch- 
mals länger  bei  der  Theorie  imaginärer  Elemente  verweilen. 
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Abel  44,  574;  — 'sehe  Integrale,  611. 

Abschnitte  einer  E.  auf  den  Coordinaten- 
axen,  13  f.,  18. 
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Archytas  206. 
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Beltrami  238,  468,  524, 526,  528, 614,  635. 
Berührung     zweier     F^     in     einzelneu 
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Cantor,  M.  206,  551. 

Capella,  Martianus  554. 
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357,  395;  desgl.  zur  Bestimmung  aller 
Bewegungen  376  fF.;  — Beziehung  zu 
einer  F^  343  ff.;  —  Transformation 
in  sich  389  ff.;  —  desgl.  mittelst 
Correlationen  403  ff.;  —  specieller 
linearer  61,  356,  363  f.;  —  tetrae- 
draler  288,  393;  — e  besondere  zwei- 
ten Grades  404  ff. 

— curve  245. 

—  kegel  245, 

Confocale  F^  269  ff.,  290  ff.;  —  Kegel 
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Drehung  377,  473,  498,  521,  535,  609  ff". 
620. 

—  saxe,  momentane,  377. 
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Durchmesser,  eines  line.  Gl.  55,  60,  103; 
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164,  167. 
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2.  Ordg.;  —  imaginäres  161. 

Elliptische  Coordinaten,  s.  Coordinaten. 

—  Geometrie,  s.  Geometrie. 
Encontre,  137. 

Entfernung  zweier  Punkte  3  f.,  465,  517, 
532,  538;  — kürzeste  zweier  Geraden 
8  ff.,  505  ff.;  —  eines  Punktes  von 
einer  Ebene  12;  —  eines  Punktes 
von  einer  Geraden  7,  610. 
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577,    616; 6.   Ordg.    571,   616; 
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613;  —  besondere  Fälle  305  fl".;  — 
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loiden  305,  649. 
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542;  —  Gleichungen  4,  21,  25,  41  ft\ 
49,  101;  —  imaginäre  110;  —  — 
erster  Art  126; zweiter  Art  128. 

Gergonne  20,  137. 

Geyser  168. 

Giorgini  52. 

Gleichung,  lineare  11,  s.  Ebene;  — 
2.  Gr.  s.  Fl.  2.  Ordg.;  Auflösung  der 
—  en  5.  Grades  595  ff.;  desgl.  für  be- 
sondere —  en  6.  Grades  574,  595. 

Gordan  573,  588,  592,  597. 

Grassmann,  H.  43  f.,  376,  514,  539,  548, 
555. 

Graves  278. 

Gregory  549. 

Grenz-Curve  472,  499. 

—  -Fläche  322,  499  ff.,  539. 
Grössenaxiome  555. 
Grundbegriffe  der  Geometrie  433  ff.;   s. 

Geometrie. 
Gruppen  von   Drehungen  620;    —   von 
Bewegungen  558; in  der  ellip- 
tischen ebenen  Geometrie  565,   569, 
578,  588ff.; im  Räume  593. 

—  von  Transformationen,  einer  F^  in 
sich  372;  —  —  binärer  Variabein 
560  ff.,  573,  578,  592,  620. 

Gundelfinger  164,  234. 

Hachette  69,  168,  189,  234,  427. 
Halley  428. 

Halphen  201,  426,  588,  592. 
Hamilton  44,  59,  296,  392,  539. 
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Hankel  105,  440,  448,  550. 
Harmonische  Lage  435  ff.,  625;  s.  Con- 

structionen. 
Hattendorf  611. 
Hauptaxeu   der  F.^    169,    184,   251;    — 

des  liu.  Cl^  s.  Axe. 
Heath  384. 

Heiberg  164,  541,  550,  554. 
Heine  272,  334. 
V.  Helmholtz  468,  528,  538,  545  f.,  548, 

566. 
Henrici  190. 
Hermes  59. 

Hermite  145,  360,  382,  593,  605. 
Hesse  11,  27,  30,  81,   111,  164,  168,  234, 

269,  278,  342. 
Hipparch  428. 

Höhenlothe  im  Dreieck  488,  618. 
Holzmüller  105,  631. 
Homofocale  F„ ,  s.  confocale  F^ . 
Hooke  428. 
Houel  548. 
Hultsch  429. 
Hurwitz  2-^9,  647. 
Hyperbel  203  f.;   —  gleichseitige  206; 

—  cubische  251. 
Hyperboloid,  1.  Art  (eiuschaliges)   156, 

162,  189; orthogonales  195;  — 

2.  Art  (zweischaliges)   156,  162,  188. 
Hyperbolische  Geometrie,  s.  Geometrie. 

Jacobi  140,  145,  164,  168,  210,  273, 
283,  296  f. 

Ideale  Punkte  u.  Elemente  471,  496. 

Jerrard  605. 

Ikosaeder  578;  — Form  619. 

Imaginäre  Elemente  in  d.  Ebene  nach 
V.  Staudt  104  ff.,  622;  —  im  Räume 
126  ff. ;  —  in  der  complexen  Ebene 
621  ff.;  —  auf  der  Kugel  607  ff. 

Inhalt,  s.  Flächeninhalt;  —  des  Te- 
traeders 15. 

Invariante  einer  F^  211;  —  einer  i^„ 
u.  eines  Cl^  343,  400;  —  n  bei  bi- 
nären Formen,  s.  Form. 

Involution,  zur  üarstelluug  imaginärer 
Elemente  106  ff.;  beim  J^,- Büschel 
215;  —  bei  jF^-Schaar  266";  —  aus- 
gezeichnete auf  einer   Geraden  516; 

im  Strahlbüschel  535,  545;  — 

in  der  complexen  Ebene  626  ff. 

Involutorische  Lage  zweier  Cl^  67  f., 
404  ff. 

Joachimsthal  194,  289,  296.  647. 

de  Jonquieres  376  ff. 

Jordan,  C.  372,  403,  525,  650. 

Kanonische  Form,  s,  Transformation. 
Kegel   22,   26;    —   2.  Ordg.  41,    148  ff., 
156,  162;   — Hauptaxen   174;    —   im 
C  leb  seh,  Vorlesungen.  II,  1. 


/';- Büschel    208,   216  ff.;   —   zweien 
F„    umschrieben    262;    Büschel    von 

—  n  236;  —  imaginärer  156,  162,  188; 

—  Abbildung  421;  s.  auch  Rotfttions- 
u.  Tangenten — . 

Kegelschnitte  149  f.,  198  f.,  202  ff.;  — 
auf  F^  157;  —  Schnitt  zweier  F^ 
224  ff.;  —  iu  einer  Schaar  von  Fl. 
2.  Kl.  252  ff.;  —  Transformationen 
in  sich  373  ff".;  —  cubische  (G,)  250; 

—  sphärische  {C^}  278. 
Kehlellipse  173. 
Kempe  429,  547. 

Kernfläche  bei  Correlationen  403. 

Killing  234,  236,  446,  478,  481,  485, 
506,   524  f.,   533,   539,  548,  555,  557. 

Klein,  B.  126. 

Klein,  F.  44,  68,  85,  107,  110,  147,  318, 
371  f.,  377,  383,  396,  431,  434,  439, 
446,  455,  467,  472,  474,  495,  527, 
533,    559,    563,    574,    586,    590,   599, 

605  ff.,  620,  650. 
Klügel  428. 
Kötter  126. 

Kreis  27,  206,  419,  431,  472,  475,  517, 

538;  --  Definition  545. 
Kreispunkte  einer  F^  189,  285. 

—  imaginäre  in  der  Ebene  536. 
Kreisschnitte  einer  F^  187  ff.,  285. 
Kronecker  154,  164,  168,  236,  403,  525, 

593,  605. 

Krümmung  477. 

^scurven  der  F^,  gewöhnliche  u.  ver- 
allgemeinerte 291  ff;  auf  Para- 

boloiden  300;  —  auf  Kegeln  324  ff.; 

—  auf  Kugeln  322 ;  —  auf  Rotations- 
kegeln 332;   —  auf  Cylindern  333  ff. 

—  smaass  525,  533. 
Krystallsysteme  593. 
Küpper  630. 

Kürzeste  Linien  480;  —  auf  F^  s.  geo- 
dätische Linien. 

Kürzeste  Entfernung,  s.  Entfernung. 

Kugel,  Glchg.  4,  27,  171;  —  verallge- 
meinerte 322,  496,  523;  —  Parameter- 
darstellung 4  f.,  26,  275;  —  Polaren- 
theorie 188,  182  ff.;  —  Abbildung  427, 

606  ff. 

Kugelkreis,  imaginärer  182  f.,  606;  — 
Transformationen  in  sich  375  ff.,  608; 
s.  auch  Bewegungen,  Focallinien, 
Hauptaxen,  Kreisschnitte,  Rotations- 
flächen, Winkel. 


Lagrange  105,  168,  428. 
de  La  Goui*nerie  1. 
Laguerre  192. 
Lamö  269,  272. 
Lambert  428. 
Lange  250. 
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Laplace  168. 

Legendre  551,  556,  563. 

Lie  298,  318,  372,  396,  462,  54G.   650. 

Linienbündel  21,  502,  521. 

Liniencoordinaten ,   s.  Coordinaten  und 

Gerade. 
—  feld  21. 
Liouville  429. 

Lipschitz  360,  384,  448,  525,  647. 
Livet  137,  165. 

Lobatscheflfsky  467,  474  f.,  494. 
Lotze  554. 
Loria  404,  554. 
Lürotk  108,    110,  115,  125  f.,  128,  234, 

293,  446,  455. 


Mac-Cullagh  269. 

Maclaurin  238. 

Magnus  19  f.,  52,  195,  278,  403,  647. 

Malfatti  420. 

Mannheim  1,  377,  646. 

Mehler  543  flF.,  557. 

Metrik  46tff.,  494  ff. 

Meyer,  Fr.  249. 

Minding  526. 

Minnigerode  593. 

Mittelpunkt,  der  Kugel  4 ;  —  einer  F« 

160;  —  sflächenl65ff.,254,291ff.,312. 
Möbius   20,  44,  51  f.,  70,   81,   241,  3G2, 

376  f.,  429,  439  f.,  448,  514,  527,  611, 

619,   626,  628. 
Moivre  428. 

Moment  zweier  Geraden  47,  507. 
Monge  1,  23  f.,  69,  104,  137,  168,  189, 

291. 
Morton  283. 
Müller,  H.  288. 
Multiplication,  conatruetive  117  ff.,  458, 

634. 


Nabelpunkte,  s.  Kreispunkte. 

Neumann,  C.  611. 

Newcomb  512,  527. 

Nicht -Euclidische    Geometrie    468;    s. 

Geometrie. 
Normalen  der  F^  im  confocalen  Systeme 

286  ff.;  —  verallgemeinerte  291,  513, 

613. 
Normalform  der  Glchg.  einer  Ebene  11; 

—  der  Glchg.  einer  F^  s.  Fl.  2.  Ordg. 
Nullsystem  52,  343;  s.  linearer  Gl. 


Octaeder  577;  —form  616. 
Ordnung  einer  F2  36 ;  —  einer  Curve  207. 
Orthogonale  Transformation  257,  384. 
—  Coordinaten  s.  Coordinaten. 
d'Ovidio  248,  512. 


Painvin  208. 

de  Paolis  455. 

Pappus  337,  429. 

Parabel  204;  —  cubische  251;  —  hy- 
perbolische cubische  251. 

Paraboloid,  Transformation  auf  Normal  - 
form 175,  260;  —  elliptisches  156, 
162,  178,  190;  —  hyperbolisches  156, 
158,  162,  179,  190;  s.  auch  Rota- 
tions— . 

Parallele  Ebenen  16,  157,  162,  181. 

—  naxiom  433,  467,  549  ff. 

—  Gerade  7,  502; zu  einer  Ebene 

13;  —  Definition  546. 

Parameter,  s.  Coordinaten,  Ebenenbün- 
del, Ebenenbüschel,  Flächenbüschel, 
Punktreihe,  Strahlbüschel;  —  des  Gl^ 
398,  401;  —  der  Congruenz  1.  Ordg. 
u.  Kl.  60. 

—  darstellung  einer  Curve  5  f.;  —  einer 
Ebene  99;  —  eines  Ebenenbündels  99; 
einer  Fläche  5;  —  der  Kugel  4  f.; 
s.  elliptische  Coordinaten,  Polarcoor- 
dinaten  u.  Abbildung. 

Parent  3,  63,  164. 

Pascal'scher  Satz  111,  147,  613. 

Pasch  348. 

Peaucellier  429. 

Perspectivische  Lage  34  f. 

del  Pezzo  410. 

Peyrard  549  f.,  554. 

Pitot  3. 

Plücker  19,  27,  43  f.,  52,  56,  81,  147, 
164  f.,  168,  194,  201,  204,  231,  257, 
269 f.,  278,  283,  304,  396,  399,  404,  420. 

Poincarä  462,  478,  495,  524,  528. 

Poinsot  44,  51,  377. 

Poisson  168. 

Pol,  bei  F^  137;  —  bei  Kegeln  u.  C« 
149;  —  bei  Abbildung  der  F^  s.  Pro- 
jectionspunkt. 

Polarcoordinaten  279. 

Polare,  reciproke  od.  coujugirte  bei  Cl^ 
53;  —  coDJugirte  bei  F^_  137,  147; 
bei  Kegeln  u.  G^  150. 

Polarebene  bei  F^  135;  bei  Kegeln  u. 
a  149. 

Polartetraeder  139;  —  gemeinsames 
zweier  F.  209  ff.,  253  ff.; Aus- 
artungen 215  ff'. 

Poncelet  104,  137,  155,  184  f,  189,  210, 
231,  234,  360,  431. 

Postulate  547  ff'. 

Product,  s.  Multiplication. 

Projection,  stereographische  420,  427, 
539,  608;  —  smethoden  1;  —  spuiikt 
415,  421,  429. 

Projectivische  Beziehung  98;  s.  Geo- 
metrie; —  Erzeugung,  s.  Erzeugende. 

Projectivität  27  ff. 

Proklus  551,  554  f. 
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rtolemäus  428. 

Punkt,    Glchg.    18,   96;    —  imaginärer 

109;   — coordinaten,   s.  Coordinaten; 

—  epaar  200;  —  feld  25;  —reihe  25, 

28,  97  f.,  441. 


(Quadratische  Formen,  s.  Form. 

Quadratsumme,  bei  einer  F.^ ,  s.  Polar- 
tetraeder u.  Hauptaxen;  —  hei  zwei 
F^  210. 

Quetelet  234,  283. 


Raumcurve,  s.  Curve. 

Reciprocität,  s.  Verwandtschaft. 

Reciproke  Radienvectoren  429. 

Reguläre  Körper  559  jff. 

Reinhardt  619. 

Reye  36,  288,  393,  629. 

Richtungswinkel  einer  Geraden  3;  — 
der  Schnittlinie   zweier  Ebenen  16. 

Riemann  107,  468,  474,  478,  494,  541, 
519,  524  ff.,  539  f.,  546,  603,  611. 

Roberts  269,  298, 

Rodrigues  384. 

Rosanes  360. 

Rosenhain  297. 

Rotation  s.  Drehung. 

Rotations- Cylinder  180,  336;  -EUipsoid, 
abgeplattetes  173,  — verlängertes  173; 
—  Fläche  2.  Ordg.  186,  263,  312; 
confocale  273  ff.;  — Hyperbo- 
loide 174;    —Kegel  174,  332; 

einer  F^  umschrieben  285;  —  Para- 
boloid  178,  265,  314. 


Saccheri  468. 

Salmon  194,  278,  283,  298,  392,  474,  627. 

Schell  374. 

Schellbach  420. 

Schering  525,  650. 

Schlömilch  174. 

Schmiegungsebene  bei  C^  240. 

Schönfliess  195,  372,  593. 

Schraubenbewegung  375,  497,  520. 

Schraubenlinie  337,  376,  397,  520. 

Schröter  36,  106,  195,  238,  249,  403,  627. 

Schubert  201. 

Schütte  554. 

Schumacher  467, 

Schur  525. 

Schwarz  588,  591. 

Sechseck,  s.  ßrianchon. 

Segre  404. 

Sehnen  einer  C^  239. 

Selling  382. 

Serret,  J.  A.  304. 

Serret,  P.  27. 

Servois  137. 


Seydewitz  238,  250. 

Simson  429. 

Singulare  Ebenen  u.  Punkte  bei  Cl  404; 
—  r  Punkt  bei  F^  s.  Spitze. 

Singularitätenfläche  404  ff. 

Sinn  einer  Elementenreihe  108  ff". 

Sinussatz  483. 

Sohncke  593. 

Sourander  168. 

Species,  s.  Gattung. 

Sphäroid,  s.  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid, 

Sphärische  Geometrie  522;  s.  Kugel. 

Spiegelung  381. 

Spitze  des  Kegels  148.     ^ 

Stahl  401,  489. 

de  Stainville  137. 

Staude  269,  297  f. 

V.  Staudt  36,  52,  107,  115,  118,  125  f., 
128  f.,  238,  434,  439,  454  f. 

Steiner  35,  44,  70,  106,  122,  147,  195, 
283. 

Stephanos  611. 

Stereographische  Projection,  s.  Pro- 
tection. 

Stolz  110,  128. 

Strahlbüschel  26,  65. 

Strahlenbündel  26,  501,  521,  527  f. 

Strahlenfeld  26. 

Strahlensystem,  s.  Congruenz. 

Sturm  107,  360,  389,  606. 

Substitution,  s.  Transformation. 

Summe,  s.  Addition. 

Sylvester  52,  145,  164,  168,  233  f. 


Tait  374. 

Tangente  einer  Curve  26,  —  einer 
Fläche  26;  —  einer  G^  242;  —  s.  Fl. 
2.  Ordg.  u.  Kegel. 

Tangentenebene  26;  —  der  F^  137, 
282;  —  der  G^  247. 

Tangentenkegel  d.  F^  135,  194; 

beim  coufocalen  Systeme  280,  285. 

Tetraeder,  bei  homogenen  Coordinaten 
80,  460;  —  Form  und  Gruppe  577, 
616;  —Inhalt  15. 

Tetraedral-Complex,  s.  Complex. 

Theon  550. 

Thiele  543,  548. 

Thomae  448,  490,  574. 

ThomsoD,  W.  270,  374,  429. 

Trägheitsgesetz  der  quadratischen  For- 
men 145. 

Transformation,  directe  oder  eigentliche 
der  Coordinaten  74;  —  homogene 
92  ff. ;  —  symmetrische  oder  un- 
eigentliche 74;  —  orthogonale  384; 
—  einer  F^  auf  kanonische  od.  Nor- 
malform s.  Polartetraeder  u.  Haupt- 
axen; —  auf  kanonische  Form  zweier 
41* 
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I\  209  ff.,  253  ff'.; einer  F.^  u. 

eines  Cl^  345  ff.;  eines  C\  55,  353  f.; 

—  in  sich,  eigentliche  einer  C.^  373  fi., 

382  ff.,  586; uneigentliche  einer 

C.y  380  ff.,  385; eines  C\  389  ff., 

uiiendlich  kleine  395; einer  F^ 

356  ff.,  365  ff.,  eigtl.  u.  uneigtl.  368, 
371;  —  —  binärer  Formen  561  ff.; 
der  Kugel  610  f.;  S.Verwandt- 
schaft. 

Translation,  s.  Verschiebung. 

Transon  44. 

Treffgerade  26,  42;  —  einer  Curve  245; 

—  n  gemeinsame  dreier  Geraden  69; 
Ton^vier  Geraden  70. 

Trigonometrie  480  ff.,  519. 
Tschirnhaus  603,  605. 


Unebene  Curve,  s.  Raumcurve. 

Uneigentliche  Transformation,  s.  Trans- 
formation. 

Unendlich  ferne  Ebene,  s.  Ebene. 

Unendlich  ferne  Punkte  463,  469,  496, 
517,  539;  s.  Fundamentalfläche. 


proke   52;    —  —    bei  5^,    135,    409; 

—  —  allgemeine  401  ff. ; eines 

Cl^  in  sich   ebd.;   —  —  einer  F^  in 

sich  413. 
Vierseit,  vollständiges  453. 
Vierseitsconstructionen,  s.  harmonische 

Constructionen. 
Vogt  194. 
Voss,  A.  257,  360,  368,  383,  389,  404,  413. 


Wedekind  561,  588,  613,  617,  623,  635  f. 

Weierstrass  164,  168,  233  f.,  297,  403, 
462,  476,  481. 

Weiler  318. 

Wiener,  Ch.  1;  — ,  H.  126. 

Winkel,  Definition  543;  — zweier  Ebenen 
16,  191  f.,  497;  —  zweier  Geraden  7, 
474,  507,  523,  535;  —  einer  Geraden 
gegen  eine  Ebene  13,  191;  —  ge- 
streckter 548,  551;  —  rechter  183  f., 
508,  547; Definition  544. 

Wren  62  f.,  164. 

Würfel,  s.  Octaeder. 

Wundt  543,  548,  555. 


Verallgemeinerung  metrischer  Begriffe 

291,  513. 
Verschiebung  379,  498,  516. 
Verwandtschaft,  dualistische  oder  reci- 


Zahlen   in   der  Geometrie   555;    —  — 

ganze  435; rationale  441,  458; 

—  irrationale  446,  534. 

Zeuthen  201,  446,  455,  647. 


Verbesserungen  und  Zusätze. 


Seite  3,  Zeile  1  der  Note.    Lies  Appendix  statt  V. 

„      8     „        „  „     „Recherches   sur   les"   statt  „Traite   des";    we- 

nigstens trägt  ein  in  der  Königsberger  Bibliothek  vorhandenes 
Werk  diesen  Titel,  während  Chasles  a.  a,  0.  „Traite  des"  citirt. 
Seite  9,  Zeile  9—7  v.  u.  In  diesen  drei  Gleichungen  sind  die  Buchstaben  |,  ?j,  J 
bez.  zu  ersetzen  durch  x,  y,  s;  ebenso  in  den  beiden  folgenden 
Gleichungen. 
,,    17,      ,,      9  V.  u.     Lies  l,  ju.,  v  statt  cc,  ß,  y. 

,,      6  V.  u.       „    in    der    ersten    Gleichung    (45)    (y  —  ?/„)  cos  a    statt 

{3  —  ^Jy)  COS  a. 
,,      1  V.  u.     Lies  bez.  (i,  v  statt  l,  jx. 
„    31,      „      8  V.  0.       „     „die"  statt  „der". 

<?'     ,   .,   3 
„      13  V.  u.      „     -^  statt  — ,  • 
q.  q_ 

„    37,      „  9  V.  0.         „      ft       „       ;i, 

„    38,      ,,  10  V.  0.       „     zweiten  statt  ersten. 

„  13  V.  0.      „    ersten       „     zweiten;    ebenso  S.  38,  Zeile   1   v.  u. 
und  S.  39,  Zeile  4  v.  o.  auf  der  rechten  Halbseite. 

„    44,      „  3  V.  u.    In  der  Determinante  lies  Xr.,  y^,  z^  statt  z^,  ^.,,  2^. 

„    45,      ,,  5  V.  o.     Lies  linear  unabhängige  statt  unabhängige. 

„  7  V.  0.       „     (3)  statt  (4). 

„    48,      „  7,  9,  10  V.  0.    und  Zeile   13  und   11   v,  u.   ist    der  Nenner   m  zu 

ersetzen  durch  —  • 

„  12  V.  0.    Lies  r-Z-Ebene  statt  X-Y-Ebeue. 

„  15  und  16  V.  0.  sind  mit  einander  zu  vertauschen. 

.,  15 — 24  ist  a  durch  c  zu  ersetzen. 

„  6  V.  u.    Lies  ihre  statt  die  ihrer. 

„    49,      „  5  V.  u.       „     xq        „       zq. 

„    51,      „  1  V.  0.       „     (11)       „       (9). 

„  4  V.  0.       „     er         „       CQ. 

„  7,  13,  15  V.  0.    Lies  (14  a)  statt  (15). 

„    53,      „  5  V.  u.    Lies  solcher  Betrachtungen  statt  der  Gleichungen  (16). 

,,    54,      „  1  V.  0.     Die  Worte  „des  Complexes"  sind  zu  streichen. 

,,    54  und  55.     Ueberall  sind  die  Vorzeichen  der  Grössen  a,  b,  c  zu  ändern. 

„    57,  Zeile  10  v.  o.     Lies    —  —  statt 

c  c 
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In  Fig.  10   steht  der  Buchstabe   qo   fälschlich  am  Punkte  B   statt  am 
Punkte  A;  tp  soll  den  Winkel  DAG  bezeichnen. 

Seite  57,  Zeile  4  v.  u,     Lies —  statt  8. 

o 

„      1  V.  u.       „     DAG    „    DBG. 
„      59,     „      10  V.  o.     ,,     [i~^        „    [i. 

„      60,      „      11  V.  0.      „      —  tang  —  statt  —  cotg  —  • 

„      61,      „      2  V.  0.  und  12  und  11  v.  u.    Das  Vorzeichen  von  l  ist  zu  ändern. 
,,      6  und  5  V.  u.  CO  und  0  sind  zu  vertauschen. 
,,      9  V.  u.     Es  ist  zu  bemerken,  dass  hier  und  im  Folgenden  (wie 

7t 

lü  der  Anmerkung)  der  Einfachheit  halber  •9'  =  —  angenommen 

o/  2 

worden  ist. 
In  der  Note  sind  x  -\-  y  und  x  —  y  zu  vertauschen. 

„  62,  „  ,,  „  Zeile  7  v.  u.  Lies  Octanten  statt  Quadranten.  Für  die 
Theorie  des  Cylindroids  vgl.  ferner  Mannheim,  Comptes  rendus, 
März  1888. 

,,      67,  Zeile  3  v.  o.     Lies  Xcc'  statt  Xk. 

„      9  V.  u.     Unter   den    beiden    Quadratwurzelzeichen   ist    das  Vor- 
zeichen zu  ändern. 

„  76_,  „  2  V.  u.  und  S.  77,  Zeile  2  und  4  v.  o.  Die  Zeichen  +  sind  zu 
streichen. 

„       77,      „      8  v.  0.     Lies  (6)  und  (6)*  statt  (4)  und  (4)*. 

,,  79.  In  den  Gleichungen  (17)  und  (17)*  sind  die  Vorzeichen  der  Grössen 
a,  &,  c  überall  zu  ändern. 

„      81,  Zeile  10  v.  u.    Lies  a-,  b-,  c-,  d.   statt  a-,  b-,  e.. 

„      82,      „      3  V.  0.  „      (23)  statt  (22). 

„      83,      ,,      2  V.  0.  „     Sil  d- 10.  statt  2^l{  d-x-. 

,,      84,      ,,      6  V.  0.    Der  Factor  [i  ist  zu  streichen. 

„      7  V.  o.  und  S.  85,  Zeile  8  v.  u.    Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzel- 
zeichen muss  lauten: 

i^i'^/c  -  <^Ay  +  (<^i»k  -  ('ihY  +  («i^A  -  h'^kY- 

„      88,      „       11  V.  0.     Lies  (23)*  statt  (23), 

„      5  V.  u.  „      (23)        „      (23)*." 

„     d  statt  p. 
,      ud  -f-  cosa  statt  ud. 
„      vd  -j-  cos  (3      „     vd. 
,     tvd  -{-  cos  y      „     zod. 
,,      1  statt  —  1. 

,      „folgt  aus  (19)  für  d  =  oo"  statt  „folgt  aus  (19)". 
„      7  u.  8  V.  0.  Die  Worte  „eine  Proportion  .  . .  bleibt"  sind  zu  streichen. 
„      15  V.  0.     Lies  „x-  —  0  mit  Xj.  =  0"  statt  „«^.  =  0". 
„      1  V.  u.         „      vp.j^  statt  rp.^. 
91,      „      1  V.  0.     Die  hier  eingeführten,   völlig  willkürlichen  Grössen  G'^j. 
hängen  mit  dem  (7^.^,  nicht  in  derselben  Weise  zusammen,  wie 
die  auf  S.  84  mit  G'.j.  bezeichneten  Constanten. 


89, 

») 

13  V.  u. 

90, 

1  V.    0. 

2  V.  0. 

11 

4  V.  0. 
■5  V.  0. 
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Seite     91,  Zeile  14  v.  o.     Lies  (23)*  statt  (24). 

,,  93,  ,,  10,  11,  12,  14,  15.  Die  oberen  Indices  i ,  k  der  Grössen  A  sind 
durch  l,  m  zu  ersetzen. 

,,  94.  In  den  Gleichungen  (51)  und  (52)  sind  die  Buchstaben  p  und  n  mit 
einander  zu  vertauschen.  In  (52)  sind  ausserdem  die  Indices 
i,  Je  bez.  zu  ersetzen  durch  l,  vi. 

„  91-,  Zeile  13  v.  u.  Lies  „der  Ebene"  statt  „x^  =  0",  und  y  statt  a. 
„  12  V.  u.  „  „der  Ebene"  ,,  „a-»  =  0",  „  a  „  ß. 
„      11  V.  u.       „     „der  Ebene"     „      „x.^  =  0",     „     ß     „      y. 

,,         95,      „      14  V.  0.     Die   Zahl   3    ist  aus    jedem    der   drei  Nenner  in   den 
Zähler  zu  stellen. 
96,      „      9  V.  u.     Lies  196  statt  117. 
„       8  V.  u.        „      80         „       83. 

„       100,      ,,      18  V.  0.      ,,      des       „      der. 

„       103,      „      4  V.  0,       „      312'       „      212. 

„  114,  ,,  9  bis  11.  Die  Worte  „welche  von  31  .  .  .  liefert,  die"  sind  zu 
ersetzen  durch:  „deren  Punktepaare  ihre  Verbindungslinien 
durch  einen  festen  Punkt  M'  senden.  Der  Berührungspunkt 
einer  der  beiden  von  31'  ausgehenden  imaginären  Taugenten 
des  Kegelschnittes  ist  der  gesuchte  zweite  Schnittpunkt  von  or. 
Auf  der  Polare  von  3i'  liefern  also  die  Paare  conjugirter  Pole 
diejenige  Involution,  welche"  .  ,  . 

,.  123,  „  9  V.  0.  Der  Punkt  n  bestimmt  den  absoluten  Betrag  des 
Doppelverhältnisses;  statt  dessen  benutzt  man  besser  (um  Ein- 
deutigkeit herzustellen)  die  auch  leicht  zu  construirenden  Diffe- 
renzen der  einander  conjugirt  imaginären  Doppelverhältnisse. 

■^ — -  =  a^a-y  statt  „^  -rr^ 

OX;  -^        ^  OX- 

für  ^■  =  1 ,  2 ,  3 ,  4. 


135.     In   den  Gleichungen    (12)   lies    ,,-|  -ö— -  =  ^c^V  statt  „^   ,,  ^^  a  a. 


142,  Zeile  7  v.  u.  Lies  \{0j^^,.  —  '^ti^^^  statt  \^{a'b  xyf.  Gemäss  den 
Formeln  /Ltjp^-^,  =  g  ^^^  =  w^w^^^  —  v^u^  ist  derselbe  Ansdruk  weiter 

gleich  - — 2  {ahuvf  . 

164.  Näheres  über  die  Kenntnisse  der  antiken  Geometer  in  der  analy- 
tischen Geometrie  findet  man  in  dem  Werke  von  Zeuthen: 
Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alterthume,  übersetzt 
von  Fischer-Benzon;  Kopenhagen  1886. 

168.     Die  für  das  Hauptaxenproblem  gemachten  Literaturangaben  mögen 

durch    den  Hinweis    auf  eine  Arbeit   von  Lipschitz    vervoll- 

'  ständigt  werden:     Abhandlungen  der  Berliner  Akademie,    1873. 

194,  Zeile  3  v.  u.     Die  Asymptotenkegel  dind  dann  „gleichseitige";    vgl. 

Joachimsthal,  Crelle's  Journal,  Bd.  56,  1859. 

195.  Es  sei  noch  auf  Bd.  2,  jd.  249  der  Aufgabensammlung  von  Magnus 

verwiesen. 
238.     Für  die  Theorie  der  Curven  dritter  Ordnung  mögen  hier  noch  zwei 

Aufsätze   von  Hurwitz  in  Bd.  20  und   30   der   Math.  Annalen 

erwähnt  werden. 
253,  Zeile  9  v.  u.     Lies  Polartetraeder  statt  Polardreieck. 
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Seite  336.  Vor  Nr.  15  ist  noch  der  Fall  zu  erwähnen,  dass  die  Bedingungen 
von  Nr.  13  und  Nr.  14  gleichzeitig  erfüllt  sind,  dass  also  die  Spitze 
des  Kegels  auf  dem  imaginären  KugelJcreise  liegt,  und  zugleich  die 
eine  unendlich  ferne  Erzeugende  den  Kugelkreis  in  der  Spitze  berührt. 
Hier  werden  die  den  früheren  entsprechenden  Gleichungen: 


(14) 

0  = 

=  2x^x 

3    - 

-  x^"  -j-  /.aJi"; 

(15) 

x^  = 

0,         2x 

^x^  +^3'  =  0. 

iCg  -|-  Aj  rKj 

0 

X, 

x^ 

0        x.^-\-l^  x^ 

X, 

0 

dx^  -\-  X^  dXi 

0 

dx^ 

dx^ 

.r^             a?2 

Xg 

x^ 

X, 

X, 

«3 

0 

dx^          dx» 

dx^ 

dx^ 

dx2 

dXi 

dx^ 

0 

Oi      CU't                          Ol       Cua 

d^-Xs 

d^x^ 

=  0 


Xi'^  ■  [l-^dx^^  -j-  '2dx-^dx..  +  dx^^l^  =  C  ^{2X1X2  +  x^^)(2dx^dx^  -\-  dx^^) 

Da  alle  Erzeugende  den  Kugelkreis  treffen,  ist  die  Einführung  ortho- 
gonaler krummliniger  Coordinaten  nicht  möglich  (vgl.  Nr.    14  und 
Nr.  18).     Wir  setzen 
C.7',  -  =  1  ,     g{x^'  -f"  ix^Xc^)  ==  l^  ,     ff («4"  +  Sa^jiCg)  =  —  ^j  ,     Gx^-  =  ^3 . 
Dann  wird: 

^1  dx^'^  -\-  dx^^  +  2  dx-^dx^  =  \x^  \T^)  •> 

—  («3^  -f"  Ix-^^x.^  +  2{x.,dx^  +  x^dx^  -\-  x^dx^)  =  x^-dl„ , 

G 

( — )  {xj  4"  'ix^x^)-\-  4:  —  («grf.To  -)-  x^äx.^  -\-  x^dXy)  -\-  ^{dx^dx^  +  ^^^3^) 
\  ff  /       "  "  ff 


-^1 4-  h' 

Die   vorletzte   Gleichung    quadrirt   und    von    der    (mit  x.^~  -j-  2Xj^x. 
multiplicirten)  letzten  abgezogen,  ergibt: 
(x./  +  2XjX^'^{dXp^^  -f-  2dx^dx^)  —  {x^dx^  -\-  x^dx^  -\-  x.^dx^Y 

du 


4x./'{x.^'  +  2x^x^) 


x^'^dl^-  =  .-Cj*  ihf^h'  —  i^h') 


(25) 


(^1  +  ;i,)^ 

Die  aufgestellte  erste  Integralgleichung  wird  daher: 

ciK'^]. 


'^Y^{C[Udl,"~ 


Für  C  =  00  findet  man  unendlich  viele  algebraische  Curven.  In  der 
zuletzt  aufgestellten  Gleichung  sind  die  Variabein  nicht  getrennt. 
Zur  Integration  kann  eine  schon  früher  (Nr.  11,  p.  319)  benutzte 
Methode  dienen;  dieselbe  ist  anwendbar,  da  es  möglich  ist,  den 
gegebenen  Kegel  (in  dessen  Gleichung  (14)  kurz  ^  =  0  gewählt 
werden  darf)  und  den  imaginären  Kugelkreis  gleichzeitig  linear  in 
sich  zu  transformiren ;  es  geschieht  dies  durch  die  Collineation: 


(26) 


wobei 


^i  =  «1 2/1  7 

X^    =  «2^/2    +    ^?/4. 

«1«2  =  a.,^      «10:3 


^4    =   «43/4» 


(27) 
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■  Durch  dieselbe  Collineation  müssen  die  geodätischen  Linien  in  sich 
übergeführt  werden.  Durch  das  schon  auf  j).  320  angewandte  Ver- 
fahren finden  wir  daher  die  Parameterdarstellung  dieser  Curven  in 
der  Form 

wobei  die  Bedingung  ö^S^  +  ^4"^  =  0  erfüllt  sein  muss,  damit  die 
Curve  auf  dem  Kegel  ^x^x^  -)-  x^^  liegt.  Zwischen  den  a^  bestehen 
die  angegebenen  Relationen,  und  es  ist 

^,        ß        ^        ^,       loff  «9  — log  or, 
ß=—    oder     ß'=  -5— i °-^, 

«2  «2  —  «4 

je  nachdem  «2  =  «4  oder  a^  von  or^  verschieden  ist;  n  bezeichnet 
den  Parameter.  Hiermit  ist  umgekehrt  die  zwischen  Ag  und  ^3  auf- 
gestellte Differentialgleichung  (25)  integrirt. 
Seite  338.  Die  soeben  (in  dem  vorhergehenden  „Zusätze")  angewandte  Schluss- 
weise ist  auch  für  Nr.  17  brauchbar.  Der  imaginäre  Kugelkreis 
2a;ia;2  4"  ^3^  =  0  in  der  Ebene  x^  =  0  und  der  parabolische  Cylinder 
2XiX^  -{-  x.^^  =  0  gehen  durch  die  Substitution 


(28) 


29) 


•^"i  =  «i2/i  >         ^3  =  «32/3  +  ßVi  , 
x^  =  «5.2/2  ,         x^  =  a^y^ 

gleichzeitig  in  sich  über,  wenn  a^-  =  a^a.^^  a..^'^  =  a^a^.     Die  Para- 
meterdavstellung  der  geodätischen  Linien  ist  daher: 

i/,  =  ö.c,;\      2/4  =  <y4«4^ 

wenn  d^^  +  2S^d^  =  0. 

Die  Substitution  (28)  ist  auch  für  Nr.  18  anwendbar,  wenn  die 
Gleichungen  des  Kugelkreises  in  der  Form  x^  =  0,  x^^  -\- 2 x^ x,^  ^  0 , 
und  die  Gleichung  des  Kegels  in  der  Form  x^^  -\-  2Xj^x^  =  0  an- 
genommen werden;  es  müssen  jetzt  die  Relationen 

«1«3  =  «2"  =  ß^l«4 

erfüllt  sein.     Für  die   geodätischen  Linien  findet  man   wieder   (29), 
worin  jetzt  S.^^  -\-  2  8^d^  =  0  sein  muss. 
Seite  340.     Gleiches  gilt  für  Nr.  19.     Es   seien  a;^  =  0,  Xi^  -\-  2X2X^  =  0  die 
Gleichungen  des  Kugelkreises   und  2x-^x^  -{-  x.,^  =  0  die  Gleichung 
des  Kegels,  so  gelten  die  Formeln  (28)  und  (29),  falls  jetzt 
«1  "-^  =  «2  «3  ,     «2  ^  =  «1  «4  ,     ^2  -  -[-  2  5j  ^4  =  0  . 
,,       347,  Zeile  1  v.  u.     Lies  a.j,  statt  a.j. . 

„  348,  „  1  V.  0.  Bei  der  Bildung  von  O^^^^  aas  (t>  sind  im  letzteren 
Ausdrucke  die  Coefficienten  der  Producte  Pj^iPik  genau  in  der 
auf  p.  347  angegebenen  Form  zu  belassen;  man  darf  den  Aus- 
druck 0  nicht  vorher  durch  Hinzufügen  des  mit  einer  belie- 
bigen Constanten  multiplicirten,  identisch  verschwindenden  Aus- 
druckes P  umgeformt  haben. 

Clebsch,  Vorlesungen.  11,  1.  41** 
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Seite  372.  In  Betreff  der  Untersuchungen  Lie's  über  Diöerentialgleicbungen 
sei  auf  sein  ausführliches  Werk  verwiesen:  Theorie  der  Transfor- 
mationsgruppen,- herausgegeben  von  Engel,   Leipzig  1888   und  90. 

„  379.  Die  in  Nr.  6  erv?ähnte  Transformation  ist  dieselbe,  welche  oben  in 
den  Zusätzen  zu  p.  338  und  340  benutzt  wurde.  Man  hat,  um  dies 
zu  erkennen,  die  absoluten  Werthe  der  «^  so  zu  wählen,  dass  der 
Factor,  um  welchen  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Kugel- 
kreises bei  der  Substitution  (28)  ändert,  jetzt  gleich  der  Einheit  wird. 

„  384,  Weiter  durchgeführt  ist  die  in  der  Anmerkung  erwähnte  Verall- 
gemeinerung dynamischer  Probleme  von  Killing,  Crelle's  Journal, 
Bd.  98,  1885. 

,,       391,    Anmerkung.     Lies  17.  August  statt  7.  August. 

„       404,  Zeile  1  der  Anmerkung.     Lies  gegenseitige  statt  gegenwärtige. 

„  439.  Die  in  der  Anmerkung  erwähnte  räumliche  Construction  wird  des- 
halb besser  vermieden,  weil  dieselbe  voraussetzt,  dass  ein  dabei  zu 
benutzender  Schnittpunkt  von  drei  Ebenen  immer  wirklich  (in  end- 
licher Entfernung)  existiert.  —  Im  Uebrigen  ist  die  im  Texte  ge- 
gebene Beziehung  der  Strahlen  eines  Büschels  und  weiterhin  der 
Punkte  einer  Ebene  auf  gewisse  Zahlen  (Coordinaten)  nicht  wesent- 
lich verschieden  (wie  ich  nachträglich  erfahre)  von  derjenigen, 
welche  Klein  neuerdings  in  einer  demnächst  erscheinenden  Abhand- 
lung dargestellt  hat. 

„  439,  Zeile  2  —  16.  Die  Worte  „zu  demselben  ....  (7-P"  sind  zu  streichen; 
denn  der  hier  gemachte  Schluss  ist  nicht  correct,  und  von  der  be- 
haupteten Wechselseitigkeit  wird  für  das  Folgende  kein  Gebrauch 
gemacht.  Dass  der  Punkt  2  auch  durch  die  in  Zeile  18  angegebene 
Construction  gefunden  wird,  ist  schon  eine  einfache  Folge  der  That- 
sache,  dass  zwischen  den  Punkten  B  (=  1),  D(^  2),  3  dieselbe  Be- 
ziehung besteht  wie  zwischen  den  Punkten  A,  B,  D,  dass  folglich 
in  Betreff  der  Punkte  S,  P,  Pj  dasselbe  gelten  muss,  wie  für  die 
Punkte  P,  Pj ,  P, .  In  der  Construction  (12),  p.  449  sind  dann  die  Punkte 
B,  D,  Q^,  Q  bez.  zu  ersetzen  durch  B,  B,  P,  Pj . 

„       446,  Zeile  15  v.  u.     Lies  oo  statt  1. 

„       14      „  „     2~''     „     2~"'~\  und  0  statt  1. 

„      13     „  ,,     2~'~^  statt  2""''     „     letzterer  statt  dieser. 

„  467.  Nähere  Angaben  über  die  Beziehungen  von  Bolyai  zu  Gauss 
findet  man  in  Scbering's  Festrede  zur  hundertjährigen  Gedächtniss- 
feier von  Gauss'  Geburtstage,  Göttinger  Abhandlungen,  1877. 

„  507,  Zeile  12  v.  o.  Lies  „besagt,  wie  wir  sogleich  sehen  werden"  statt 
,,sagt  also  nach  dem  Obigen  aus". 

„  521,  Anmerkung.  Mit  solchen  Geraden-Systemen  hat  sich  Klein  näher 
beschäftigt;  vgl.  die  im  Zusätze  zu  p.  439  soeben  erwähnte  Arbeit. 

„  539.  üeber  das  in  der  dritten  Anmerkung  berührte,  von  Killing  be- 
handelte Problem  gibt  die  in  den  vorhergehenden  Zusätzen  erwähnte 
Arbeit  von  Klein  näheren  Aufschluss. 

„       555,  Zeile  2  der  dritten  Anmerkung.     Lies  t'ff«  statt  aviaa. 

„  592,  Anmerkung.  Lies  „Memoires  presentes  par  divers  savants,  t.  28 
(1880—83),  ferner  C.Jordan,  Crelle's  Journal"  statt  „Crelle's  Journal". 
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